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Justifique todas as suas respostas.

1. Mostre que a seqiiéncia definida recursivamente por a1 = 2 e apy1 = é decrescente e satisfaz

1
o 3—an
0 < an, <2,V¥n > 1. Deduza que (a,)nen converge e encontre seu limite.
Solugdo. Como no exercicio 6 da 1 lista de exercicios, mostramos por indugdo que (an) é decrescente e satisfaz
0 < an < 2,Vn > 1 (Verifique!). Dessa forma, (an) é limitada inferiormente por a = 0 e é decrescente, logo (ay) é

convergente. Seja L = lim an (existe e é finito) e desde que se (an) converge lim a, = lim ap_1, temos
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porém como L < 2 segue que L = lim any1 = f
n— oo 2
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2. a) Mostre que para cada x € R fixado, a série: sen (z) — 5sen (x) + 75en (x) — gsen () +--- ¢
convergente e calcule a sua soma.
= 1 5 1 3 1y 1 " - o
Solugao. Temos que sen (z)— 5en (z)+ haca (z)— gsen (z)+--- E sen ( —sen (z) ] é uma série geométrica
1 1 ,
com a =sen(z)er= —sen (z) que converge se |r| = —sen (p)<1le |sen (z)] < 2, o que é verdade Va € R. Logo a

sen(z)  2sen(x)

série converge para todo x € R e a sua soma é dada por S = = .
gep P 1+ %sen (z) 2+sen(x)
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b) Mostre que — =1
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Solucao. Temos que = = = — -
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Dessa forma,
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Portanto a série 2:: \/7 é uma série telescépica e tem como soma S = nhm Sn = nlew ( — 1) =
1
3. Em cada caso, verifique se a série converge, converge absolutamente ou diverge.
n (2n —|— 2 1 (-1)
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Solucgao:
a) Convergente. De fato, usando o teste da razdo, obtemos que
1)3n! 1)3n! 1)2 242n+1
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b) Divergente. De fato, vamos usar o teste da razdo, assim
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c) Convergente. Sejam an, = In (1 + #) e by = n% Assim,
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Pelo teste da comparagao do limite, desde que a série E — converge (série p > 1), concluimos que a série é convergente.
n
n=1

d) Convergente. Temos que an = 75 > 0,Vn>2en<n+1l=lIn(n) <ln(n+1)= [In(n)]/? < [In(n+1))*/3 =
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= It O3 < (/3
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Assim an41 < an, Yn > 2, ou seja, (an) é decrescente. Além disso, lim ————— = 0, portanto a série Z L
n=oc [In(n)]!/3 = ¥In(n)
converge pelo teste da série alternada.
. = In(n)
. a) Determine os valores de p para os quais a série E L converge.
n=1 n
> In(n) a
Solugao. 1° Caso. Temos que para p < 1 a série Z - diverge pelo teste da comparagao de limite, pois lim b—n =
n n—o0 b,
n=1
In(n) >
lim "lp = lim In(n) =+occ e Z — diverge para p < 1.
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2° caso: Considere p > 1. A funcéo f(z) =
1 —pln(x)
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(1—p)2 tEH;O [tlip[(l —p)In(t) -1 +1] = T pois 1 —p < 0. Portanto a série nn(:

é continua e positva no intervalo [1,00). Temos que f é decrescente

° In(z
se & > el/P, pois fl(z) = < 0 para z > e/P. Asim aplicando o teste da integral temos: / ¥ dr =
1 €T

lim =
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converge para p > 1.
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b) Mostre que se a,, > 0 e lim na, # 0, entdo Z a, diverge.
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Solugao. Vamos aplicar o teste da comparacao do limite para as séries Z an € Z
n=1

n=1

1 . n
—. Temos que lim — =
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lim na, # 0. Como a série E — diverge (série harménica de ordem 1) segue do teste da comparagao
n—oo ’rL
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do limite que Z an diverge.
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