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1 Espaco Dual

Dado um espago vetorial V' sobre o corpo F, o espaco dual V* é o espaco de todas transformagoes lineares de V em F. A
transformacao linear de V em F' é denominado de funcional linear.

Pela algebra linear 1, sabemos que o funcional linear é definido unicamente pelos valores sobre elementos da base.
Considere a base B = {f1,---,8,} de V. Para cada vetor ; da base, associamos o funcional linear f; determinado por

1 ,i=j . - . .
fi(B;) = 0;; onde §;; = 0 i 2 j No caso da dimenséo finita, o conjunto B* = {f1,---, f,} € uma base de V* como
demonstra o teorema a seguir. Neste caso, B* é denominado de base dual de B.

Teorema 1.1. Se V for espaco vetorial de dimensdo finita, B* = {f1,--- , fn} forma uma base de V*.

Demonstra¢io. Veremos que B* é L.I. De fato, se f =c¢1f1+---+cnfn =0, teremos f(8;) = o(8;) = 0, o que implica que
0=c1f1(B:)+ -+ cnfu(Bi) = ¢; paracadai=1---n, o que implica que B* é¢ L.L

Agora, veremos que Bx gera V*. Inicialmente, observe que f; ((z1, - ,2n)B) = 2, na qual a demonstragao é deixado
como exercicio (esta é uma das propriedade bastante usadas quando trabalha com a base dual).

Seja f um funcional linear. Lembrando que uma transformagao linear é unicamente determinados pelos valores sobre
vetores da base, considere ¢; = f(8;). Afirmamos que f = c1f1+---+cnfn. Defato, f(5;) =c1f1(Bi)+ - +xnfn(Bi) = ¢
para cada i, devido a defini¢do de f;. Como coincide em cada elemento da base, o funcional é a mesma e assim, conseguimos

escrever o funcional linear f como combinagao dos elementos de B*.
O

Corolario 1.2. Se V € espaco vetorial de dimensao finita, V* € isomorfo a V.

Demonstracdo. Basta lembrar que espago vetorial de mesma dimensao, quando dimensao é finita, sao isomorfos.
O

Quando nao ha ambiguidade da notagao e contexto, podemos usar a nota¢ao 8 = f; para enfatizar que f; é dual de
B;. No caso de ter o vetor a = ¢181 + - - - + ¢, 8, € nao tenha davida quanto a base a ser dualizada, podemo usar a notagao
o =c1ff 4 enf.

No caso de dimensao finita, dado uma base de V', a associacao o — a* de V em V* é um isomorfismo. No entanto,
este isomorfismo depende da base escolhida para dualizar.

No caso do espaco de dimensao infinita, dual de uma base nem sempre é uma base como veremos no exemplo mais
adiante.

Exemplo 1 (dual da base no espaco de dimensao infinita). Considere V' = R[z] = {polindmios com coeficientes em R}.
Entdo B = {1,t,t2,#3...} é uma base de V e B* = {fo, f1, f2,...} o seu dual. Entdo f; (ag + a1t + -+ a,t") = a;.
Mostremos que B* ndo gera o V*. Considere o funcional linear f(p) = p(1) que é uma evaluagdo do polinémio p no ponto
t = 1. Afirmamos que f ndo é gerado pelos elementos de B*.

Suponha por absurdo que f = ¢1f1 + -+ + ¢, fn (na élgebra, s6 é permitido a combinacao finita). Entao f (t"“) =
crfi (E") + -+ x, (1Y) =0, 0 que ¢ absurdo, pois f (") = 1" = 1. Assim, f néo ¢ gerado pelo B*.

E facil de provar que B* é L.1., seguindo o caso da dimensdo finita. Assim, teremos

Proposigao 1.3. Existe aplicag¢ao linear injetiva V — V*.

Exercicios.
1. Para base dual B* de B = {81, - ,fn}, mostre que B (x181 + -+ 2nBn) = x5 € (187 + -+ cnf) (8i) = ¢
Também que, ¢ ((x1,-+ ,x,)8) = (z1, -, Tn)B*).

2. Mostre que, se V for espago de dimensdao finita, entdo f(«) = 0 para todo f € V*, implica que o = 0. Note que, a
demonstracao do caso da dimensdo infinita é similar.



2 Teorema de Representacao.

No caso de espaco vetorial de dimensao finita com produto interno, o funcional linear é dado em termos de produto interno.

Teorema 2.1 (Representacdo). Se V é um espago vetorial de dimensdo finita com produto interno, entdo para todo
funcional linear f € V*, existe um dnico vetor ay € V tal que f(8) = (8, ay).

Demonstragio. Considere uma aplicacio ¢ : V — V* definido como p(a) = ¢, : V — F , onde ¢, (8) = (8,a). E ébvio
que ¢, ¢ um funcional linear. Como (B, a; +Aaz) = (B, a)+ (B, az), podemos mostrar que @(a; +Aaz) = p(ay) +Ap(as)
(exercicio), o que é denominado de linear conjugado, devido a conjugagdo nos pardmetros. O linear conjugado tem a
propriedade similar a linear. Por exemplo, se for injetiva no espago de mesma dimensao, ele é bijetiva. Como V e V* tem
mesma dimensdo (provado pela base dual), basta mostrar que ¢ é injetiva. Se p(a) = 0, entdo p,(8) = (8,a) = 0 para
todo vetor 3. em particular, p,(a) = (o, a) = ||a||? = 0, o que implica que o = 0. Como ker p = {0}, ele é injetora e
consequentemente é bijetora.

O

Observagao 2.2 (isomorfismo de repreentacdo). Note que a fungdo acima ndo depende da base. Neste caso, ele é dito
isomorfismo conjugado natural. No caso real, a aplicacdo acima é um isomorfismo. No caso complexo, podera construir o
isomorfismo para teorema de representagao, mas ele ndo seré unicamente determinado (n&o é natural). Para tanto, escolha
uma base B de V e usando a conjugagao complexa relativa a esta base, defina ¥, (c181 + -+ ¢nfBn) = c1{B1,6) + -+ +
Cn{(Bn, B). Entdo 1 é um isomorfismo que permite representar o funcional linear como produto interno (mas dependera
da base). Note que, em maioria dos casos, o que interessa e ter vetor que represente o funcional linear. Trabalhando com
um pouco de cuidado, podemos partir da expressio envolvendo o produto interno (sem ter a base especifica) e chegar na
expressao com o produto interno (sem ter base especifica), usando uma base ortonormal.

Observagao 2.3. No caso de dimensdo infinita, a aplicacdo de representacdo acima é apenas injetiva. Assim, nem todo
funcional linear pode ser representado pelo vetor (nem todo funcional linear é dado como produto interno).

Exercicios.

1. Se B={f1,...,0,} uma base ortonormal e B* = {f7,..., 5} e sua base dual. Mostre que a dualizacdo relativa a
esta base é o isomorfismo 1 da Observagao 2.2.

2. No exercicio acima, obtenha quem é o isomorfismo conjugado e o isomorfismo linear do teorema de representagio,
em termos da base dual.

Espago Dual do Dual
Como V* é um espago vetorial, podemos analisar o dual de V*. O espago dual do dual V** = (V*)* & interessante por
ter transformacao linear injetiva natural L : V' — V** mesmo sem ter o produto interno.

Lema 2.4. Se V é um espago vetorial, entao L : V — V* definido como L(«) = Ly, onde Lo(f) = f(«) para todo f € V*
€ injetiva.
Demonstra¢do. Mostrar que L é linear é deixado como exercicio. Se L(a) = L, = 0 entdo L, (f) = f(«) = 0 para todo

funcional linear f € V* e consequentemente, a = 0. O fato de Vf € V*, f(a) =0 = « = 0 para o caso de dimensao

finita é o Exercicio 2 da Secao 1.
O

Teorema 2.5 (dual do dual). Se V' é um espago vetorial de dimensao finita, entio L : V — V** € isomorfismo natural.

Demonstragao. Segue da injetividade, pois V' é um espago vetorial de dimensao finita (Mostre que dim V' = dim V** como
exercicio, para completar o argumento). O fato de ser natural é devido ao fato da defini¢do de L ndo depender da base

especifica (ou resultados que dependam da base especifica).
O

Observagao 2.6. O isomorfismo L é natural. Isto significa que ele ndo depende da base. Assim, comumente identificamos
V** com V via L é escrevemos V** = V quando a dimensao é finita. No caso de V*, precisard de produto interno para
ter isomorfismo (ou isomorfismo conjugado) natural. Assim, s6 podemos identificar V* com V de forma precisa quando
tem o produto interno.

Observagao 2.7. A aplicacdo L ¢é bijetiva se, e somente se, for de dimensdo finita. Na algebra, ndo deve ter combinagao
linear infinita, mas na andlise, pode permitir uma combinagdo linear infinita, o que permite ter espagos de dimensao
infinita com L bijetiva.

Exercicios.

1. Mostre que, se W < V for espago de dimenséao finita, W** = W a menos de identificacdo por L do Teorema 2.5, isto
é, W =L(W)).



3 Anulador

Definigao 3.1. Seja S C V. O conjunto S° = {f € V*: Vs € S, f(s) = 0} é denominado de anulador de S.

Teorema 3.2. Se W <V com V de dimensdo finita, entdio W = W a menos de identifica¢io por L do Teorema 2.5,
isto é, W = L(W).

Demonstragio. Se a € W entdo L, (f) = f(a) = 0 para todo f € WP, Logo, W € W% via identificacdo por L. Agora,
veremos que se a ¢ W, entdao L, ¢ W. Seja B = {a1,...,,,B1,---Bn_r}, a base de V obtido pela extensio da base
A={aq,...,a,} de W. Entdo podemos dualizar o vetor relativamente a esta base. Se oo ¢ W, entdo ele é escrita como
combinacdo finita o = ajoy + -+ + a0 + 0151 + -+ 4+ by Bn—r com algum b; nao nulo. Temos que f = ,B]’-* e W9
(prove) e f(a) =b; # 0. Como é de dimensao finita, todo elemento de X** é imagem do isomorfismo L, o que conclui a
demonstracao.

O

Observagao 3.3. A demonstragdo do teorema acima poderd ser adaptado ao caso de dimensdo infinita, mas s6 podera
concluir que L(V) N W% = L(W). Como L ¢ apenas injetiva, poder4 existir elementos de W fora de L(V).

Teorema 3.4. Se W <V onde V € espaco de dimensdo finita, temos que dimV = dim W + dim W°.
Exercicios.
1. Mostre que se S C V entdo S° < V*.
2. Mostre que se S C V e W é o subespaco gerado pelos elementos de S, entdo S° = WP°.

3. No caso de espaco vetorial de dimensdo finita com produto interno, mostre que W° = @(W+). A menos de
identificacdo por ¢, temos que W° = W+. Explique porque nio dizemos “a menos de identificacdo por ¢”, apesar
de WO = (W) também.

4. Demonstre o Teorema 3.4.
5. Considerando os subespagos W7 e W5 de V', mostre que
(a) Se Wy < Ws entao W29 < WY.
(b) Wy +Wo)0 =W nw).
(c) No caso de dimensdo finita, V = W; & Wy implica que WP N W3 = {0}

4 Transposta

Definigao 4.1. Dado uma transformagéo linear T : V — W, a aplicagao T* : W* — V* definido como T*(f) = f°T :
V — F para cada f € W* é denominado de transposta de T'.

Teorema 4.2. Dado T : V — W, temos
1. ker Tt = (ImT)°.
2. SeV e W forem de dimensao finita, vale também
(a) p(T) = p(T?) onde p(T) = dimImT e p(T?) = dimImT" sdo postos de T' e T respectivamente.
(b) TmT* = (ker T)°

Demonstragio. 1. f € kerT" <= T4 f) = f°T =0 <= Va € W, f(Ta) = 0 mas isto ¢ equivalente a V3 &
ImT, f(B) =0 <= f € (ImT)°.

(a) Como os espagos sdo de dimensdo finita, temos dimIm7 + dim(Im7)° = dim W. Pelo item 1, Temos que
dim ImT+dim ker 7% = dim W. Mas dim Im7"¢+dim ker 7% = dim W e consequentemente, dim Im7" = dim Im7".

(b) Como (dimker T)° = dimIm7 = dim 7" (porqué?), basta mostrar quelm7"® C (ker T')°. Considere f € ImT®.
Entao f = T%(g) = ¢°T para algum g € W* e logo, para todo « € ker T, f(a) = g(Ta) = g(0) = 0. Logo,
ImT" C (kerT)°.

O



Teorema 4.3. Se T : V. — W, transformagdo linear no espagos de dimensdao finita e A e B siao bases de V e W
respectivamente, entdo [T*) - g~ = [T o8-

Exercicios.
1. Demonstre o Teorema 4.3.

2. Mostre que L(kerT') = ImL N (Im7"%)° onde L ¢ o isomorfismo do Teorema 2.5. A menos de identificagio por L,
podemos escrever ker T = (Im7"*)" no caso de dimensdo finita.

5 Adjunta

Defini¢ao 5.1. Uma transformacao linear T': V' — V' (no mesmo espago) é denominado de operador linear.

Defini¢ao 5.2 (operador adjunto). Dado um operador linear T', dizemos que S é um operador adjunta se Vo, €

V.(Ta, B) = (a, 5B).
Lema 5.3 (unicidade do adjunto). Adjunto, quando existe, € unico.

Demonstra¢io. Se Sy e Sy sao operadores adjuntos de 7', entdao (aS18) = (Ta,B) = (a,S528) para toda «. Logo,
(o, (S1 — S2)B) = 0 para todo « e consequentemente, S15 = S33. Como [ é genérico, S; = Ss.
O

O operador adjunto de 7', quando existe, é denotado por 7.

Proposigao 5.4. Seja T, um operador linear no espaco vetorial com produto interno tal que T existe. Entao T* =
@ 1T, conde ¢ € o isomorfismo conjugado do Teorema 2.1(Teorema de Representacdo).

Demonstragio. (o, T*B) = (T, ) = pgTa = T'(pg)o. Assim, pr-gya = (T'pg)a para todo a e consequentemente,
g = (T'pg). Como ¢ & injetivo, T*3 = T () para  genérico. Assim, T* = ' T¢
0

Teorema 5.5 (operador adjunto). Para cada operador linear T' definido no espago vetorial de dimensao finita com produto
interno, existe um unico operador adjunto de T.

Demonstragdo. Como ja sabemos que existe no maximo um adjunto, basta mostrar que existe. Para cada S, fz(a) =
(Ta.) € um funcional linear em « (justifique) e pelo teorema da representacgdo, existe um tnico vetor T7*8 € V tal que
fala) = (o, T*f). Assim, estd definido um tnico T*j para cada 5. O que precisamos é mostrar que 7™ ¢ linear. Sejam
B1,82 €V ece F. Para todo a € V, temos (o, T*(81 + ¢B2)) = (Ta, 1 + cB2) = (T, B1) + &(Tav, Ba)

= (o, T*B1) + &, T* B2) = {, T* 1 + T B2). Assim, T*(B1 + cf2) = T B1 + cT*Pa.

O
Teorema 5.6 (matriz do adjunto). Na base ortonormal, matriz de T* € transposta conjugado da matriz de T.
Demonstragio. Seja B = {f1,...,0,} uma base ortonormal. Denotemos [Tz = A = [aij]ij=1.n € [[¥]p- = B =
[bijlij=1..n- Assim, TB; = Zaijﬁj eT* B, = Z berBe. Efetuando produto interno com o vetor ;, temos
i=1 (=1
(B, T" Br) = (B, Z berBe) = Z 1{Bj, Be) = bjk. Por outro lado, usando a defini¢io de adjunto, temos
=1 =1
(Bj: T" Br) = (T8, Br) = Z aijBj; Br) = ak;.
- O

Alguns operadores importantes

1. A* = A é denominado de auto adjunto. Para diferenciar o caso real do complexo, também pode ser chamado de
simétrico (caso real) e hermitiano (caso complexo), mas chamaremos simplesmente de auto adjunto em muitos casos,
s6 serd mencionado como auto adjunto. Alguns casos especiais de auto adjuntos importantes sdo A*A e A* + A.

2. A* = A~'. Devido a diferenca significativa sobre algumas propriedades do caso real e do complexo, usaremos nome
especial para caso real (denominado de ortogonal) e para o caso complexo (denominado de unitério). Caso néo
precise distinguir, escreveremos a propriedade em vez de citar pelo nome. O caso bastante importante deste tipo é
a mudanca de base, da base ortonormal para base ortonormal.



3.

A*A = AA* entdo A é denominado de operador normal. A condi¢do é bem mais fraca que nos casos de auto adjunta
ou A* = A~! (auto adjunta, ortogonal e unitdrio sdo normais) mas também é parte importante do estudo dos
operadores.

. P2 = P & denominado de projecdo. Apesar de curso inicial sobre algebra linear concentrar em projecdes ortogo-

nais, existem muitos tipos de projecoes interessantes. Portanto, é importante estudar as propriedades comuns das
projecoes genéricas.

Se tiver o produto interno, o operador auto adjunto que satisfaz a condi¢do Vo € V : (Aa, ) > 0 é denominado de
operador positivo. Note que ele tem a ver com o adjunto e o produto interno.

Exercicios.

1.
2.

Mostre que (A + ¢B)* = A* + ¢B*, (AB)* = B*A* e se A for inversivel, (A’l)* = (Afl)*.

Operador com a propriedade A' = —A é denominado de anti simétrica. Reescreva a nota de aula, para mostrar que
no caso real, qualquer operador é soma de forma tunica, de operador simétrica e antissimétrica. Agora, pense em
fazer o mesmo no caso complexo.

Explique a importancia de usar a base ortonormal quanto trabalha com a matriz transposta, mesmo sem estar
usando o espaco dual.

Mostre que se A for auto adjunto, (Ao, a) € R.

Mostre que se P for projecao no espago vetorial V', entao
(a) Pa € ker P entao o € ker P.
(b) Mostre que ker PNImP = {0}.

(¢) Conclua que no caso de dimensdo finita, tem-se V = ker P @ ImP.



