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1 Numeros Complexos

O conjunto dos niimeros complexos C = {x + iy : z,y € R} com i> = —1 é um corpo com a soma (z + iy) + (z' + iy’) =
(x+2')+i(ly+9y') e o produto (x + iy) - (' +iy') = (xz’ — yy') + i(zy’ + 2’'y). Podemos associar o conjunto C com o
plano euclidiano R? pela associacio = + iy > (z,y) que estabelece isomorfismo como espaco vetorial sobre R. O conjunto
dos niimeros complexos vistos como R? com operacio de multiplicacio (z,y) - (2/,y') = (x2’ — yy', vy’ + 2'y) é chamado
de plano complexo.

O conjugado x + iy = x — iy tem um papel importante na simplificacao de notacao, assim como na deducao de suas
propriedades. No plano complexo, a conjugacdo é a reflexdo relativamente ao eixo dos ntimeros reais (eixo X) e quando
visto como R?, conjugacdo é um dos isomorfismos que inverte a orientacio.

Alguns conceitos basicos necessarios para trabalhar com espagos vetoriais sobre nimeros complexos sio:

1. Re(x +1iy) = = é a parte real.
2. Im(x + 1y) = y é a parte imaginéaria.

3. |z|? = z- z. Note que |z| = ||z|| onde ||z + iy|| = /22 + y2 que é a norma do vetor (z,y) que representa o ntimero
complexo z + iy no plano R?. Porém, vale a igualdade |a - b| = |a| - |b| relativamente ao produto dos ntimeros
complexos. Por isso, ele é chamado de moédulo em vez da norma. Lembremos que, uma barra vertical em vez de
duas, é usado quando vale |a - b| = |a] - |b| para o produto definido sobre o conjunto.
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O produto interno no espago vetorial complexo e denominado de produto hermitiano e o espaco vetorial complexo com o
produto interno é chamado de espago hermitiano. No caso do espago vetorial sore o real com produto interno é chamado
de espaco euclidiano.

Exercicios.

1. Mostre que z = z.

2. Mostre que z+w=2Z+wez -w=2-w.

3. Mostre que 2~ = 7. dica: use o fato de z - 2 = |2|2.

4. Mostre que Re(z) < |z| e Im(z) < |z|.
5. Mostre que z + zZ = 2Re(z) e z — Z = —i2Im(z).
6. Mostre que Vz € C,z € R <= 2z =72%.

Pela parte 2 acima, conjugagao dos ntimeros complexos € coerente com qualquer operagao composta de adicagao e
multiplicacdo. Em particular, A- B = A - B para matrizes complexas.

2 Algumas consideracgoes sobre o produto interno

No caso do produto interno complexo (produto hermitiano), vale {a, 8) = (8, ), em vez da comutatividade. Com isso,
temos que (o, cB) = ¢- («, 8) na qual a verifica¢do é deixado como exercicio.
Devido a estes fatos, requer cuidado especial na ordem que opera para obter resultados validos no caso complexo.

Por exemplo, a proje¢do ortogonal de a sobre S é dado por <a,5>ﬁ na qual a ordem é essencial para ter o —

(v, ﬁ)ﬁ 1 B (projegao ortogonal permite realizar ortonormalizacdo de Gramm-Schmith entre outros).



No espago C", o produto interno canodnico é definido como sendo ((z1,...,2n), (W1,...,Wy)) = 21 - W1 + -+ + 2, - Wp.
Note a conjugacao no segundo membro.

No caso do espago vetorial sobre niimeros complexos de dimensao finita, considere uma base 5. Usando a coordenada
do vetor nesta base, podemos definir o conjugado do vetor como sendo conjugado das suas coordenadas nesta base

(#1,"++ ,2n)p = (Z1,"** ,Zn). Note que o conjugado do vetor depende da base escolhida, mas vale {a, 8) = (@, 8), o que é
bastante util para trabalhar com espacos vetoriais sobre niimeros complexos.
O exemplo dos conjunto das fungdes continuas C(D,R) = {f : D — R continuas} com D compacto é bastante

importante na andlise linear e o produto interno canonico é definido como |, p f - g- Analogamente, produto hermitiano
(produto interno complexo) sobre C(D,C) = {f : D — C continuas} ¢ definido como [, f - §. Também podera substituir
D com conjunto aberto, desde que a condic¢do adicional de integrabilidade for adicionada. A anélise de Fourier estuda o
caso especial de proje¢do ortogonal da func¢io sobre um subespago especial, considerando este produto interno.

Outro ponto importante &, se tiver uma base B, sempre podemos definir um produto interno na qual B é ortonormal,
como sendo ((z1,...,%n), (Y1,---,Yn)) = X1 - Y1 + - + &n - Y que é o produto interno candnico associado a base B.
Com isso, construcoes que dependem da base e os que dependem do produto interno podem estar relacionados de alguma
forma. No entanto, o produto interno mais importante é aquele que é definido para medir algo de interesse. Tendo o
produto interno, toma uma base e através do processo de ortonormalizagdo de Gram-Schmith, obtém a base ortonormal.
Por exemplo, no caso de polindomios, o produto interno associado a base canoénica {1,¢,t2,3,...} ndo é muito interessante.

Assim, usamos o produto interno (p,q) = fa p(t)q(t)dt na qual mede diversos valores relacionados a fisica e a geometria,
e procuramos pela base ortonormal relativamente a ele (existem varios destas bases em uso).
Notagao matricial. No caso de ter o vetor na base ortonormal, podemos representar o produto interno na forma ma-

tricial («, 8) =[] - [a] onde [5] e [a] é a representacdo matricial dos vetores como matriz coluna na base dada. Note que,
dependendo da literatura, a representacdo matricial do vetor é feito pela matriz linha, o que requer cuidados. A repre-
sentacao matricial do produto interno é especialmente importante quando trabalha com produto interno e transformacgao
linear a0 mesmo tempo.

Exercicios.

1. Mostre que, se § é um vetor tal que (o, ) = 0 para todo « entdo § = 0. Usando este fato, mostre que se
{(a, B) = (o, ) entdo S = . Este resultado é bastante 1til quando trabalha com o produto interno.

2. Sabendo que o produto interno ¢é linear em relagdo ao primeiro vetor e («, 8) = (8, ), mostre que {(«, ¢8) = ¢- {a, B).

3. No espago vetorial complexo C™, o produto escalar candnico é definido como sendo ((z1,...,2n), (W1,...,wy)) =
21wl + -+ + 2z, - W,. Mostre que (a, 8) = (8, a).

4. A associagdo entre numeros complexos e o vetor do plano permite ver o espaco vetorial complexo C™ como sendo o
espaco vetorial real R?". Verifique que o produto escalar nio sdo iguais, mas a norma induzida por eles sdo iguais.

5. Mostre que se B for base ortonormal, entdo ((z1,...,2n), (Y1, Yn)) =21 - G1 + -+ + T, - Yn-

6. Uma transfonagdo linear T': V' — W onde V e W sdo espagos com produto interno, dizemos que T' é uma isometria,
se ||[Tal| = ||TB||. Mostre que T é isometria se, e somente se, (T'a, T3) = («a, 3). Mostre também que uma isometria
sobrejetiva T': V' — W é um isomorfismo.

3 Espaco vetorial de dimensao infinita

Defini¢gao 3.1. Um conjunto S C V onde V é espaco vetorial é dito L.I. se qualquer combinagao linear finita que
resulte no vetor nule é combinagdo trivial, isto &, para todo A C S tal que #A < oo (A é conjunto finito), tem-se que
Za,\/\zo — a) = 0 para todo A € A.
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De forma anéloga, combinacao linear também tem que ser finita.

Definigao 3.2. Dizemos que a € V é uma combinacao linear dos elementos de S quando « for combinacgao linear finita

dos elementos de S, isto ¢, se existe A C S tal que #A < oo (A é conjunto finito), tal que o = Z ax\=0com ay € F.
XEA

Assim, o espaco gerado pelo S C V é o conjunto das combinagoes lineares finitas dos elementos de V.

Como no caso de dimensao finita, uma base é o conjunto L.I. que gera o espago todo. é importante observar que,
mesmo no caso de dimensao infinita, podemos obter uma base estendida de um conjunto L.I. Logo. sempre terd uma base
(justifique).

Teorema 3.3 (base de Hamel). Seja S CV um conjunto L.I. Entdo eziste uma base obtida como extensio de S.



Pelo teorema acima, poderé usar a base mesmo na dimensao infinita, obtendo alguns resultados relacionados aos casos
de dimensao finita 9sempre lembrando que combinagao linear na algebra é combinagao finita).

Para provar este teorema, precisamos da Lema de Zorn e algumas técnicas especificas do teoria de conjuntos (trabalhar
com conjunto dos conjuntos). Apesar da prova nio costuma ser feito no nivel da disciplina de Algebra Linear 2, ser,
mostrado a seguir, para completar o assunto.

Lema 3.4 (Zorn). Seja X um conjunto parcialmente ordenado e nao vazio. Se todo subconjunto totalmente ordenado de
X tem um limitante superior em X, entdo X tem (pelo menos) um elemento mazimal.

Demonstrag¢do. Considere uma ordem de continéncia (A C B) em X ={z C V : 2 D S,z é¢ L.I.}. Para usar o Lema de
Zorm, precisard mostrar que todo subconjunto totalmente ordenado tem limitante superior. Seja § # Y C X totalmente
ordenado. Entao considere M = Uycyy entdo Vy € Y, C M e é obviamente M D S. Para que M seja limitante superior
de mY em X, basta que M seja L.I.

Considere o subconjunto finito A C M tal que Z axA = 0. Queremos mostrar que a) = 0 paratodo A € A. A C M,
A € yy para algum yy € Y. Assim, A C Uyea¥a- A(ET[(\)mo Y é totalmente ordenado e A é finito, A C Uyecayy = Yy para
algum y,. Como y, é L.I., temos que Z axA =0 = ay = 0 para todo A.
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Pelo Lema de Zorn, existe o elemento maximal de X. Seja B o elemento maximal, entao afirmamos que I3 é uma base.

Suponha por absurdo que B nao é uma base de V. Entao existe um vetor o € V que nao é uma combinagcao finita dos
elementos de B. Considere B’ = BU {a}. Entdo B’ é L.I. (prove) e B C B, contradizendo o fato de B ser maximal.
O

Observagao 3.5. Observe que muito das demonstracoes do caso infinito é tentar usar algum resultado do caso finito, por
combinacdo linear sempre ser finita.

No entanto, na anélise, frequéntemente usam uma formalizacdo que permite as combinacgoes lineares infinitas, desde
que esteja de acordo com um determinado critério de convergéncia pré estabelecido. Com isto, poderd obter uma base
enumeravel do espago das fungdes, mas os resultados relacionados nem sempre coincide com do caso de algebra (que s
permite combinacao finita).

Por isso, deve estar bem claro, se a combinacio linear sempre ¢é finita (Algebra) ou é permitido ter combinacao infinita
(Analise) e se a combinac¢ao infinita é permitida, qual serd o critério de convergéncia.

Por exemplo, na algebra, o espago gerado pela base B = {1,¢,t2,#3...} é o espago dos polinémios, mas dependento
do que esta trabalhando, a anélise pode considerar como espago das séries de poténcias. Devera estar atento para nao
misturar dlgebra linear com versao da andlise linear, o que requer tratamento diferenciado.

Exercicios.

1. Considere a defini¢do da dimensdo de V' como sendo o inteiro dim V' = max{#S5 : S C V, S é L.I} caso exista. Caso
nao existir, dizemos que V é de dimensao infinita. No caso de dim V' = n, mostre que

(a) Todo conjunto L.I. com n elementos gera o espago.
(b) Se um conjunto finito gera o espago, qualquer conjunto com mais elementos que ele, é L.D.

(¢) Conclua que o nimero de elementos num conjunto L.I. gerador do espago é a dimenséo.



