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Apresentacao

Por ser um resumo, muito enxuto, nao serd apresentado definicao ou explicagao detalhada,
sendo apenas um complemento do texto mais completo.

Funcao real de uma variavel

Apesar de ser topico do Célculo 1, faremos pequena revisao de diferencial e acréscimos, pois o
seu entendimento é importante para curvas e funcoes reais de varias variaveis.

f:R — R entao

Derivada: f'(z) mede a taxa de variacao de f em relagdo a variavel z que é o coeficiente
angular da reta tangente ao grafico de f. A derivada f'(a) é o coeficiente angular da reta que
melhor aproxima a fun¢ao no ponto.

Diferencial: df = f'(x)dx. A formalizacao correta do diferencial envolve campo de vetores,
o que nao é do nivel de calculo. Vamos usar o diferencial com a definicao acima, sem preocupar
com estudo tedrico do que é diferencial. O uso da diferencial permite resolver problemas
envolvendo mudanca d variaveis (como regra de cadeia e integragio) com facilidade.
Exemplos

) df = f'(x) que pode ser obtido imediatamente do df = f’(z)dz. Uma das aplicacoes é
a regra de cadeia. Dado (f°u)(z) temos que df = f'(u)du e du = u/(x)dx de modo que
df = f'(u)du = f'(u)u/(z)dx e consequentemente, (fu)'(x) = f(w)d(z).

Exemplo: Considerem f(z) = lnz e g(z) = cosx. Encontre (f 9)'(z) usando dife-
rencial. Primeira coisa a fazer é alterar a(s) letra(s) da(s) variavel(is) para que nao
seja usada mesmo simbolo para variaveis diferente (variaveis da f nao é mesmo da

g). Seja f(u) = Inu e g(x) = cosz. Como (f°¢g)(x) = f(g9(z)), u = g(x) = cosz

e du = ¢ (z)dr = —senxzdx. Assim, df = f'(u)du = Inudu = Inu(—senx)dr =
— Inusenxdx = — In(cos x)senzdz. Logo, % = — In(cos z)senz.

2. [ f(x)dx significa que x é a variavel a ser considerado na integracio. A mudanca de
varidvel na integracao é facilitado, se usar a notacao de diferencial. Por exemplo, em

2 . y . 2
[ e* zdz, considerando u = 2? temos que du = 2zdx de onde dz = 2. Assim, [ e” zdx =

u 12
[etade =1 [etdu=1L(e"+¢c)=5+5 = +D.

Acréscimo: Af(zg) = f'(zo)Axy onde Af(zo) = f(z) — f(z0) e Axg = x — xp. O acréscimo
fornece uma boa aproximacao de f(x) para z proximo de zy. Note a similaridade das formulas
de acréscimo e do diferencial. Para analisar como serd o erro desta aproximacao, requer o
estudo do Taylor de primeira ordem.

Exemplo: Encontrar uma aproximacio de /4.1 sem usar a calculadora. Considerando
f(z) = x, temos que V4.1 = f(4.1). Sendo f' diferenciavel, podemos usar o acréscimo.



Os pontos onde podemos obter valores de f sem a calculadora sao +1,+4,+9,4+16,... onde

perto de 4.1 seria 4. Sendo g = 4 e x = 4.1 temos f(xg) = f(4) = 2 e como f'(r) = 1=,
temos f'(zo) = f/(4) = . Assim, Azg =2 — 29 = 4.1 -4 = 0.1, Af(z0) = f(z) — f(zo
FA1)—f(4) = f(41)=2¢ f'(zo) = ['(4) = 1. Assim, Af(zg) = f'(20)Azo implica f(4.1)
Tx0.1=4elogo, f(4.1) =2+ & =5
Observacao: Teorema do valor médio. No caso de ter f continua no intervalo contendo a e
b, temos que f(b) — f(a) = f'(¢)(b — a) para algum c entre a e b. O teorema de valor médio
escrito como acréscimo é Af(zg) = f'(2)Axy com z entre zg e x. Esta igualdade é essencial

para estimativa do limitante de erros nas aproximacoes.

Curvas

f: R — R™dado por (x1,...,x,) = f(t) = (fi(t),..., fu(t)). Derivadas, diferencial e acrésci-
mos sao feitos, coordenada a coordenada.

Considerando que tem as derivadas, temos

Derivada: (x)(t),..., 2, (t)) = f'(t) = (fi(t),..., f1(t)) é o vetor tangente ao trago (ima-
gem) da curva. Derivada das coordenadas sao taxas de variacao das coordenadas. A derivada
é o vetor diretor da reta que melhor aproxima a curva no ponto.

Exemplo: Encontrar a reta tangente a curva o(t) = (t?,cost,sent) no ponto a(%). Sendo

o (t) = (2t, —sent, cost), temos que a(%) = (%2,(), 1) e o/(5) = (7, —1,0) no ponto em questao.

como o/(%) é vetor diretor da reta tangente e a(%) é o ponto da reta, temos a parametrizagio
o (%2,0,1) + A(m, —1,0).

Diferencial: (dxy,...,dz,) = df = (df1,...,df,). Diferencial simplifica o uso da a regra
de cadeia e integracao, como no caso anterior.

Exemoplo: Seja a(t) = (t%,cost,sent) e f(t) = te'. Encontre (a°f)'(t). Mudando de nome
das varidveis, temos «a(t) = (t?,cost,sent) e f(s) = se®. Como (a°f)(s) = a(f(s)), temos
que t = f(s) = se® de onde dt = (e® + se®)ds. Logo da = o/(t)dt = o/(t)(e® + se®)ds =
(2t, —sent, cost)(e® + se®)ds por ter o/(t) = (2t, —sent, cost). substituindo o valor de ¢, temos
do = (2se®, —sen(se*), cos(se®)) (e + se*)ds. Assim, (a°f)'(s) = 9 = (2s(e® + se*)e®, —(e* +
se®)sen(se®), (e* + se®) cos(se)).

Acrescimos: (Azy,...,Ax,) = Af = (fiAzy,..., flAz,). Encontre aproximagao de
a(1.5) para a(t) = (12, cost, sent) sem a calculadora. Os pontos onde podemos obter facilmente
os valores sdao para t = 6 + km, onde 0 = 0, ¢, 7, 5, Fonde o mais préximo é o = 5. Assim,
queremos determinar a(t) com ¢t = 1.5 a partir de ¢y = 7. Como o/(t) = (2t, —sent, cost), temos

que afty) = a(f) = (%2,0, 1), e /(3) = (m,—1,0). Logo, Aa(ty) = a(t) — alty) = a(1.5) —

(%2, 0,1), Aty = t—tg = 1.5—2 = £ colocando na formula do acréscimo Aa(ty) = o (tg)Aty,

2
temos a(1.5) — (%,0,1) = (1, —1,0) x 357, Assim, a(1.5) = (7,0,1) + (7, —1,0) x 357 =

6r—m2 w—3
( 4 2 71)
Observacgao: para trabalhar com a curva, podemos trabalhar coordenada a coordenada,

em vez de tratar vetorialmente. A resolucao serd essencialmente o mesmo.

Funcao real de varias variaveis
Considerando f : R™ — R com derivadas parciais continuas, temos

oz’ ) Oxp
Cada coordenada é a taxa de variacao nas coordenadas correspondentes. Gradiente é uma das
mais importantes para o estudo de funcoes de varias varidveis.

8$1 awn

caso da funcao f : R" — R, a regra de cadeia pode ser resolvida com o diferencial, sem precisar

Gradiente: Vf(xy,...,z,) = <ﬂ ﬁ) ¢ um vetor associado a taxa de variagao.

Derivada: f'(zy, - ,2,) = } Matriz usado para regra de cadeia geral. No



da forma matricial. A derivada é a parte linear da transformagao afins (soma de linear com o
constante) que melhor aproxima a fungio no ponto.

Com o uso da algebra linear, podemos provar que uma transformacao linear de R” — R
pode ser representado pelo vetor em vez da matriz. O gradiente é a representacao da derivada
(matriz linha) como vetor. Representando o vetor como matriz coluna, vale (i, ¥) = [¢]'[d] na
base candnica. Com isso, podemos substituir derivada por gradiente na expressoes e resultados
relacionados com as derivadas. A vantagem de usar gradiente em vez da derivada é poder
explorar as propriedades geométricas por gradiente ser um vetor.

E necesséario tomar cuidado com os textos estrangeiros, pois alguns paises adotam mesma
representacdo matricial que a nossa (sistema linear ¢ AX = b, vetor é matriz coluna e (@, ) =
[0][1]), mas outros paises podem adotam a representacao estilo americano (sistema linear é
X A = b, vetor ¢ matriz linha e (4, ) = [v][d]").

Diferencial: df = g—gldzc + -+ %dzn. Nao vamos preocupar do que ele é, pois envolve
algebra linear. Vamos usar como notacao.

Exemplos

1. Encontre a derivada de (f°g)(¢) no ponto t = 1, sabendo que f(x,y) = xy?, g(1) = (2, —3)
e g'(x) = (cosz,In(z+1)). Trocando o simbolo da variavel de g, temos ¢'(t) = (cost, In(t+
1)) e no ponto serd ¢'(1) = (cos 1,1n2). Temos df = ifdx + ifdy = y?dx + 2xydy e como

(f°q)(t) = f(g(t)), (z,y) = g(t) de onde dx = x'(1)dt = cos 1dt e dy = /(1) = In2dt no

ponto t = 1, temos df = y?cos 1dt + 2xyIn2dt em t = 1. Como g(1) = (2,-3), x = 2,

y = —3 neste ponto, o que fornece df = 9cos 1dt — 121n 2dt de onde (f°g)'(1) = %\tzl =

9cos1 —121In2.

2. Encontre V(f°g)(z,y) onde f(z) = tanz e g(z,y) = 2? + y?. Ajustando o simbolo da
varidvel de f temos f(u) = tanwu e g(z,y) = 2> + v f'(u) = (secu)? pela regra do
quociente, o que implica que df = (secu)?du. Como (f°g)(z,y) = f(g9(z,y)), temos
que u = g(x,y) e logo, du = dg = 8gd:c + 8galy substituindo da diferencial de df,

temos df = (secu)2(a—gdm + @dy) substituindo o valor de u = g(z,y) = 2> + y° e

% =2r e 8—2 = 2y temos df = (sec(z? + y?))*(2zdx + 2ydy) de onde V(f°g)(x,y) =

((sec(z? + y?))*2z, (sec(z? + y?))*2y).

3. Seja y(x) definido pela equagiao 2% + y> = 1. Obter ¢ em relagao a solugao (z,y) da

equacao. Aplicando diferencial em ambos os lados da equacao, temos 2xdz +2ydy = d1 =
0. Assim, 2ydy = —2zxdr = Z—z = _2—25” = y(z) = - bara y # 0. Mais geralmente,
podemos provar a formula da regra de derivacao implicita como segue. Seja y(x) definido
pela equacao f(z,y) = ¢. Calculando diferencial, temos 8f ’y) dx —|— af ’y LY dy = de = 0.

Assim, temos %z’y)dy = af “’ dz de modo que 5 dy = % para a 7é 0.

Acréscimos: Af = ;mf Azi+--+5 f ~ Az, Estima a variacdo da fungao em relacao a variavel.

Observe a similaridade com a dlferen(:lal. Caso a derivada parcial nao for continua, nao ha
garantia de que a aproximacao ¢ boa.
Exemplos

1. Estime o valor de 7°. Considerando que m = 3 e e = 3, considere f(z,y) = V. Temos
que Vf(z,y) = (yz¥~!, (Inz)z¥) (exercicio). Podemos calcular no ponto (g, y0) = (3, 3),
tendo os valores f(xo,yg) = 3% = 27, Vf(zo,90) = (3 x 3%,(In3)3%) = (27,27In3) de
onde 2 (xo,yg) =27,2 (xo,yo) =2TIn3, Axpg=x—2o=m—3eAyg=y—1y =3 —3.
Colocando na formula de acréscimos A f = gi Aw—l—af Ay, temos f(m,e)—f(3,3,) = 27(r—
3)+77(In3)(e—3) elogo, f(m,e) = 274+27(m— 3)+27(1n 3)(e—3) =27(m—2+(In3)(e—3)).
Obs.: Valor estima ¢ 22.4665 enquanto que 7¢ = 22.4592.



2. Encontre a aproximacao de z(1.1,2) onde z(x,y) é dado por z(1,1.5) = —-lez+y+ 2+
evTF 4 e2t32 = 35,

. ~ . L. , . . _1_9.2y+32
Usando a derivagao implicita através do diferencial, temos Vz(x,y, 2) = (—1, 113?3%) (exer-

cicio). O ponto onde conhece os valores de z é (1,1.5). Assim, temos Vz(1,1.5,—-1) =

(—1, ’11;326%0) = (-1, ’T?’) Usando o xg = 1,99 = 1.5,20 = z(x0,%) = —1 e (z,y) = (1.1,2) te-
mos Az =x—x9 = 0.1, Ay = y—yo = 0.5 e Vz(z0,v0, 20) = (— ,_73) (logo, g—;(xo,yo,zo) =—1

e g—;(xo, Yo, 20) = _T3) substituindo a formula de acréscimos acréscimo Az = 2o+ 2 Ax + g—sz,

0z

oz

temos Az = —Azr —3Ay =z —(—1) = -01-205=22=—-1—-0.1—-0.375 = —1.475 .
Observacao: Teorema do valor médio (essencial para anélise de erros de aproximacao) no

caso das funcoes de varias variaveis. Seja f cotinua no aberto contendo o segmento AB. Entdo

f(B) — f(A) = (Vf(C), B — A) para algum ponto C' no segmento AB. A forma similar ao do

acréscimo serda Af(Xo) = (Vf(Z), AXy) com Z no segmento XoX.



