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1 Apresentacao

Consideremos a funcao f : R” — R denominado de funcoes reais de varias variaveis. Em geral, muito
das propriedades no caso de n = 2 e n = 3 também valem para casos de n geral. No caso do Calculo,
costumamos concentrar o estudo para casos de n = 2 e n = 3 por poder ser visualizados facilmente,
mas esteja atentos de que nem tudo pode ser generalizado para R™. Por exemplo, o produto vetorial

s6 pode ser usado para R3.

2 Dominio no caso de f:R? - R

Apesar de requerer cuidados maiores que no caso de f : R — R, ainda podemos resolver com ajuda
gréfica.

Como exemplo, consideremos f(z,y) = /22 +y?> — 1. O dominio é Dom(f) = {(z,y) € R? :
22 4+ y? — 1 < 1}, o que nao é dificil de ver que é o interior do circulo de raio 1, inclusive o circulo,
o que ¢ feito no exemplo mais adiante. Vamos analisar com mais cuidado, enunciando resultados
necessarios para proceder no caso geral.

Apesar de ainda nao ter discutido aqui, supomos que ja sabemos o que seria continua no caso
de f : R" — R. Por exemplo, polindmios sempre ¢ continua, como no caso de f(z,y,z) = 2%y + z.
As funcgoes que sejam funcao continua de uma tnica variavel também é continua. Por exemplo,
f(z,y) = e* & continua. A soma, o produto e a composta (quando existe composta) da continua é
continua e quociente da continua é continua se denominador nao for nulo. Assim, ja temos muitos

exemplos das funcoes continuas.

Teorema 2.1. Seja g : R — R uma funcdo continua numa regido conexa por por caminhos D tal
que nao anula em nenhum dos pontos de D. Entao g nao muda de sinal em D.

Corolario 2.2. Seja g : R — R uma funcao continua em D tal que nao anula em nenhum ponto.
Entao g(77,...,T,) > ¢ para algum ponto (T1,...,T,) € D se, e somente se, g(x1,...,x,) > ¢ para
todo ponto (xq,...,x,) € D.

Isto pode ser usado para critério de obter regiao determinada pela inequacao.

Consideremos g : R" — R e uma inequagao g(xi,...,z,) > c. As “superficies de nivel”
g(x1,...,2,) = ¢ e o conjunto dos pontos de descontinuidades dividem o dominio em varias re-
gioes conexas. Sejam D);, estas regides. Para cada ponto P; no interior da regidao D;, testamos a
condicao. Se P; satisfaz a desigualdade, entdo todo ponto de D; satisfaz a condicao e vice-versa.
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Figura 1: Disco fechado 22 + y? < 1
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Figura 2: Disco aberto 22 + 3% < 1

Observagao 2.3. E possivel construir uma funcao que o procedimento acima falha por nao dividir
em um nimero finito de regides conexas. Note também que o procedimento acima é usado mesmo
nas funcoes de uma variavel, como no caso de anélise de teste das derivadas, apesar do dominio

costumam ser resolvidos pelas operacoes sobre intervalos.

Exemplo 2.4. No caso do 2% + y? < 1, observemos que 22 4+ y? = 1 é um circulo que divide o plano
em duas regices e f(z,y) = 22 + y? é continua.

Note que (0,0) estd na regiao limitada (interior do circulo). Temos 0% + 0? < 1 de forma que
todos pontos da regido interior satisfaz a condi¢dao. Agora, tomemos (2,1) que obviamente esta no
lado de fora. Como 2% + 02 = 4 > 1, ele nao satisfaz a desigualdade e todo ponto do lado de fora do
circulo nao satisfaz a desigualdade. Como inequacao é 22 4 y? < 1, seria lado de dentro e o proprio

circulo (veja Figura 1).

Quando o contorno faz parte (desigualdade nao restrita como em z* + y? < 1), dizemos que a
regido é fechado e usamos os tragos solidos (continuos) para o contorno (veja Figura 1). Quando o
contorno nio faz parte (desigualdade restrita como em z? + y* < 1), usamos o contorno pontilhado
(veja Figura 2). Quando uma parte da fronteira da regido é aberta e outra parte é fechada, a regiao
nao é aberta, nem fechada.

Nos podemos verificar facilmente que

1. Se f: R — R ¢ continua, entdo {(z,y) € R* : y < f(z)} é o lado de baixo do grafico de f.
Também temos que {(z,y) € R? : y > f(x)} é lado de cima do grafico de f.

2. Se g : R — R ¢é continua, entdo {(z,y) € R* : x < g(y)} é o lado esquerdo do grifico de g
(graficode g é {(z,y) : * = g(y)} que é “invertido”. Também temos que {(z,y) € R* : x > f(y)}
é lado direito de g.
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Figura 4: Disco fechado com a parte de cima da parabola e o dominio

3. No caso da elipse e hipérbole (‘”;‘;1)2 L)’ e 4 <(m_61)2 - (y_02)2> < 1 é a regiao que

b2 a? b2

contém o centro (verifique como exercicio).

Devido ao caso do grafico das fun¢oes e pelas conicas nao degeneradas, tende a pensar que g(x1, ..., 2,) <
¢ sempre é um dos lados da hiper super superficie (chamado de hiper superficie por poder ter dimen-
sdo maior que dois no caso geral) g(xy,...,2,) = ¢ quando g é continua. Isto é verdade quando o
gradiente (que nao vimos ainda) nao for nulo sobre a hiper superficie. Nao é dificil criar exemplos
que ambos lados ou nenhum dos lados satisfaz a condicao. Portanto, quando nao tem informacao
suficiente, sempre devemos testar regiao por regiao.

Exemplo 2.5. f(z,y) = /22 + 3% — 1In(y — 2%). Temos que o dominio deve satisfazer z? + y* < 1
e y > z* (exercicio). Assim, o dominio ¢ a regiao comum entre lado de dentro do circulo de raio 1 e
lado de cima da parabola (veja Figura 3).

Desenhando duas regides sobrepostas, podemos determinar a regiao que satisfaz ambas desi-
gualdades (veja Figura 4). Observe que esta hachurada na diregdo distinta. A parte duplamente
hachurada ¢ o dominio.

Para trabalhar com funcao sobre o dominio tal como encontrar maximos e minimos ou efetuar
integrais, é necessario obter as coordenadas das “quinas” do dominio que no caso do exemplo sao as

interseccoes do circulo com a parabola. Como exercicio, encontre estes pontos.

3 Funcao real de mais de duas variaveis

No caso das funcoes de trés variaveis, a regiao fica no espaco, o que dificulta o trabalho. Os exemplos

do calculo costumam usar quadricas e planos para estudos de exemplos com trés variaveis. No caso



da funcao com mais de trés varidveis, é necessario trabalhar com as equacoes e inequacoes sem ter
figuras exatas. Neste caso, faz um desenho esquematico para saber que tipo de calculos necessarios.
Note que o problema pratico costuma ter qualquer nimero de variaveis.



