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1 Apresentação

Neste texto, trataremos rapidamente sobre funções elementares. O texto não é material completo
do assunto, mas é somente uma nota adicional para disciplinas relacionados ao Cálculo (ou que
usem os conceitos do Cálculo).

2 Introdução

Alguns conceitos e notações usados neste texto.

2.1 Notação in�nitesimal

Usaremos a notação, f(a+) = lim
x→a+

f(x) e f(a−) = lim
x→a−

f(x) enquanto que o valor no ponto a é

f(a).
Da mesma forma, f(∞) = lim

x→∞
f(x) e f(−∞) = lim

x→−∞
f(x).

Espera-se que já tenha familiaridade com conceitos e notações básicos da aritmética in�nitesi-
mal.

2.2 Função par e ímpar

Note que uma função par é quando f(−x) = f(x) e é impar quando f(−x) = −f(x).
As funções par e impar satisfazem:

• Soma das funções pares é uma função par.

• Soma das funções impares é uma função impar.

• Produto das funções pares é uma função par.

• Produto de duas funções impar é uma função ímpar.

• Toda função pode ser escrita de forma única como sendo a soma de uma função par com
uma função ímpar. Mais especi�camente, f(x) = fP (x) + fI(x) onde a parte par é fP (x) =
f(x)+f(−x)

2
e a parte ímpar é fI(x) =

f(x)−f(−x)
2

.

• Se f é uma função par e é integrável no intervalo [−L,L] então
∫ L
−L f(x)dx = 2

∫ L
0
f(x)dx.
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f(x) = cosh(x)

Figura 1: A função f(x) = senh(x) (ímpar) e f(x) = cosh(x) (par)

• Se f é uma função ímpar e é integrável no intervalo [−L,L] então
∫ L
−L f(x)dx = 0.

No caso de ex, a parte par é coshx =
ex + e−x

2
e a parte ímpar é senhx =

ex − e−x

2
. Para saber

quem é coshx ou senhx, veja o valor no ponto 0 (sen0 = 0 e cos 0 = 1) ou pela paridade (sen(−x) =
−senx e cos(−x) = cos x) (veja a Figura 1).

2.3 Raiz do polinômio e zeros da função

Dado um polinômio, o número (ou ponto) que anula o polinômio é denominado de raiz do polinô-
mio. No caso da função não polinomial, o valor que anula a função é denominamos de zero da
função para distinguir a sua natureza.

Algumas das raízes e zeros das funções importantes são:

• n
√
a é a raiz positiva do polinômio p(x) = xn − a.

• π ∼= 3.1416 é o menor zero positivo da função senx

• e ∼= 7183 é o zero da função lnx− 1

• i =
√
−1 é uma raiz do polinômio p(x) = x2 + 1 (no estudo da eletrônica, costuma usar j

em vez do i para distinguir da corrente elétrica).

• O número de ouro φ = 1+
√
5

2
∼= 1.6180 é a raiz positiva do polinômio p(x) = (2x− 1)2 − 5

3 Funções elementares

As funções elementares básicos são: as funções constantes, funções coordenadas, potenciação e
radiciação inteira, trigonométrica, trigonométrica inversa, função exponencial e logarítmica. Uma
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x

y f(x) = ax+ b

Figura 2: A função a�ns

função é denominada de elementar quando pode ser obtido pela combinação através das 4 operações
fundamentais (adição, subtração, multiplicação e divisão) e composição das funções elementares
básicas.

As funções elementares são bastante estudadas e é conhecido muito das suas propriedades.
Quando um problema envolve uma função real, costumamos procurar expressões em termos das
funções elementares para poder aplicar resultados conhecidos, juntamente com as técnicas de
Cálculo. Quando uma função não é elementar, ainda podemos obter uma aproximação pela função
elementar, o que costuma ser tratado no cálculo numérico e análise numérica.

3.1 Funções constantes (básica)

É uma função cuja o resultado não depende da variável. Ela tem a forma F (x1, . . . , xn) = c onde
c é um constante.

Em uma variável, o grá�co da função constante é uma reta horizontal na altura c.
A derivada é sempre nula e no caso de uma variável,

∫
kdx = kx+ c.

3.2 As funções coordenadas (básica)

São as funções que extraem as coordenadas, de�nidas como sendo πi(x1, . . . , xn) = xi para cada i.
No caso das funções de uma variável, seria a função identidade.

A partir das funções constantes e funções coordenadas, podemos construir algumas das funções
elementares importantes:

• Funções lineares: É uma combinação linear das variáveis (a soma cuja termo são múltiplo das
variáveis). A função linear tem a forma F (x1, . . . , xn) = a1x1+ · · ·+anxn com an constantes.
Para uso prático, as funções lineares costumam ser tratados como as funções elementares
básicos.

• Funções lineares a�ns: Função linear somado pela função constante e tem a forma F (x1, . . . , xn) =
a1x1 + · · · + anxn + c com an e c constantes. No caso de uma variável, o grá�co da função
a�ns é uma reta. Reciprocamente, toda reta que não seja a reta vertical, é o grá�co de uma
função a�ns. No caso de duas variáveis, o grá�co da função a�ns será um plano. Recipro-
camente, todo todo plano que não seja os planos verticais são grá�cos de uma função a�ns
(veja Figura 2).
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f(x) = x2n
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Figura 3: A função f(x) = x2n e f(x) = x2n+1

3.3 Potências inteiras (composição)

É a função elementar do tipo y(x) = xn com n inteira (veja Figura 3). Apesar da potenciação
inteira ser obtida pelas repetições dos produtos da função elementar básica y(x) = x, precisaremos
entender melhor as suas propriedades por ser a base de estudo para os polinômios e as funções
racionais.

Convencionando que 00 = 1, temos que x0 = 1.
Para n positivo

O domínio é toda reta.
A imagem é todo número não negativo para n par e toda reta para n impar.
Valores e limites nos pontos básicos: y(0) = 0, y(∞) =∞. Temos ainda que y(−∞) =∞ para

n par e y(−∞) = −∞ para n impar.
A função potências será par para n par e ímpar para n ímpar.
Para n negativo

Note que x−n = 1
xn
, tendo descontinuidade na origem (Veja Figura 4).

O domínio é reta menos a origem e a imagem também é toda reta menos a origem.
Os valores e limites nos pontos básicos: y(0+) =∞ e y(∞) =∞. Temos ainda que y(0−) =∞

e y(−∞) = 0+ para n par e y(0−) = −∞ e y(−∞) = 0− para n impar.
Assintota vertical em x = 0 e assintota horizontal em y = 0.
Derivadas e integrais:
(xn)′ = nxn−1 para n 6= 0.∫
xndx = xn+1

n+1
+ c para n 6= −1 e

∫
1
x
dx = lnx+ c.

Outra propriedade: xn é uma função par para n par e é uma função impar para n impar.

3.4 Radiciação (básica)

A função inversa da potenciação inteira é uma função radiciação inteira que tem a forma y(x) = n
√
x

(veja Figura 5). Alguma das propriedades importantes são:
Domínio: números não negativos para n par e toda reta para n impar.
Imagem: números não negativos para n par e toda reta para n impar.
Valores nos pontos básicos: y(0) = 0 e y(∞) =∞. Para n ímpar, tem-se y(−∞) = −∞.
Escrevendo n

√
x = x1/n, a derivada e integral pode ser obtido pela regra da potência (xu)′ =

uxu−1.
Nota: a regra da derivada e da integral para potência valem para potências reais, não neces-

sariamente inteira ou fracionária.
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Figura 4: A função f(x) = 1
x2n

e f(x) = 1
x2n+1
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f(x) = 2n

√
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f(x) = 2n+1
√
x

Figura 5: A função f(x) = 2n
√
x e f(x) = 2n+1

√
x
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3.5 Polinômios (composição)

Um polinômio e a combinação linear das potências das variáveis (a soma dos múltiplos das potências
das suas coordenadas) que costuma ser escrito como pn(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n.
No caso de uma variável, a maior potência é denominada de grau do polinômio. Caso de várias

variáveis, o maior soma das potências das variáveis de um fator será o grau. O grau do polinômio
nulo é considerado como grau 0.

Note que as funções constantes, identidade, linear, linear a�ns e potências são casos particulares
dos polinômios.

Apesar do domínio ser toda reta e ser fácil de calcular o seu valor, obter propriedades relaci-
onados como comportamento dos grá�cos, raízes, etc são complicados para o caso geral, exceto
para os polinômios de grau baixo.

Temos que pn(∞) =

{
∞ , se an > 0

−∞ , se an < 0
. No caso de n ser par, temos que pn(−∞) ={

∞ , se an > 0

−∞ , se an < 0
e no caso de n ser ímpar, temos que pn(−∞) =

{
−∞ , se an > 0

∞ , se an < 0
.

A inversa e a função algébrica: A função inversa nem sempre existe, mas poderá de�nir
um �ramo� da inversa, escolhendo uma das raízes da equação polinomial p(x) = y para cada y
(por exemplo, o menor das soluções). A função de�nida pela equação polinomial é denominada de
funções algébricas.

3.6 Funções algébricas (nem todas são elementares)

As funções que podem ser de�nidas pelas relações algébricas (sistema de equações polinomiais)
são denominados de funções algébricas.

Alguns exemplos das funções algébricas são:

• Funções racionais (função elementar): Ela é um quociente de dois polinômios. Note que
y = p(x)

q(x)
então (x, y) é a solução da equação polinomial yq(x) = p(x) em duas variáveis

(relação algébrica).

• Radiciação inteira (função elementar): y = n
√
x se yn = x que é determinado pela equação

polinomial em duas variáveis

• Dado um polinômio p(x), podemos de�nir f(y) como sendo uma das soluções da equação
polinomial p(x) = y para cada y (por exemplo, o menor das soluções). A função deste tipo
nem sempre é uma função elementar.

3.7 Funções hiperbólicas (combinação)

Uma das funções racionais que tem a forma y(x) = a
bx+c

é denominada de função hiperbólica
por grá�co ser uma hipérbole rotacionada. Por exemplo, o grá�co de y(x) = 1

x
é uma hipérbole

u2

2
− v2

2
= 1 rotacionado pelo ângulo de 90◦ (veja Figura 4).

Note que nem toda hipérbole é um grá�co da função hiperbólica rotacionada (�tem mais hi-
pérbole que a função hiperbólica�).
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4 Funções transcendentais elementares

O termo �algébrico� signi�ca que pode ser descrito em termos de 4 operações fundamentais (lem-
brando que potências inteiras é um produto repetido). As funções ou números que não podem ser
descritos através de relações com 4 operações fundamentais são ditos transcendentais e costumam
requerer uma análise in�nitesimal (limites) para o seu estudo.

Uma função que não podem ser obtidos pelas composições das funções algébricas são denomi-
nadas de funções transcendentais. As funções trigonométricas, exponenciais e logarítmicas são os
transcendentais mais importantes.

4.1 Funções exponenciais e logaritmos naturais

A função ex possui toda propriedade de exponencial, mas a propriedade fundamental é (ex)′ = ex.
Devido a esta propriedade, função exponencial e sua inversa (logaritmo natural) costumam aparecer
no estudo de diversos problemas matemáticos.

Algumas das propriedades das funções exponenciais são:

• É uma exponencial: ex pode ser visto como e ∼= 2.72 elevado a potência x. Assim, as
propriedades de exponencial com base maior que 1, são válidos para função exponencial, tais
como e0 = 1, e∞ =∞, e−∞ = 0+, e−x = 1

ex
, ex+y = exey, (ex)y = exy.

• É contínua, sempre positiva e crescente (logo, nunca anula) .

• Domínio é toda reta, imagem é reais positivos e possui assintota horizontal em y = 0.

• Cresce mais rapidamente que qualquer potenciação ( lim
x→∞

xn

ex
= 0).

Por ser sempre crescente, existe a função inversa. A função inversa é denominada de logaritmo
natural ou logaritmo neperiano, denotado por lnx (em alguns textos, aparecem como log x). Como
ex é uma exponenciação, lnx é um logaritmo e apresenta todas as propriedades dos logaritmos.
Além disso, temos que (lnx)′ = 1

x
. As propriedades da exponenciação e logaritmos permite resolver

problemas envolvendo exponenciação através da multiplicação e divisão. Por esta razão, o John
Napier (1550 - 1617) começou a construir a primeira tabela de logaritmos que serviria como uma
�calculadora�. As tabelas logarítmicas eram essenciais para calcular rapidamente as potenciações
e radiciações, usadas até a década de 1980, quando as calculadoras eletrônicas começaram a ser
popularizadas.

Alguma das propriedades importantes:
lnx é um logaritmo com base maior que 1. Assim, valem as propriedades tais como ln 1 = 0,

ln 0+ = −∞, ln∞ =∞, ln(ab) = ln a+ ln b, ln(a/b) = ln a− ln b, ln ar = r ln a, etc.
Usando a mudança de base para logaritmos logx y = loga y

loga x
, temos que loga x = lnx

ln a
, o que

resolverá problemas envolvendo logaritmos com a base genérica.
O domínio do logaritmo natural é a parte positiva dos números reais e tem assintota vertical

para x = 0.
Para resolver problemas de funções que envolvem exponenciação, costuma usar a identidade

ab = eln(a
b) = eb ln a que valem para todo a > 0.

Exemplo 4.1. Para a > 0, temos que (ax)′ =
(
eln(a

x)
)′

=
(
ex ln a

)′
= ex ln a · ln a = ax ln a.
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f(x) = ex
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f(x) = ln x

Figura 6: A função f(x) = ex e f(x) = ln x
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P = (x, y)

x

y

θ

Figura 7: Círculo Trigonométrico: x = cos θ e y = senθ

lim
x→0

xx = lim
x→0

eln(x
x) = lim

x→0
ex lnx. Como lim

x→0
x lnx = 0 · (−∞) =

−∞
1/0

, usando a regra de L'Hopital

em lim
x→0

x lnx = lim
x→0

lnx

1/x
, temos lim

x→0

lnx

1/x
= lim

x→0

1/x

−1/x2
= lim

x→0

−1
1/x

= lim
x→0
−x = 0. substituindo na

expressão original, temos lim
x→0

xx = lim
x→0

ex lnx = e0.

4.2 Funções trigonométricas

As funções trigonométricas e trigonométricas inversas também constituem as funções elementares,
embora trigonométricas inversas requerem os números complexos para o estudo mais detalhado.
As funções básicas trigonométricos são seno e cosseno e suas propriedades elementares são repre-
sentados pelos círculos trigonométricos. Usando também a identidade fundamental e fórmulas das
somas de ângulos, poderemos deduzir a maioria das relações trigonométricas essenciais.

Pelo círculo trigonométrico (veja Figura 7), podemos observar algumas informações elementares
tais como cosseno e seno para alguns ângulos, sua periodicidade e o fato de ter cos(−θ) = cos θ
(função par) e sen(−θ) = −senθ (função ímpar). Funções seno e cosseno são periódicos de período
2π, tem in�nitos zeros e tem o mínimo igual a −1 e o máximo igual a 1 (veja Figura 8). Além
disso, não tem limites nos in�nitos.
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f(x) = sen(x)
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f(x) = cos(x)1
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Figura 8: A função f(x) = senx e f(x) = cos x

A identidade trigonométrica é cos2 θ + sen2θ = 1.

Exemplo 4.2. A relação entre tangente e secante é uma consequência da identidade fundamental:
1 + tan2 θ = 1 + sen2θ

cos2 θ
= cos2 θ+sen2θ

cos2 θ
= 1

cos2 θ
= sec2 θ.

As fórmulas da soma e da diferença dos ângulos são{
sen(α± β) = senα cos β ± cosαsenβ

cos(α± β) = cosα cos β ∓ senαsenβ

Usando a identidade fundamental e a soma/diferença dos ângulos, podemos obter facilmente a
maioria das fórmulas trigonométricas necessárias para o cálculo.

Exemplo 4.3. cos(θ + π
2
) = cos θ cos π

2
− senθsenπ

2
= −senθ.

Exemplo 4.4. Obter cos2 θ em termos de seno ou cosseno. Para ter cos2 θ, deverá usar α = β = θ
na equação da soma de ângulos do cosseno.

cos(θ + θ) = cos θ cos θ − senθsenθ = cos2 θ − sen2θ = cos2 θ − (1− cos2 θ) = 2 cos2 θ − 1

Assim, temos cos(2θ) = 2 cos2 θ − 1 =⇒ 2 cos2 θ = 1 + cos(2θ) =⇒ cos2 θ = 1+cos(2θ)
2

.

Exemplo 4.5. Escrever cos θsenθ em termo de cosseno.
Observando que este produto aparece na soma de ângulos do seno quando α = β = θ, temos
sen(θ + θ) = senθ cos θ + cos θsenθ = 2 cos θsenθ, o que implica que cos θsenθ = sen(2θ)

2
. Somar

90◦ converte seno em cosseno e cosseno em seno. Como cos(θ + π
2
) = −senθ, temos que sen(2θ) =

− cos(2θ + π
2
). Logo, temos que cos θsenθ = cos(2θ + π

2
).

tangente e secante Para o tangente, traçaremos uma reta tangente ao círculo por Q = (1, 0),
formando um triângulo retângulo OQR semelhante ao 4OP ′P . A medida do segmento QR de-
terminado sobre a reta tangente é denominado de tangente do ângulo, enquanto que a medida do
segmento OR determinado sobre a reta secante é denominado de secante do ângulo (Figura 9).

É imediato que sec2 θ = 1 + tan2 θ por 4OQR ser retângulo. Agora, usando a semelhança
de triângulos entre 4OP ′P e 4OQR, podemos deduzir facilmente que senθ

cos θ
= tan θ

1
= tan θ e

1
cos θ

= sec θ
1

= sec θ.
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Figura 9: tangente e secante

Um pouco sobre o arco tangente Para completar a função elementar, as funções trigonomé-
tricas inversas também costumam ser usadas. O estudo completo delas requer o uso dos números
complexos. Veremos o caso de usar somente os números reais.

Uma das funções trigonométricas inversas mais importantes tanto pelo ponto de vista teórica
como computacional é o arco tangente (veja Figura 10).

Alguma das propriedades importantes são:

• A função arco tangente é uma função ímpar, monótona e crescente cuja domínio é toda
reta e a imagem é (−π

2
, π
2
). Tem assintotas horizontais em y = ±π

2
(tangente tem assintotas

verticais em x = π
2
+ kπ).

• arctan′(x) = 1
1+x2

A primeira propriedade é ser uma aplicação bijetiva diferenciável da reta no intervalo aberto. Além
disso, arco tangente será um difeomor�smo. Tais propriedades são importantes tanto para obter
exemplos teóricos como implementações de certos algoritmos computacionais (por exemplo, em
redes neurais).

A derivada do arco tangente permite resolver algumas integrais das funções racionais, assim
como permite obter expressões do arco tangente em séries de potências. Arco tangente juntamente
com o análise de sinal das coordenadas, é possível determinar o ângulo formado entre dois segmentos
de mesma origem.

5 Observações �nais

Nem todas antiderivadas (integrais inde�nidas) das funções elementares são funções elementares.
Um dos exemplos é o

∫
e−

1
x2 dx que fornece a distribuição normal de Gauss.

Nem toda inversa da função elementar são elementares. Um exemplo é a inversa de certos
polinômios de grau 5.
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Figura 10: A função f(x) = tan x e f(x) = arctan x
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