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1 Apresentacao

Neste texto, trataremos rapidamente sobre funcoes elementares. O texto nao é material completo
do assunto, mas é somente uma nota adicional para disciplinas relacionados ao Calculo (ou que
usem os conceitos do Calculo).

2 Introducao

Alguns conceitos e notacoes usados neste texto.

2.1 Notacao infinitesimal

Usaremos a notagao, f(a®) = lim, f(z) e f(a™) = lim f(x) enquanto que o valor no ponto a &
Tr—a

f(a). o

Da mesma forma, f(co) = ILm f(x)e f(—o0) = EIP f(x).

Espera-se que ja tenha familiaridade com conceitos e notacoes basicos da aritmética infinitesi-
mal.
2.2 Funcao par e impar

Note que uma funcao par é quando f(—x) = f(x) e é impar quando f(—z) = — f(x).
As funcoes par e impar satisfazem:

e Soma das funcoes pares é uma funcao par.

e Soma das funcdes impares é uma fungao impar.

e Produto das fungoes pares é uma funcao par.

e Produto de duas fungoes impar é uma funcao impar.

e Toda funcao pode ser escrita de forma tnica como sendo a soma de uma funcao par com

uma func¢ao fmpar. Mais especificamente, f(z) = fp(x) + fi(x) onde a parte par é fp(x) =

—f(x)+2f(_m) e a parte impar é f;(z) = —f(x)_zf(_m).

e Se f é uma fungdo par e é integravel no intervalo [—L, L] entdo f_LL f(z)dz =2 fOL f(z)dz.



f(x) = senh(z)

Y f(x) = cosh()

T

Figura 1: A funcao f(z) = senh(z) (impar) e f(x) = cosh(z) (par)

e Se f é uma fungao impar e é integravel no intervalo [—L, L] entao f_LL f(z)dx = 0.
. er + e % ) ; et — et
No caso de e*, a parte par é coshx = — e a parte impar ¢ senhr = ————. Para saber

quem ¢é cosh z ou senhz, veja o valor no ponto 0 (sen0 = 0 e cos 0 = 1) ou pela paridade (sen(—z) =
—senz e cos(—x) = cosx) (veja a Figura 1).

2.3 Raiz do polinémio e zeros da funcao

Dado um polindémio, o nimero (ou ponto) que anula o polindmio é denominado de raiz do polino-
mio. No caso da funcao nao polinomial, o valor que anula a funcdo é denominamos de zero da
funcao para distinguir a sua natureza.

Algumas das raizes e zeros das fungoes importantes sao:

e /a é a raiz positiva do polinémio p(z) = 2" — a.
e 7 = 3.1416 é o menor zero positivo da funcao senz
e ¢ >~ 7183 é o zero da funcao Inx — 1

e i = /—1 ¢ uma raiz do polinomio p(x) = z* + 1 (no estudo da eletronica, costuma usar j
em vez do ¢ para distinguir da corrente elétrica).

e O nimero de ouro ¢ = %5 =~ 1.6180 ¢ a raiz positiva do polinémio p(z) = (22 —1)*> -5

3 Funcoes elementares

As funcoes elementares basicos sao: as fungoes constantes, func¢ées coordenadas, potenciacao e
radiciacao inteira, trigonométrica, trigonométrica inversa, funcao exponencial e logaritmica. Uma



y f(z)=ax+0b

Figura 2: A funcao afins

funcao é denominada de elementar quando pode ser obtido pela combinacao através das 4 operacoes
fundamentais (adigao, subtracao, multiplicagdo e divisao) e composi¢ao das fungdes elementares
béasicas.

As funcoes elementares sao bastante estudadas e é conhecido muito das suas propriedades.
Quando um problema envolve uma funcao real, costumamos procurar expressoes em termos das
funcoes elementares para poder aplicar resultados conhecidos, juntamente com as técnicas de
Calculo. Quando uma fungao nao é elementar, ainda podemos obter uma aproximacao pela fungao
elementar, o que costuma ser tratado no calculo numérico e anélise numeérica.

3.1 Funcgoes constantes (béasica)

E uma funcio cuja o resultado ndo depende da variavel. Ela tem a forma F(z1,...,x,) = c onde
c é um constante.

Em uma variavel, o grafico da fun¢ao constante ¢ uma reta horizontal na altura c.

A derivada é sempre nula e no caso de uma variavel, [ kdx = kx + c.

3.2 As fungoes coordenadas (béasica)

Sao as funcoes que extraem as coordenadas, definidas como sendo m;(xy, ..., x,) = z; para cada i.
No caso das funcoes de uma variavel, seria a funcao identidade.

A partir das fungoes constantes e fungoes coordenadas, podemos construir algumas das funcoes
elementares importantes:

e Funcoes lineares: E uma combinacio linear das variaveis (a soma cuja termo sdo miultiplo das
variaveis). A fungao linear tem a forma F(xy,...,z,) = a;x1 +- - -+ a,x, com a, constantes.
Para uso pratico, as funcoes lineares costumam ser tratados como as funcoes elementares
béasicos.

e Funcoes lineares afins: Fungao linear somado pela fungdo constante e tem a forma F'(zq,...,x,) =
a1ry + -+ + a,r, + c com a, e c constantes. No caso de uma variavel, o grafico da funcao
afins ¢ uma reta. Reciprocamente, toda reta que nao seja a reta vertical, é o grafico de uma
funcao afins. No caso de duas variaveis, o grafico da fungao afins serd um plano. Recipro-
camente, todo todo plano que nao seja os planos verticais sao graficos de uma fung¢ao afins
(veja Figura 2).



Y f(l') — p2n+l

Figura 3: A funcao f(z) = 2*" e f(z) = 2*"*!

3.3 Poténcias inteiras (composi¢ao)

E a funcdo elementar do tipo y(x) = 2™ com n inteira (veja Figura 3). Apesar da potenciacio
inteira ser obtida pelas repeti¢oes dos produtos da fungao elementar bésica y(z) = x, precisaremos
entender melhor as suas propriedades por ser a base de estudo para os polindémios e as funcgoes
racionais.

Convencionando que 0° = 1, temos que 2° = 1.

Para n positivo

O dominio ¢ toda reta.

A imagem é todo nimero nao negativo para n par e toda reta para n impar.

Valores e limites nos pontos béasicos: y(0) = 0, y(co) = co. Temos ainda que y(—oo0) = oo para
n par e y(—o0) = —oo para n impar.

A funcao poténcias serd par para n par e impar para n impar.

Para n negativo

Note que 7™ = -, tendo descontinuidade na origem (Veja Figura 4).

O dominio é reta menos a origem e a imagem também é toda reta menos a origem.

Os valores e limites nos pontos basicos: y(07) = oo e y(o0) = oo. Temos ainda que y(07) = 0o
e y(—oo) = 01 para n par e y(0~) = —oc0 e y(—o0) = 0~ para n impar.

Assintota vertical em x = 0 e assintota horizontal em y = 0.

Derivadas e integrais:

(z™) = na"! para n # 0.

[ ardx = f:“ +cparan# —le [1der=Inz+c

1
Outra propriedade: 2" é uma funcao par para n par e ¢ uma funcao impar para n impar.

3.4 Radiciagao (béasica)

A fungao inversa da potenciagao inteira ¢ uma fungao radicia¢ao inteira que tem a forma y(x) = {/x
(veja Figura 5). Alguma das propriedades importantes sdo:

Dominio: ntimeros nao negativos para n par e toda reta para n impar.

Imagem: nimeros nao negativos para n par e toda reta para n impar.

Valores nos pontos basicos: y(0) =0 e y(co) = co. Para n impar, tem-se y(—o0) = —oc.
Escrevendo {/z = 2!/, a derivada e integral pode ser obtido pela regra da poténcia (z*) =

Ul’u_l

Nota: a regra da derivada e da integral para poténcia valem para poténcias reais, nao neces-
sariamente inteira ou fracionéria.
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Figura 4: A funcio f(z) = = e f(2) = =1

flo) = =z

Figura 5: A fungao f(z) = ¥/z e f(z) = >/



3.5 Polindmios (composigao)

Um polinémio e a combinagao linear das poténcias das variaveis (a soma dos miltiplos das poténcias
das suas coordenadas) que costuma ser escrito como p,(x) = ag + a1z + - - - + a,x™.

No caso de uma variavel, a maior poténcia é denominada de grau do polinémio. Caso de vérias
varidveis, o maior soma das poténcias das variaveis de um fator serd o grau. O grau do polinémio
nulo é considerado como grau 0.

Note que as funcoes constantes, identidade, linear, linear afins e poténcias sao casos particulares
dos polinémios.

Apesar do dominio ser toda reta e ser facil de calcular o seu valor, obter propriedades relaci-
onados como comportamento dos graficos, raizes, etc sao complicados para o caso geral, exceto
para os polinébmios de grau baixo.

%9 ,8e ap, >0

Temos que p,(c0) = . No caso de n ser par, temos que p,(—o0) =
—00 ,sea, <0

o0 , se a, >0 -0 ,seap, >0

-0 ,sea, <0 00 ,sean<0'
A inversa e a fungao algébrica: A funcao inversa nem sempre existe, mas podera definir
um “ramo” da inversa, escolhendo uma das raizes da equagao polinomial p(z) = y para cada y
(por exemplo, o menor das solucoes). A fungao definida pela equagao polinomial é denominada de

funcoes algébricas.

e no caso de n ser impar, temos que p,(—o0) = {

3.6 Funcoes algébricas (nem todas sao elementares)

As fungoes que podem ser definidas pelas relagoes algébricas (sistema de equagbes polinomiais)
sao denominados de fungoes algébricas.
Alguns exemplos das funcoes algébricas sao:

e Funcoes racionais (funcao elementar): Ela é um quociente de dois polinomios. Note que
y = % entdo (x,y) é a solugdo da equagdo polinomial yg(xz) = p(x) em duas varidveis

(relagdo algébrica).

e Radiciagao inteira (funcdo elementar): y = {/x se y™ = x que é determinado pela equacao
polinomial em duas variaveis

e Dado um polindomio p(z), podemos definir f(y) como sendo uma das solugoes da equacao
polinomial p(z) = y para cada y (por exemplo, o menor das solugdes). A funcao deste tipo
nem sempre ¢ uma fun¢ao elementar.

3.7 Fungoes hiperbdlicas (combinagao)

a
bx+c
por grafico ser uma hipérbole rotacionada. Por exemplo, o grafico de y(z) = % é uma hipérbole

"72 - % = 1 rotacionado pelo angulo de 90° (veja Figura 4).

Note que nem toda hipérbole é um grafico da funcao hiperbélica rotacionada (“tem mais hi-
pérbole que a fungao hiperbdlica”).

Uma das fungoes racionais que tem a forma y(x) = ¢ denominada de funcao hiperbodlica



4 Funcoes transcendentais elementares

O termo “algébrico” significa que pode ser descrito em termos de 4 operagoes fundamentais (lem-
brando que poténcias inteiras ¢ um produto repetido). As fun¢des ou nimeros que nao podem ser
descritos através de relagoes com 4 operagoes fundamentais sao ditos transcendentais e costumam
requerer uma anélise infinitesimal (limites) para o seu estudo.

Uma funcao que nao podem ser obtidos pelas composicoes das fungoes algébricas sao denomi-
nadas de fungoes transcendentais. As funcoes trigonométricas, exponenciais e logaritmicas sao os
transcendentais mais importantes.

4.1 Funcgoes exponenciais e logaritmos naturais

A fungao e” possui toda propriedade de exponencial, mas a propriedade fundamental é (e”) = e”.
Devido a esta propriedade, fun¢ao exponencial e sua inversa (logaritmo natural) costumam aparecer
no estudo de diversos problemas matematicos.

Algumas das propriedades das funcoes exponenciais sao:

~Y

e E uma exponencial: e* pode ser visto como e = 2.72 elevado a poténcia z. Assim, as
propriedades de exponencial com base maior que 1, sao validos para funcao exponencial, tais
como e? =1, e® =00, e =0", e =L 2 = ¢ (&%) = ™.

er
e E continua, sempre positiva e crescente (logo, nunca anula) .

e Dominio é toda reta, imagem ¢ reais positivos e possui assintota horizontal em y = 0.

e Cresce mais rapidamente que qualquer potencia¢ao ( lim — = 0).
r—o00 eT

Por ser sempre crescente, existe a funcao inversa. A funcao inversa é denominada de logaritmo
natural ou logaritmo neperiano, denotado por Inz (em alguns textos, aparecem como log ). Como
e® ¢ uma exponenciagao, Inx ¢ um logaritmo e apresenta todas as propriedades dos logaritmos.
Além disso, temos que (Inx) = % As propriedades da exponenciacao e logaritmos permite resolver
problemas envolvendo exponenciacao através da multiplicacao e divisao. Por esta razao, o John
Napier (1550 - 1617) comegou a construir a primeira tabela de logaritmos que serviria como uma
“calculadora”. As tabelas logaritmicas eram essenciais para calcular rapidamente as potenciagoes
e radiciacoes, usadas até a década de 1980, quando as calculadoras eletronicas comegaram a ser
popularizadas.

Alguma das propriedades importantes:

Inxz é um logaritmo com base maior que 1. Assim, valem as propriedades tais como In1 = 0,
In0*t = —o0, Inoco = oo, In(ab) =Ina +Inb, In(a/b) =Ina —Inb, Ina” = rlna, etc.

Usando a mudanca de base para logaritmos log,y = }Zgzi,
resolvera problemas envolvendo logaritmos com a base genérica.

O dominio do logaritmo natural é a parte positiva dos niimeros reais e tem assintota vertical
para xz = 0.

Para resolver problemas de funcoes que envolvem exponenciacao, costuma usar a identidade

b
ab = @) = ebIne e valem para todo a > 0.

temos que log, r = B o que

Ina?

!/

Exemplo 4.1. Para a > 0, temos que (a”)’ = (™)) = (exln“)/ =M% . Ing =a*Ina.



f(x)=Inx

A

Figura 6: A funcdo f(z) =e” e f(z) =Inz

Figura 7: Circulo Trigonométrico: z = cosf e y = senf

© . . —o0 .
lim 2% = lim ™) = lim ™. Como lim zInz = 0 - (—o0) = ——, usando a regra de L'Hopital
x—0 x—0 x—0 x—0 1/0
. . Inzx . Inzx , 1/x oo —1 . L
em limzInz = lim —, temos lim — = lim ——— = lim — = lim —x = 0. substituindo na
x—0 z—0 1/1‘ x—0 1/33 x—0 —1/332 x—0 1/3} z—0
expressdo original, temos lim 2% = lim *™® = ¢°.
z—0 z—0

4.2 Funcgoes trigonométricas

As funcgoes trigonométricas e trigonométricas inversas também constituem as funcoes elementares,
embora trigonométricas inversas requerem os nimeros complexos para o estudo mais detalhado.
As funcgoes béasicas trigonométricos sao seno e cosseno e suas propriedades elementares sao repre-
sentados pelos circulos trigonométricos. Usando também a identidade fundamental e férmulas das
somas de angulos, poderemos deduzir a maioria das relacoes trigonométricas essenciais.

Pelo circulo trigonométrico (veja Figura 7), podemos observar algumas informagoes elementares
tais como cosseno e seno para alguns angulos, sua periodicidade e o fato de ter cos(—#) = cosf
(fungao par) e sen(—0) = —senf (funcdo impar). Fungoes seno e cosseno sao periodicos de periodo
27, tem infinitos zeros e tem o minimo igual a —1 e o maximo igual a 1 (veja Figura 8). Além
disso, nao tem limites nos infinitos.



1
f(x) = sen(x)
~1
Y
1 f(@) = cos(x)
~1

Figura 8: A funcdo f(z) =senx e f(x) = cosx

A identidade trigonométrica é cos? # 4 sen?f = 1.

Exemplo 4.2. A relagdo entre tangente e secante é uma consequéncia da identidade fundamental:

20 sen20 __ cos?O+sen?6 __ 1 _ 2
1 4 tan 9_1+00529_ cos2 6 = Cos2g — S€C 0.

As formulas da soma e da diferenca dos angulos sao

{sen(a + ) =senacos S £ cosasenf

cos(ae £ ) = cosacos S F senasenf

Usando a identidade fundamental e a soma/diferenga dos angulos, podemos obter facilmente a
maioria das formulas trigonométricas necessarias para o célculo.

Exemplo 4.3. cos(f + ) = cosf cos 5 — senflseny = —send.

Exemplo 4.4. Obter cos?f em termos de seno ou cosseno. Para ter cos? 8, devera usar a = 5 =0
na equacao da soma de angulos do cosseno.

cos(0 + 0) = cos 6 cos § — senfsend = cos? § — sen?d = cos? § — (1 — cos? @) = 2cos? 6 — 1
Assim, temos cos(20) = 2cos?f — 1 = 2cos?0 = 1 + cos(20) == cos?f = 2D
Exemplo 4.5. Escrever cosfsenf em termo de cosseno.
Observando que este produto aparece na soma de angulos do seno quando a = 3 = 6, temos
sen(f + 0) = senf cos O + cos fsenf = 2 cos fsend, o que implica que cos fsenf = w. Somar
90° converte seno em cosseno e cosseno em seno. Como cos(f + 7) = —senf, temos que sen(260) =

—cos(20 + 7). Logo, temos que cos fsenf) = cos(20 4 7).

tangente e secante Para o tangente, tracaremos uma reta tangente ao circulo por @ = (1,0),
formando um triangulo retangulo OQR semelhante ao AOP'P. A medida do segmento QR de-
terminado sobre a reta tangente é denominado de tangente do angulo, enquanto que a medida do
segmento OR determinado sobre a reta secante ¢ denominado de secante do angulo (Figura 9).

E imediato que sec?f = 1+ tan?é por AOQR ser retangulo. Agora, usando a semelhanca

de triangulos entre AOP'P ¢ AOQR, podemos deduzir facilmente que 52 — fanf — 450 e

1 0 cos 6 1
= 2% —gecd.
cosf 1




Figura 9: tangente e secante

Um pouco sobre o arco tangente Para completar a fungao elementar, as fungoes trigonomé-
tricas inversas também costumam ser usadas. O estudo completo delas requer o uso dos niimeros
complexos. Veremos o caso de usar somente os nimeros reais.

Uma das funcoes trigonométricas inversas mais importantes tanto pelo ponto de vista teodrica
como computacional é o arco tangente (veja Figura 10).

Alguma das propriedades importantes sao:

e A funcdo arco tangente é uma funcao impar, mondtona e crescente cuja dominio é toda
reta e a imagem ¢ (—7, 7). Tem assintotas horizontais em y = % (tangente tem assintotas
verticais em x = T + k7).

1

e arctan’(r) = 1

A primeira propriedade é ser uma aplicagao bijetiva diferenciavel da reta no intervalo aberto. Além
disso, arco tangente serd um difeomorfismo. Tais propriedades sao importantes tanto para obter
exemplos tedricos como implementacoes de certos algoritmos computacionais (por exemplo, em
redes neurais).

A derivada do arco tangente permite resolver algumas integrais das funcoes racionais, assim
como permite obter expressoes do arco tangente em séries de poténcias. Arco tangente juntamente
com o andlise de sinal das coordenadas, é possivel determinar o Angulo formado entre dois segmentos
de mesma origem.

5 Observacoes finais

Nem todas antiderivadas (integrais indefinidas) das fungoes elementares sao fungoes elementares.

1 NP
Um dos exemplos ¢ o f e 2dx que fornece a distribuicao normal de Gauss.

Nem toda inversa da funcao elementar sao elementares. Um exemplo é a inversa de certos
polinémios de grau 5.

10



f(z) = tan(z)

B

Figura 10: A fungao f(z) =tanz e f(z) = arctanzx
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