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1 Introdução

Sabemos que uma função real de uma variável poderá ser aproximado por Taylor de segunda ordem na

qual costuma apresentar uma precisão melhor do que o uso somente das primeiras derivadas. O Taylor

de segunda ordem também permite obter critérios de classi�cação dos pontos críticos não degenerados

através da segunda derivada. No caso das funções reais de várias variáveis também apresenta os

resultados similares, mas a segunda derivada é uma matriz, o que aumentará a complexidade.

2 Matriz Jacobiana

Dado uma função vetorial de várias variáveis F : Rm → Rn com F (X) = (f1(X), . . . , fn(X)), a

representação matricial da derivada, quando existe, é denominada de matriz Jacobiana é de�nido

como sendo JF(x1, . . . , xn) =

 f1
...

fn


′

=


∂f1
∂x1

· · · ∂f1
∂xm

...
. . .

...
∂fn
∂x1

· · · ∂fn
∂xm

. Quando m = n, a matriz jacobiana

é uma matriz quadrada e o seu determinante ∂(f1,...,fn)
∂(x1,...,xm)

= det


∂f1
∂x1

· · · ∂f1
∂xm

...
. . .

...
∂fn
∂x1

· · · ∂fn
∂xm

 é denominado de

função jacobiana. Os livros de cálculo costumam designar a função jacobiana simplesmente como

jacobiana.
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Exemplo 2.1. Obter a matriz jacobiana de F (x, y) =
(
x2y, x

y
, x− y

)
.

Solução: JF (x, y) =

 x2y
x
y

x− y


′

=

 2xy x2

1
y

−x
y2

1 −1

.
Exemplo 2.2. Obter a função jacobiana de F (x, y) =

(
xy, x

y

)
.

Solução: JF (x, y) =

[
xy
x
y

]′
=

[
y x
1
y
−x
y2

]
. Assim, a função jacobiana é

∂(xy,xy )
∂(x,y)

= det JF (x, y) =

det

[
y x
1
y
−x
y2

]
= −x

y
− x

y
= −2x

y
.

3 Matriz hessiana

Dada uma função real de várias variáveis, f : Rn → R, a matriz jacobinana (derivada) do gradi-

ente (que é função vetorial) é denominado de matriz hessiana de f . Assim, Hessf(x1, . . . , xn) =

J


∂f
∂x1
...
∂f
∂xn

 =


∂2f

∂x1∂x1
· · · ∂2f

∂xn∂x1
...

. . .
...

∂²f
∂x1∂xn

· · · ∂2f
∂xn∂xn

 .
A matriz hessiana sempre é uma matriz quadrada. O determinante da matriz hessiana é denomi-

nado de função hessiana que não pode ser confundido com a matriz hessiana. Nos livros de cálculo,

a função hessiana costuma ser referenciado simplesmente de hessiana.

Exemplo 3.1. Obter a matriz e a função hessiana da função f(x, y) = x2y3.

Solução: ∇f(x, y) = (2xy3, 3x2y2) =

[
2xy3

3x2y2

]
e a matriz hessiana é Hessf(x, y) = J

[
2xy3

3x2y2

]
=[

2y3 6xy2

6xy2 6x2y

]
. A função hessiana é detHess(f)(x, y) = det

[
2y3 6xy2

6xy2 6x2y

]
= 12x2y4 − 36x2y4 =

−24x2y4.

Observação 3.2. Como conseqüência do Teorema de Schwartz, quando a matriz hessiana for contínua,

ele será uma matriz simétrica.

4 Taylor de primeira e segunda ordem

Seja f : Rn → R, uma função real de várias variáveis. O Taylor de ordem 2 (que pode ser obtido

pelo uso de Taylor do caso de uma variável sobre a reta P + t(X − P )) é dado por

f(P + H) = f(P ) + 〈∇f(P ), H〉 + 1
2
〈hessf(P )H,H〉 + R2 onde lim

n→∞

R2

||H||2
= 0 e H = ∆X =

X−P = (∆x1, . . . ,∆xn) é um vetor. O resto do Taylor de segunda ordem envolve derivadas parciais

de ordem 3, o que não entraremos em detalhes.

No caso de uma variável, o reso de Taylor de ordem n é o (n+ 1)-ésimo termo do Taylor, com a

derivada calculado no ponto desconhecido entre P e P +H. Isto vale também para o caso de várias

variáveis, mas os termos de Taylor de ordem maior ou igual a 3 requer o uso da forma combinatorial,

enquanto que até a segunda ordem, poderá ser escrito através da expressão vetorial e matricial.

No caso da função de uma variável, o Taylor de primeira ordem é
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f(P + H) = f(P ) + 〈∇f(P ), H > +R1 com R1 = 1
2
〈Hessf(ZH)H,H〉 para algum ponto ZH no

segmento que liga P a P + H. No entanto, obter um bom limitante superior para R1 requer o uso

da norma matricial.

Exemplo 4.1. Obter o Taylor de segunda ordem de f(x, y) = ex−y sen(y − x) em torno de (0, 0).

Solução: Como a função tem as derivadas de qualquer ordem, a segunda derivada é contínua e a

matriz hessiana será simétrica.

f(0, 0) = 0

∇f(x, y) =
(
ex−y sen(y − x)− ex−y cos(y − x),−ex−y sen(y − x) + ex−y cos(y − x)

)
=
(
ex−y (sen(y − x)− cos(y − x)) ,−ex−y (sen(y − x) + cos(y − x))

)
de modo que ∇f(0, 0) = (0− 1, 0 + 1) = (−1, 1).

Hessf(x, y) = (∇F (x, y))′ =

[
ex−y (sen(y − x)− cos(y − x))

ex−y (cos(y − x)− sen(y − x))

]′
.

Temos,
∂2f
∂x∂x

=
∂(ex−y(sen(y−x)−cos(y−x)))

∂x
= ex−y (sen(y − x) + cos(y − x))+ex−y (− cos(y − x) + sen(y − x)) =

2ex−y sen(y − x).
∂2f
∂y∂x

=
∂(ex−y(sen(y−x)−cos(y−x)))

∂y
= −ex−y (sen(y − x)− cos(y − x))+ex−y (cos(y − x) + sen(y − x)) =

2ex−y cos(y − x).
∂2f
∂x∂y

= ∂2f
∂y∂x

= 2ex−y cos(y − x) por hessiana ser simétrica.

Neste exemplo, temos que ∂f
∂y

= −∂f
∂x

(não vale no caso geral) e
∂2f
∂y∂y

= ∂
∂y

(
∂f
∂y

)
= ∂

∂y

(
− ∂
∂x

)
= − ∂2f

∂y∂x
= −2ex−y sen(y − x).

Assim, Hessf(x, y) =

[
2ex−y sen(y − x) 2ey−x cos(y − x)

2ex−y cos(y − x) −2ex−y sen(y − x)

]
.

Logo, Hessf(0, 0) =

[
0 2

2 0

]
.

Assim, o Taylor de ordem 2 em (0, 0) é dado por

f(0 + h, 0 + k) = f(0, 0) + 〈∇f(0, 0), (h, k)〉+ 1
2
〈hessf(0, 0)

[
h

k

]
, (h, k)〉+R2 então o polinômio

de Taylor de ordem 2 será p2(h, k) = 0 + 〈(−1, 1), (h, k)〉+ 1
2
〈

[
0 2

2 0

][
h

k

]
, (h, k)〉 = 0− h + k +

1
2
〈

[
2k

2h

]
, (h, k)〉 = −h+ k + 1

2
〈(2k, 2h), (h, k)〉 = −h+ k + 4hk

2
e temos

p2(h, k) = −h + k + 2hk. Como x = 0 + h e y = 0 + k, temos que h = x e k = y. Substituindo

no polinômio, temos p2(x, y) = −x+ y + 2xy. Observe que é importante deixar escrito em x e y em

vez de h = ∆x e k = ∆y, pois a variável da função f é x e y.

Por exemplo, f(0.2,−0.3) ∼= −0.2 + (−0.3) + 2× 0.2× (−0.3) = −0.5 + 0.04− 0.12 = −0.58.

5 Classi�cação dos pontos críticos

Como a função cresce na direção do gradiente e decresce na direção oposta do gradiente, nos pontos

de máximos e mínimos locais o gradiente será nulo, caso exista.
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De�nição 5.1. O ponto P tal que ∇f(P ) = @ ou ∇f(P ) = ~0 é denominado de ponto crítico de f .

A imagem do ponto crítico é denominado de valor crítico.

Um ponto é dito ponto regular se não for ponto crítico. O valor não crítico é denominado de valor

regular. O valor regular requer cuidado. Um valor C é regular se f−1(C) = {X : f(X) = C} não
contém pontos críticos (não existe ponto crítico P tal que f(P ) = C). Portanto, para ser um valor

regular, não basta que seja imagem do ponto regular.

Exemplo 5.2. Encontre os pontos críticos de f(x, y) = x 3
√
y + 1− x.

Solução: Temos que ∇f(x, y) = ( 3
√
y + 1− 1, x

3 3
√

(y+1)2
)

Pontos críticos

1o.) ∇f(P ) = @ Quando y = −1, independente de x então (x,−1).

2o.) ∇f(P ) = ~0 Quando x = 0 e y = 0 (exercício).

Assim, os pontos críticos são (x,−1) e (0, 0).

De�nição 5.3. Seja P , um ponto do domínio de f : D ⊂ Rn → R.

� O ponto P é dito ponto de mínimo local se para todo ponto X 6= P su�cientemente próximo de

P , tem-se que f(X) ≥ f(P ). Se a desigualdade for estrita (f(X) > f(P )) então dizemos que é

ponto de mínimo local estrito. No ponto de mínimo local estrito, a função cresce em todas as

direções.

� O ponto P é dito ponto de máximo local se para todo ponto X 6= P su�cientemente próximo

de P , tem-se que f(X) ≤ f(P ). Se a desigualdade for estrita (f(X) < f(P )) então dizemos

que é ponto de máximo local estrito. No ponto de máximo local estrito, a função decresce em

todas as direções.

� O ponto P é dito ponto de sela quando tiver uma direção que cresce e outra direção que

decresce. Não deve confundir com o ponto planar na qual a função mantém constante perto

do ponto.

Note que os valores calculados nos pontos de máximos e mínimos são denominados de valor de

máximo e valor de mínimo, respectivamente.

Seja P , um ponto crítico do tipo ∇f(P ) = ~0. Quando a matriz hessiana for matriz singular

(det Hessf(P ) = 0), dizemos que o ponto crítico é degenerado. Reciprocamente, um ponto crítico na

qual det Hessf(P ) = 0 é denominado de ponto crítico não degenerado.

Para enunciar o teorema de classi�cação dos pontos críticos, precisamos de determinante dos

menores principais que é de�nido como a seguir.

De�nição 5.4. O determinante do menor principal de A =

 a1,1 · · · a1,n
...

. . .
...

an,1 · · · an,n

 de ordem i é de�nido

como ∆i = ∆i(A) = det

 a1,1 · · · a1,i
...

. . .
...

ai,1 · · · ai,i

 que é o determinante do bloco de tamanho i×i localizado

na posição superior esquerdo de A.

No caso de Hessf(X) ser contínua em P , a matriz hessiana e simétrica e podemos mostrar que
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Teorema 5.5. Seja P um ponto critico não degenerado da função f : Rn → R (∇f(P ) = ~0 e

det Hessf(P ) 6= 0) com todas as derivadas parciais de segunda ordem são contínuas, então

1. ∆i(Hessf(P )) > 0 para todo i = 1, . . . , n (todos ∆i's são estritamente positivos) se, e somente

se P é ponto de mínimo local estrito (função cresce em todas as direções).

2. (−1)i∆i(Hessf(P )) > 0 para todo i = 1, . . . , n (sinal de ∆i é alternado, começando de negativo)

se, e somente se, P é o ponto de máximo local estrito (função decresce em todas as direções).

3. Se for nenhuma das anteriores, então é o ponto de sela (tem direção em que a função cresce e

outra direção em que a função decresce).

Observe que o critério deve coincidir com o caso de uma variável quando n = 1. Logo, ∆1 < 0

para máximo local.

A demonstração de 1 pode ser feita pela análise do Taylor de segunda ordem através do Teorema

Espectral que costuma ser estudado no segundo curso de Álgebra Linear. Para completar a de-

monstração, também vai precisar do Teorema sobre determinantes dos menores principais da matriz

simétrica.

Para parte de 2, observe que P é um ponto de máximo local estrito se, e somente se f(x) < f(P )

para todos os pontos X 6= P , su�cientemente próximos de P . Isto quer dizer que −f(X) < −f(P )

para tais pontos. Assim, P é ponto de máximo local restrito de f se, e somente se, P é o ponto

de mínimo local restrito de −f . Como Hess(−f)(P ) = −Hessf(P ), temos que ∆i (Hess(−f)(P )) =

(−1)i∆ (Hessf(P )). Logo, ∆i (Hess(−f)(P )) = (−1)i∆ (Hessf(P )) > 0 se, e somente se, P é um

ponto de mínimo local restrito de −f , isto é, é um ponto de máximo local restrito de f .

O caso do ponto de sela é pela exclusão, observando que no caso de det Hessf(P ) 6= 0, o ponto deve

ser de máximo local restrito, mínimo local restrito ou de sela, como consequência do Teorema A.2.

Observação 5.6. No caso do ponto crítico degenerado (det Hessf(P ) = 0), não podemos determinar

o comportamento através do Teorema 5.5. Uma alternativa é obter os auto valores da matriz hes-

siana e usar o Teorema A.2 na qual permite tirar conclusões mesmo para alguns casos degenerados

(det Hessf(P ) = 0).

Observação 5.7. No caso do domínio não ser aberto, o ponto regular ou o ponto de sela na fronteira

pode tornar máximo ou mínimo local, o que aumenta a complexidade de estudos, mesmo considerando

os gradientes e hessianas, estendidos para a fronteira. O método de multiplicadores de Lagrange

permite detectar possíveis "pontos regulares" que tornaram pontos críticos na curva ou superfícies,

mas análise de máximos e mínimos locais sobre a curva e superfícies costumam ser omitidos nos

cursos de cálculo.

Exemplo 5.8. Obter e classi�car o ponto crítico de f(x, y) = x2 + y2 + z2

Solução: O ponto crítico é exatamente (0, 0, 0) (exercício) e Hessf(0, 0, 0) =

 2 0 0

0 2 0

0 0 2

 (exer-

cício). Obtendo o determinante dos menores principais de

2 0 0

0 2 0

0 0 2



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temos que ∆1 = 2 > 0, ∆2 > 0 e ∆3 = det Hessf(0, 0, 0) = 8 > 0. Logo, (0, 0, 0) é um ponto de

mínimo local.

No exemplo acima, como f(0, 0, 0) = 0 e f(x, y, z) ≥ 0 para todo (x, y, z), (0, 0, 0) é um ponto de

mínimo global.

Observação 5.9. No caso da função de várias variáveis, ter um único ponto crítico e ele ser ponto

de mínimo local não implica que é um ponto de mínimo global. A função f(x, y) = x2 + y2(1 + x)3

tem um único ponto crítico que é a origem e é um ponto de mínimo local, o que pode ser veri�cado

facilmente pela matriz hessiana. No entanto, lim
y=1

x→−∞

f(x, y) = −∞ (exercício). Logo, (0, 0) não é um

ponto de mínimo global.

Problemas similares ocorrem quando tenta generalizar os resultados da função de uma variável

para caso das funções de várias variáveis. Alguns resultados continuam válidos, outros precisam de

condições adicionais ou ter resultados apenas parciais, enquanto que alguns não valem.

Exemplo 5.10. Obter e classi�car o ponto crítico de f(x, y) = xy

Solução: O ponto crítico é exatamente (0, 0) (exercício) e Hessf(0, 0) =

[
0 1

1 0

]
(exercício).

Calculando os ∆i's de

0 1

1 0

[ ]
temos que ∆1 = 0 e ∆2 = det Hessf(0, 0) = −1. Como det Hessf(0, 0) 6= 0, é um

ponto de máximo local, mínimo local ou sela. Mas ∆1 = 0 e consequentemente, (0, 0) é um ponto de

sela.

Exemplo 5.11. Considere um ponto crítico P ∈ R3 na qual a função tem segunda derivada contínua.

Em cada caso, efetue classi�cação, justi�cando devidamente. Note que ∆3 = det Hessf(P ) por ser

de 3 variáveis.

1. ∆1 = 1, ∆2 = 2 e ∆3 = 4. Solução: como todos ∆i são (estritamente) positivos, é um ponto

de mínimo local (estrito).

2. ∆1 = −1, ∆2 = 4 e ∆3 = −2. Solução: como ∆i's tem sinais alternados e ∆1 < 0, é um ponto

de máximo local (estrito).

3. ∆1 = 2, ∆2 = −1 e ∆3 = 3. Solução: Como ∆3 = det Hessf(P ) = −2 6= 0 , é ponto de

�minimo local, máximo local ou de sela. Os ∆i's tem sinais alternados, mas o primeiro (∆1)

não é negativo. Logo não é ponto de máximo local. Como ∆2 = −1 < 0, não é mínimo local.

Logo, é um ponto de sela.

4. ∆1 = −2, ∆2 = −1 e ∆3 = −2. Solução: Temos que nem todas ∆i's são positivos, nem tem

sinais alternados. Como ∆3 = det Hessf(P ) = −2 6= 0, é um ponto de sela.

5. ∆1 = 1, ∆2 = 0 e ∆3 = 2. Solução: como ∆2 = 0, não pode ser mínimo local (não é estritamente

positiva), nem máximo local (sinal alternado). Como ∆3 = det Hessf(P ) = −2 6= 0, só pode

ser ponto de sela.

6. ∆1 = −2, ∆2 = −1 e ∆3 = 0. Solução: como ∆3 = det Hessf(P ) = 0, nada pode ser concluído.
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No caso da classi�cação dos pontos críticos não degenerados da função real de duas variáveis,

a expressão de ∆i é relativamente simples. Por exemplo, O critério para mínimo local restrito

�caria∆1 = ∂²f
∂x∂x

> 0 e ∆2 = det Hessf = ∂2f
∂x∂x

∂2f
∂y∂y
−
(
∂2f
∂x∂y

)
> 0, Analogamente, o ponto de máximo

local restrito ((−1)i∆i > 0) torna ∂²f
∂x∂x

< 0 e det Hessf = ∂2f
∂x∂x

∂2f
∂y∂y
−
(
∂2f
∂x∂y

)
> 0. Como a parte de

∆2 é mesmo, podemos juntar e enunciar como sendo

Teorema 5.12. Se f : R2 → R tem segundas derivadas parciais contínuas e P é um ponto crítico,

então

� Se det Hessf(P ) > 0 então ∂²f
∂x∂x

> 0 implica que é um ponto de mínimo local estrito, ∂²f
∂x∂x

< 0

implica que é um ponto de máximo local estrito e ∂²f
∂x∂x

= 0 implica que é ponto de sela.

� Se det Hessf(P ) < 0, então é um ponto de sela.

No caso do ponto crítico ser degenerado (det Hessf(P ) = ∂2f
∂x∂x

∂2f
∂y∂y
−
(
∂2f
∂x∂y

)
= 0), nada pode ser

a�rmado.

Esta é uma das versões que mais aparece nos livros de cálculo, mas não há análoga para o caso

de Rn, pois ∆i torna mais complexa e não consegue explicitar condições em poucas palavras.

Observação 5.13. A técnica mais rápida e simples para determinar se ∆i são todos positivos no caso

da matriz simétrica de dimensão maior que 3 é aplicar o método de decomposição de Cholesky.

A Procedimeno da demonstração do Teorema 5.5

Este apêndice destina aos estudantes que já tenham algum conhecimento de álgebra linear, tais como

base e auto valores.

No estudo teórico da função real de várias variáveis com segundas derivadas parciais contínuas

(logo, matriz hessiana simétrica), o Teorema Espectral (veja [4]) desempenha um papel importante.

O Teorema Espectral garante que toda matriz simétrica tem uma base ortonormal de auto vetores.

Usando uma base de auto vetores ortonormais da matriz hessiana, temos que

Teorema A.1. Se f : Rn → R tem segundas derivadas parciais contínuas no ponto P , então existe

uma base β na qual a séries de Taylor de segunda ordem tem a forma f(P+H) = f(P )+〈∇f(P ), H〉+
1
2

(λ1h
2
1 + · · ·+ λnh

2
n) +R2 onde H = (h1, . . . , hn)β e λ1, . . . , λn são os auto valores de Hessf(P ).

A expansão do Taylor de segunda ordem em torno do ponto crítico ∇f(P ) = ~0 torna f(P +H) =

f(P )+ 1
2

(λ1h
2
1 + · · ·+ λnh

2
n)+R2 que não depende da base, exceto nas coordenadas hi de H (pois os

auto valores não dependem da base). Por ser uma soma dos múltiplos de quadrados das coordenadas,

podemos usar a condição sobre o erro do Taylor e provar que

Teorema A.2. Se f : Rn → R tem segundas derivadas contínuas e P é um ponto crítico. Então

� P é um ponto de máximo local estrito se todos os autovalores da matriz hessiana forem estri-

tamente negativos.

� P é um ponto de mínimo local estrito se todos os auto valores da matriz hessiana forem

estritamente positivos

� Se tiver algum auto valor estritamente positivo e algum auto valor estritamente negativo, então

P será um ponto de sela.
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OTeorema 5.5 é uma consequência do Teorema A.2 para o caso não degenerado. No caso da matriz

simétrica, todos os auto valores são estritamente positivos se, e somente se, todos os determinantes

dos menores principais são estritamente positivos (veja [4]).

O Teorema 5.5 é apropriado para analisar uma função com expressão dada explicitamente e com

poucas variáveis, enquanto que o Teorema A.2 é apropriado para os estudos teóricos ou dos pontos

críticos degenerados.

B Taylor de ordem qualquer

Este apêndice é destinado para quem precisar do Taylor de ordem maior que 2 que pode ser usado

tanto no estudo teórico como na implementação computacional.

Dado f : Rn → R, a expansão de Taylor de ordem N é dado por

f(P +H) =
N∑
k=0

(
n∑

i1=1

· · ·
n∑

ik=0

∂kf(P )

∂xi1 · · · ∂xik
hi1 · · ·hik

)
+RN com lim

||H||→∞

RN

||H||N
= 0.

Para facilitar no uso teórico, assim como reduzir os números de termos necessários na implemen-

tação computacional, costuma usar a notação de multi índices.

Um multi índice de dimensão n é uma n-upla α = (α1, . . . , αn) onde αi são inteiros não negativos.

O valor absoluto e o fatorial são de�nidos como sendo |α| = α1 + · · · + αn e a! = a1! · · ·αn!,

respectivamente. Dado uma n-upla x = (x1, . . . , xn), de�nimos a potenciação xα = xα1
1 · · · xαnn .

A derivada parcial repetida também pode ser escrita em termos de multi índices como sendo

∂α = ∂α1
∂x1
· · · ∂αn

∂xn
onde xi é a i-ésima variável da função em n-variáveis.

Com estas notações, a expansão de Taylor de ordem N pode ser escrito simplesmente como sendo

F (P +H) =
∑
|α|≤N

∂αf(P )Hα

α!
+RN =

N∑
k=0

∑
|α|=k

∂αf(P )Hα

α!

+RN com lim
||H||→∞

RN

||H||N
= 0, onde

RN =
∑

|α|=N+1

∂αf(ZH)Hα

α!
com ZH pertencente ao segmento que liga P a P +H.

A expressão em termos de multi índices permite usar resultados da teoria combinatorial no estudo

dos problemas que envolvem o Taylor de ordem maior que 2.

Também note que na notação de multi índices, os termos repetidos já estão agrupados, tendo

reduzido signi�cativamente os números de termos da expressão original. A implementação computa-

cional típica percorre os possíveis multi índices de ordem k através do algoritmo combinatorial para

obter termos de ordem k da expansão de Taylor.
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