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1 Introducao

Sabemos que uma funcao real de uma variavel podera ser aproximado por Taylor de segunda ordem na
qual costuma apresentar uma precisao melhor do que o uso somente das primeiras derivadas. O Taylor
de segunda ordem também permite obter critérios de classificagao dos pontos criticos nao degenerados
através da segunda derivada. No caso das funcoes reais de varias varidveis também apresenta os

resultados similares, mas a segunda derivada é uma matriz, o que aumentard a complexidade.

2 Matriz Jacobiana

Dado uma funcao vetorial de varias varidveis F' : R™ — R” com F(X) = (fi(X),..., fu(X)), a

representacao matricial da derivada, quando existe, ¢ denominada de matriz Jacobiana é definido

1 oh ... Oh

1 ox1 O0Tm

como sendo JF(zq,...,x,) = : = T . Quando m = n, a matriz jacobiana

n Ox1 OTm

Oh ... ONh
ox1 OTm

, . . A(f1,... fn . ) , .

¢ uma matriz quadrada e o seu determinante ﬁ = det : - : ¢ denominado de
Ofn Ofn

o0z T OTm
func¢ao jacobiana. Os livros de calculo costumam designar a funcao jacobiana simplesmente como

jacobiana.



Exemplo 2.1. Obter a matriz jacobiana de F(x,y) = (:rzy, 2T — y)
!/
22y 2y w
P — z 1
Solugdo: JF(z,y) = . ’
— 1

r—y

Exemplo 2.2. Obter a funcao jacobiana de F(x,y) = (xy, %)

/
Solucao: JF(z,y) = [ xxy ] = [ . Assim, a funcéo jacobiana é % =det JF(x,y) =

det

—
< = <

-z __
-z Y
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3 Matriz hessiana

Dada uma fungao real de varias variaveis, f : R” — R, a matriz jacobinana (derivada) do gradi-

ente (que é fungao vetorial) é denominado de matriz hessiana de f. Assim, Hessf(xy,...,z,) =
of oF ... 9
ox1 Ox10x1 O0rn0x1

J| = : - :
af 2f ’f

Oxn . Biplaxn U O0Tn O, . . . . .
A matriz hessiana sempre é uma matriz quadrada. O determinante da matriz hessiana é denomi-

nado de funcao hessiana que nao pode ser confundido com a matriz hessiana. Nos livros de calculo,

a fungao hessiana costuma ser referenciado simplesmente de hessiana.

Exemplo 3.1. Obter a matriz e a fungao hessiana da fungio f(x,y) = z%y>.
2293

Solucdo: Vf(z,y) = (2373/3,395292) = [ 2 9
3x4y

. . , 213
e a matriz hessiana é Hessf(z,y) = J a2 | =
7Y

2% 6xy? 2u3  6ay?
Y YA funcao hessiana é det Hess(f)(z,y) = det Y R - 1222%y* — 362%y* =
6xy? 622y 6xy? 622y
—24x%y*.

Observagao 3.2. Como conseqiiéncia do Teorema de Schwartz, quando a matriz hessiana for continua,

ele serd uma matriz simétrica.

4 Taylor de primeira e segunda ordem

Seja f : R — R, uma funcdo real de varias varidveis. O Taylor de ordem 2 (que pode ser obtido
pelo uso de Taylor do caso de uma variavel sobre a reta P +t(X — P)) é dado por

f(P+H) = f(P)+ (Vf(P),H) + 3(hessf(P)H, H) + R, onde li_>m W};ﬁ =0e H=AX =

X —P = (Azy,...,Ax,) é um vetor. O resto do Taylor de segunda ordem envolve derivadas parciais
de ordem 3, o que nao entraremos em detalhes.

No caso de uma variavel, o reso de Taylor de ordem n é o (n + 1)-ésimo termo do Taylor, com a
derivada calculado no ponto desconhecido entre P e P 4+ H. Isto vale também para o caso de varias
varidveis, mas os termos de Taylor de ordem maior ou igual a 3 requer o uso da forma combinatorial,
enquanto que até a segunda ordem, podera ser escrito através da expressao vetorial e matricial.

No caso da funcao de uma variavel, o Taylor de primeira ordem é
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f(P+H)=f(P)+(Vf(P),H > +R; com R, = (Hessf(Zy)H, H) para algum ponto Zy no
segmento que liga P a P + H. No entanto, obter um bom limitante superior para R; requer o uso

da norma matricial.

Exemplo 4.1. Obter o Taylor de segunda ordem de f(x,y) = e* ¥sen(y — x) em torno de (0,0).

Solugao: Como a funcao tem as derivadas de qualquer ordem, a segunda derivada é continua e a

matriz hessiana seré simétrica.

f(0,0) =0

Vf(z,y) = (e"Ysen(y — z) — " Ycos(y — x), —" Ysen(y — ) + " ¥ cos(y —

7))

= (e" Y (sen(y — x) — cos(y — x)) , —" ¥ (sen(y — x) + cos(y —

de modo que Vf(0,0) = (0—1,0+1) (—1,1).
ess F 2 1) — ey = | €7 (seny —z) — cos(y — 2))
Hessf(z,y) = (VF(z,y))' = | , ¥ (cos(y — x) — sen(y — )

Temos,
(e Y(sen(y—x)—cos(y—x
L. (en¥( (y{h) W=2)) _ oy (sen(y — z) + cos(y — ))+e7 (= cos(y —
2e" Ysen(y — x).

o2f _ 0(e” ¥(sen(y—z)—cos(y—x)))

Sy = 3 = —e" Y (sen(y — ) — cos(y — x))+€* ¥ (cos(y —

2e* Y cos(y — ).

Pf _ P _ o ay B : o
o0y = dgom = 2¢" ¥ cos(y — x) por hessiana ser simétrica.
Neste exemplo, temos que % af = % (nao vale no caso geral) e
Pf _ 0 (of\ _ 0 (_0 __32f — _9pTY —

dydy — By (dy 9y ( 833) — oyox 2e Sen(y l’)

26T~y _ QY= _
Assim, Hessf(x,y) = e Vsen(y —w)  2ev " cos(y — ) ] :

2" Yeos(y —x) —2e* Ysen(y — x)
0 2
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Assim, o Taylor de ordem 2 em (0,0) é dado por

Logo, Hessf(0,0) =

x) + sen(y —

x) + sen(y

) =

1) =

FO+h,0+k) = f(0,0)+ (Vf(0,0), (h, k)) + 2 (hessf(0,0) [ Z ] , (h, k)) + R entao o polinémio

de Taylor de ordem 2 serd py(h, k) = 0+ ((—1,1), (h, k)) + 3¢

2 0 k

,(hok)) = —h + k + 3((2k,2h), (h,k)) = —h + k + 2% ¢ temos

X 2] [h],(h,k)):O—h+k+

pe(h, k) = —h + k+ 2hk. Como z =0+ hey=0+k, temos que h = z e k = y. Substituindo
no polindémio, temos py(z,y) = —x + y + 2zy. Observe que é importante deixar escrito em z e y em

vez de h = Az e k = Ay, pois a variavel da funcao f é x e y.

Por exemplo, f(0.2,—0.3) & —0.2 + (—0.3) + 2 x 0.2 x (—0.3) = —0.5 + 0.04 — 0.12 = —0.58.

5 Classificacao dos pontos criticos

Como a funcao cresce na direcao do gradiente e decresce na direcao oposta do gradiente, nos pontos

de maximos e minimos locais o gradiente serd nulo, caso exista.
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Defini¢ao 5.1. O ponto P tal que Vf(P) =3 ou Vf(P) = 0 é denominado de ponto critico de f.
A imagem do ponto critico é denominado de wvalor critico.

Um ponto ¢ dito ponto regular se nao for ponto critico. O valor nao critico é denominado de valor
regular. O valor regular requer cuidado. Um valor C' ¢ regular se f~1(C) = {X : f(X) = C} nao
contém pontos criticos (ndo existe ponto critico P tal que f(P) = C). Portanto, para ser um valor

regular, nao basta que seja imagem do ponto regular.

Exemplo 5.2. Encontre os pontos criticos de f(z,y) = 3y + 1 — x.

Solugao: Temos que Vf(z,y) = (Jy+1—1, W)

Pontos criticos

lo.) Vf(P) = 3 Quando y = —1, independente de = entdo (x, —1).
20.) Vf(P) =0 Quando z = 0 e y = 0 (exercicio).

Assim, os pontos criticos sao (z,—1) e (0,0).

Definicao 5.3. Seja P, um ponto do dominio de f: D C R® — R.

e O ponto P é dito ponto de minimo local se para todo ponto X # P suficientemente proximo de
P, tem-se que f(X) > f(P). Se a desigualdade for estrita (f(X) > f(P)) entdo dizemos que é
ponto de minimo local estrito. No ponto de minimo local estrito, a funcao cresce em todas as

direcoes.

e O ponto P é dito ponto de mdzimo local se para todo ponto X # P suficientemente proximo
de P, tem-se que f(X) < f(P). Se a desigualdade for estrita (f(X) < f(P)) entao dizemos
que é ponto de maximo local estrito. No ponto de mdximo local estrito, a funcao decresce em

todas as direcoes.

e O ponto P é dito ponto de sela quando tiver uma direcdo que cresce e outra direcao que
decresce. Nao deve confundir com o ponto planar na qual a funcdo mantém constante perto

do ponto.

Note que os valores calculados nos pontos de maximos e minimos sao denominados de valor de
mdzimo e valor de minimo, respectivamente.

Seja P, um ponto critico do tipo Vf(P) = 0. Quando a matriz hessiana for matriz singular
(det Hessf(P) = 0), dizemos que o ponto critico ¢ degenerado. Reciprocamente, um ponto critico na
qual det Hessf(P) = 0 é denominado de ponto critico nao degenerado.

Para enunciar o teorema de classificacao dos pontos criticos, precisamos de determinante dos

menores principais que é definido como a seguir.

iy -+ Qip
Definicao 5.4. O determinante do menor principal de A = : : de ordem 7 é definido
Uni = o
a11 ai;
como A; = A;(A) = det oo que é o determinante do bloco de tamanho ¢ x ¢ localizado
Qi1 ot Qg

na posicao superior esquerdo de A.

No caso de Hessf(X) ser continua em P, a matriz hessiana e simétrica e podemos mostrar que



Teorema 5.5. Seja P um ponto critico nao degenerado da funcio f : R™ — R (Vf(P) = 0 e

det Hessf(P) # 0) com todas as derivadas parciais de sequnda ordem sao continuas, entdo

1. Aj(Hessf(P)) > 0 para todo i = 1,...,n (todos A;’s sdo estritamente positivos) se, e somente

se P € ponto de minimo local estrito (fungao cresce em todas as diregoes).

2. (=1)'A;(Hessf(P)) > 0 para todoi = 1,...,n (sinal de A; é alternado, comecando de negativo)
se, e somente se, P € o ponto de mdzimo local estrito (func¢ao decresce em todas as diregées).

3. Se for nenhuma das anteriores, entao € o ponto de sela (tem dire¢io em que a funcgdo cresce e

outra direcdo em que a funcao decresce).

Observe que o critério deve coincidir com o caso de uma variavel quando n = 1. Logo, A; < 0
para maximo local.

A demonstracao de (1| pode ser feita pela andalise do Taylor de segunda ordem através do Teorema
Espectral que costuma ser estudado no segundo curso de Algebra Linear. Para completar a de-
monstragao, também vai precisar do Teorema sobre determinantes dos menores principais da matriz
simétrica.

Para parte de [2] observe que P é um ponto de maximo local estrito se, e somente se f(z) < f(P)
para todos os pontos X # P, suficientemente proximos de P. Isto quer dizer que —f(X) < —f(P)
para tais pontos. Assim, P é ponto de maximo local restrito de f se, e somente se, P é o ponto
de minimo local restrito de —f. Como Hess(—f)(P) = —Hessf(P), temos que A; (Hess(—f)(P)) =
(—1)'A (Hessf(P)). Logo, A; (Hess(—f)(P)) = (—1)'A (Hessf(P)) > 0 se, e somente se, P & um
ponto de minimo local restrito de — f, isto é, é um ponto de maximo local restrito de f.

O caso do ponto de sela é pela exclusdo, observando que no caso de det Hess f(P) # 0, o ponto deve
ser de maximo local restrito, minimo local restrito ou de sela, como consequéncia do Teorema

Observagao 5.6. No caso do ponto critico degenerado (det Hessf(P) = 0), ndo podemos determinar
o comportamento através do Teorema Uma alternativa é obter os auto valores da matriz hes-

siana e usar o Teorema na qual permite tirar conclusoes mesmo para alguns casos degenerados
(det Hessf(P) = 0).

Observagao 5.7. No caso do dominio nao ser aberto, o ponto regular ou o ponto de sela na fronteira
pode tornar maximo ou minimo local, o que aumenta a complexidade de estudos, mesmo considerando
os gradientes e hessianas, estendidos para a fronteira. O método de multiplicadores de Lagrange
permite detectar possiveis "pontos regulares" que tornaram pontos criticos na curva ou superficies,
mas andlise de maximos e minimos locais sobre a curva e superficies costumam ser omitidos nos

cursos de calculo.

Exemplo 5.8. Obter e classificar o ponto critico de f(z,y) = 2 + y* + 2*

2 00
Solugdo: O ponto critico é exatamente (0,0,0) (exercicio) e Hessf(0,0,0) = | 0 2 0 | (exer-
0 0 2
cicio). Obtendo o determinante dos menores principais de
21010
0 210
00 2!



temos que A; =2 >0, Ay > 0 e Az = det Hessf(0,0,0) =8 > 0. Logo, (0,0,0) é um ponto de

minimo local.

No exemplo acima, como f(0,0,0) =0 e f(z,y,z) > 0 para todo (x,y, z), (0,0,0) é um ponto de

minimo global.

Observacao 5.9. No caso da funcao de vérias varidveis, ter um tnico ponto critico e ele ser ponto
de minimo local nao implica que é um ponto de minimo global. A fungio f(z,y) = 2* + y*(1 + )3
tem um tnico ponto critico que é a origem e é um ponto de minimo local, o que pode ser verificado

facilmente pela matriz hessiana. No entanto, hlrll f(z,y) = —oo (exercicio). Logo, (0,0) ndo é um
2500
ponto de minimo global.

Problemas similares ocorrem quando tenta generalizar os resultados da funcao de uma variavel
para caso das funcoes de varias variaveis. Alguns resultados continuam validos, outros precisam de
condicoes adicionais ou ter resultados apenas parciais, enquanto que alguns nao valem.

Exemplo 5.10. Obter e classificar o ponto critico de f(z,y) = zy

0

Solugdo: O ponto critico ¢ exatamente (0,0) (exercicio) e Hessf(0,0) = [ )

] (exercicio).

Calculando os A;’s de

[ 01 ]
1 0.
----- temos que A; = 0 e Ay = det Hessf(0,0) = —1. Como det Hessf(0,0) # 0, é um

ponto de maximo local, minimo local ou sela. Mas A; = 0 e consequentemente, (0,0) é um ponto de
sela.

Exemplo 5.11. Considere um ponto critico P € R? na qual a fun¢do tem segunda derivada continua.
Em cada caso, efetue classificagio, justificando devidamente. Note que A3 = det Hessf(P) por ser

de 3 variaveis.

1. Ay =1, Ay =2 e Az = 4. Solucao: como todos A; sdo (estritamente) positivos, é um ponto

de minimo local (estrito).

2. Ay = -1, Ay =4 e Az = —2. Solugao: como A;’s tem sinais alternados e A; < 0, é um ponto

de maximo local (estrito).

3. Ay =2, Ay = —1 e Ay = 3. Solugao: Como Az = detHessf(P) = —2 # 0, é ponto de
rhinimo local, maximo local ou de sela. Os A;’s tem sinais alternados, mas o primeiro (A;)
nao é negativo. Logo nao é ponto de méaximo local. Como Ay = —1 < 0, nao é minimo local.

Logo, é um ponto de sela.

4. Ay = =2, Ay = —1 e A3 = —2. Solucao: Temos que nem todas A;’s sdo positivos, nem tem
sinais alternados. Como Az = det Hessf(P) = —2 # 0, ¢ um ponto de sela.

5. Ay =1, Ay =0e Az = 2. Solugdo: como Ay = 0, ndo pode ser minimo local (ndo é estritamente
positiva), nem méaximo local (sinal alternado). Como Aj = det Hessf(P) = —2 # 0, s6 pode

ser ponto de sela.

6. Ay =—2, Ay = —1e A3z =0. Solugao: como Az = det Hessf(P) = 0, nada pode ser concluido.



No caso da classificacao dos pontos criticos nao degenerados da funcao real de duas variaveis,
a expressao de A; é relativamente simples. Por exemplo, O critério para minimo local restrito

ficariaA; = % >0e Ay =det Hessf = 83;5; 88;8’; — <£ny> > 0, Analogamente, o ponto de maximo

local restrito ((—1)"A; > 0) torna F—- < 0 e det Hessf = a‘fgx aa;gy - <£gy> > 0. Como a parte de

As é mesmo, podemos juntar e enunciar como sendo

Teorema 5.12. Se f : R?2 — R tem sequndas derivadas parciais continuas e P é um ponto critico,

entao

e Se det Hessf(P) > 0 entdo 5>~ > 0 implica que ¢ um ponto de minimo local estrito, % <0

implica que ¢ um ponto de méximo local estrito e = 0 implica que é ponto de sela.

88

e Se det Hessf(P) < 0, entao é um ponto de sela.

No caso do ponto critico ser degenerado (det Hessf(P) = 8125; ;:gy — <88;dy> 0), nada pode ser

afirmado.
Esta é uma das versoes que mais aparece nos livros de calculo, mas nao h4 andloga para o caso
de R", pois A; torna mais complexa e nao consegue explicitar condi¢des em poucas palavras.

Observacao 5.13. A técnica mais rapida e simples para determinar se A; sao todos positivos no caso
da matriz simétrica de dimensao maior que 3 é aplicar o método de decomposicao de Cholesky.

A Procedimeno da demonstracao do Teorema

Este apéndice destina aos estudantes que ja tenham algum conhecimento de algebra linear, tais como
base e auto valores.

No estudo tedrico da funcao real de varias variaveis com segundas derivadas parciais continuas
(logo, matriz hessiana simétrica), o Teorema Espectral (veja [4]) desempenha um papel importante.
O Teorema Espectral garante que toda matriz simétrica tem uma base ortonormal de auto vetores.

Usando uma base de auto vetores ortonormais da matriz hessiana, temos que

Teorema A.1. Se f: R" — R tem segundas deriwadas parciais continuas no ponto P, entao existe
uma base 8 na qual a séries de Taylor de sequnda ordem tem a forma f(P+H) = f(P)+(Vf(P), H)+
5 (MBI + -+ Ahl) + Ry onde H = (hy, ..., hy) g € My, Ay sG0 05 auto valores de Hessf(P).

A expansao do Taylor de segunda ordem em torno do ponto critico V. f(P) = 0 torna f(P+ H) =
F(P)+3 (Mh? + -+ X\h2) + Ry que ndo depende da base, exceto nas coordenadas h; de H (pois os
auto valores nao dependem da base). Por ser uma soma dos multiplos de quadrados das coordenadas,

podemos usar a condicao sobre o erro do Taylor e provar que
Teorema A.2. Se f: R" — R tem sequndas derivadas continuas e P € um ponto critico. Entao

e P & um ponto de maximo local estrito se todos os autovalores da matriz hessiana forem estri-

tamente negativos.

e P é um ponto de minimo local estrito se todos os auto valores da matriz hessiana forem

estritamente positivos

e Se tiver algum auto valor estritamente positivo e algum auto valor estritamente negativo, entao

P sera um ponto de sela.



O Teoremal5.5]é uma consequéncia do Teorema[A.2]para o caso nao degenerado. No caso da matriz
simétrica, todos os auto valores sao estritamente positivos se, e somente se, todos os determinantes
dos menores principais sao estritamente positivos (veja [4]).

O Teorema é apropriado para analisar uma funcao com expressao dada explicitamente e com
poucas variaveis, enquanto que o Teorema é apropriado para os estudos teoricos ou dos pontos
criticos degenerados.

B Taylor de ordem qualquer

Este apéndice é destinado para quem precisar do Taylor de ordem maior que 2 que pode ser usado

tanto no estudo teérico como na implementagao computacional.

Dado f: R" —» R, a expanséo de Taylor de ordem N é dado por
Rn
h <+ hy R li =0
S 3 ) O il TR

f(P+H)= Z(
k=0 \21=1 i, =0

Para facilitar no uso teoérico, assim como reduzir os ntmeros de termos necessarios na implemen-

tagao computacional, costuma usar a notacao de multi indices.

Um multi indice de dimensao n é uma n-upla a = («, . . ., ;) onde «; sdo inteiros nao negativos.
O valor absoluto e o fatorial sdo definidos como sendo |a| = a3 + -+ + a, e al = a1!--- !,
respectivamente. Dado uma n-upla z = (21, ...,x,), definimos a potenciagao z® = z{* - - - 22",

A derivada parcial repetida também pode ser escrita em termos de multi indices como sendo

(6%
0% = L ... 2" onde x; é a i-ésima variavel da funcio em n-variaveis.

— By Oxp
Com estas notacoes, a expansao de Taylor de ordem N pode ser escrito simplesmente como sendo
o f(P)H" al oo f(P)H" Ry

F(P+ H) = ————— + Ry = _ R li =0, ond

(P+H) Z ol + Ay Z Z_ o + NCOInHHlllrEOOHHHN , onde

lo| <N k=0 \ |o|=k
0%f(Zy)H®
Ry = Z M com Zpy pertencente ao segmento que liga P a P+ H.
a!

|a|=N+1
A expressao em termos de multi indices permite usar resultados da teoria combinatorial no estudo

dos problemas que envolvem o Taylor de ordem maior que 2.

Também note que na notagao de multi indices, os termos repetidos ja estao agrupados, tendo
reduzido significativamente os nimeros de termos da expressao original. A implementacao computa-
cional tipica percorre os possiveis multi indices de ordem k através do algoritmo combinatorial para
obter termos de ordem k da expansao de Taylor.
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