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1 Funções Estudados no Cálculo

1.1 Uma função real de uma variável

A função do tipo f : R → R é bastante estudada e estamos supondo que já tem conhecimento

su�ciente para lidar com domínios, limites, derivadas e integrais. A sua representação grá�ca é feito

pelo grá�co da função Grafico(f) = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ Dom(f), y = f(x)} que é uma represen-

tação grá�ca entre elemento do domínio e sua imagem. é essencial que tenha conhecimento sobre

funções elementares (domínio, valor nos pontos básicos, derivadas, integrais e grá�co). Saber séries

de potências de ex, ln(1 + x), cosx, senx e arctanx também são importantes.

1.2 Curvas

Uma função f : R → Rn é denominado de curvas e podem ser estudados, usando função real de

uma variável e geometria analítica. A representação grá�ca mais usada é o traço da curva que é o

desenho da imagem {f(t) ∈ Rn : t ∈ Dom(f)}. Quando a curva representa o movimento, o traço

representa a trajetória e por isso, costuma colocar seta no traço para indicar a direção de movimento

(para onde vai quando t cresce). O limite e derivadas, assim como integral é calculado coordenada a

coordenada.

Exemplo:

Obter domínio da curva f(t) = (
√

4− t2, ln(1− t)).
Como 4− t2 ≥ 0 (para primeira coordenada) e 1− t > 0 (para segunda coordenada), temos que

|t| ≥ 2 e t < 1 de forma que o domínio de f é {t ∈ R : −2 ≤ t < 1}.
Para ter limite, precisará ter limite em todas coordenadas.

Exemplo: g(x) = ( senx
x
, lnx, x2). Encontre o lim

x→0
g(x) caso exista.

lim
x→0

g(x) = (lim
x→0

senx

x
, lim
x→0

lnx, lim
x→0

x2) = (1, lim
x→0

lnx, 0). Como lim
x→0

lnx não existe por não ter o

limite a esquerda, o limite não existe.

A derivada da curva em t0 é um vetor tangente ao traço da curva no ponto em α(t0). O importante

é observar que ter derivada não implica que traço da curva não tem bico. Se existir a derivada e a

derivada não for nula, então não forma bico no traço da curva (traço é a imagem, não é o grá�co).

Exemplo: Encontre reta tangente a curva

α(t) = (t2, t3) em (1, 1). Como α(t0) = (1, 1), temos que

t20 = 1

t30 = 1
. Pela segunda parte, temos

que t0 = 1. α′(t) = (2t, 3t2) e logo, α′(t0) = (2, 3). Assim, a reta tangente passa em α(1) − (1, 1) e

tem o vetor diretor α′(1) = (2, 3) e consequ6entemente, r(λ) = (1, 1)λ(2, 3).
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No caso da curva no plano f : R2 → R, o grá�co {(t, x(t), y(t)) : t ∈ R} também é usados, mas

menos frequência que o traço, por ser mais difícil de ser visualizados.

Algumas curvas importantes no plano são:

Elipse: A forma implícita (condição nas coordenadas) (x−C1)2

a2
+ (y−c2)2

b2
= 1 tem o correspondente

parámétrica (expressão para obter cada coordenada em termos da variável que não seja coordenada,

denominado de parámetro) que é

x = c1 + cos t

y = c2 + sen t
para t ∈ [0, 2π]. Note que a forma paramétrica

tem a informação de "direção" que no caso da elipse, é a rotação.

Hipérbole: A forma implícita (condição nas coordenadas) (x−C1)2

a2
− (y−c2)2

b2
= 1 tem o corres-

pondente paramétrica (expressão para obter cada coordenada em termos da variável que não seja

coordenada, denominado de parâmetro) que é

x = c1 ± cosh t

y = c2 + senh t
para t ∈ R com cosh t = et+e−t

2
e

senh t = et−e−t

2
. Como hipérbole tem dois ramos, aparece o ± no cálculo de coordenada x, sendo que

a soma fornece o ramo direito e subtração fornece o ramo esquerdo. Caso da hipérbole no eixo Y é

só efetuar a troca da expressão da coordenada x com da coordenada y.

Grá�co da função: o grá�co da função y = f(x) tem a forma implícita y − f(x) = 0 e a

forma paramétrica (x, f(x)) que é

x = t

y = f(t)
. Isto inclui o caso das retas e parábolas. Assim, o

grá�co da função pode ser analisado pela função, curva implícita ou curva paramétrica, dependendo

da necessidade.

Observação: Na forma implícita, sempre escreve como constante no lado esquerdo, para evitar

problemas de cálculos que usa as técnicas relacionadas a curvas de nível. Assim, x2 + y = y2 deverá

ser reescrito como x2 + y − y2 = 0.

Caso especial de retas no plano: No caso de trabalhar com a reta no plano, é interessante

fazer analogia com o plano para agilizar os cálculos.

Dado uma reta ax+ by+ c = 0, o vetor (a, b) é normal a reta (ortogonal ao vetor diretor da reta),

o que pode ser veri�cado pelo cálculo direto (exercício).

Dado um vetor não nulo no plano, o vetor ortogonal pode ser obtido pela rotação de 90◦ ou −90◦.

A rotação de 90◦. Assim, ~v = (a, b) então o vetores ortogonais com mesma de ~v são exatamente (−b, a)

e (b,−a), o que pode ser veri�cado pelo cálculo direto. Apesar de não usarmos notação especial para

estes vetores no caso de Cálculo, o caso da rota ção de 90◦ tem a notação (a, b)⊥ = (−b, a), usado

em algumas áreas.

Exemplo: Obter a equação implícita da reta passando pelo ponto (2,−1) e seja ortogonal ao

vetor (1, 5). Como o vetor (1, 5) é ortogonal a reta, deverá ser ortogonal ao segmento (x, y)− (2,−1).

Assim, 〈(1, 5), ((x, y) − (2,−1))〉 = 0 e logo, 〈(1, 5), (x − 2, y + 1)〉 = 0, resultando na equação

x− 2 + 5y + 5 = 0. Logo, a equação da reta é x+ 5y + 3 = 0.

Exemplo: Obter a forma paramétrica de 2x + 3y = 0. O vetor (2, 3) é ortogonal a reta e logo,

(−3, 2) é o vetor diretor da reta. Para ter um ponto, se x = 0 então y = −2x
3

implica que y = 0.

Assim, a forma paramétrica �ca (x, y) = (0, 0) + t(−3, 2).

Este exemplo foi colocado somente para ilustrar a relação da equação implícita com o vetor

normal. Se o problema é obter parametrização da reta, a resolução direta é mais prático: Como

2x + 3y = 0. Resolvendo em relação a x, temos y = −2x
3

então (x, y) = (x, −2x
y

) = (0, 0) + x(1, −2
3

),

obtendo a parametrização (x, y) = (0, 0) + t(1, −2
3

).
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1.3 Funções reais de várias variáveis

f : Rn → R é denominado de funções de várias variáveis. O seu estudo difere um pouco do caso da

função real de uma variável. No caso de representação grá�ca de f : R2 → R, pode ser usado tanto

o grá�co como as curvas de níveis, sendo que as curvas de níveis são mais importantes. No caso de

f : R3 → R, a superfícies de nível é usada como representação grá�ca, mas é mais difícil de lidar.

1.4 Funções vetoriais de várias variáveis

f : Rm → Rn é denominado de funções vetoriais de várias variáveis e é o caso mais geral de funções

na qual outros são casos particulares de m e n especí�co. Como cada coordenada é uma função real

de várias variáveis, muitos casos recai na função real de várias variáveis. No entanto, f : Rn → Rn

(na mesma dimensão) requer atenção especial, sendo chamado de transformações ou campo vetorial,

dependendo do que ele representa (depende de onde originou a função). Transformações efetua

deformação no espaço, levando um ponto ao outro, enquanto que campo vetorial associa um vetor a

cada ponto.

Exemplo: f(x, y) = (xy, x + y). Então f(1, 2) = (2, 3), o que pode ser pensado como ponto

(transformação) ou vetor (campo vetorial). A distinção depende de onde originou a função e o que

está pretendendo calcular. Portanto, é importante especi�car se é transformação ou o campo vetorial

para saber que tipo de cálculos podem ser realizados.

1.5 Compostas

Como tem vários tipos de funções, é necessário tomar muito cuidado quando trabalha com funções

compostas. Para ter f ◦g, o número de valores resultantes de g deve coincidir com número de variáveis

de f . Também é necessário que use letra diferente para variáveis diferentes.

Exemplo: f(x) = (x2, x3), g(x, y) = xy e h(x, y, z) = (x+ y, y − z).

Vamos veri�car compostas possíveis e impossíveis, mas antes, precisamos ajustar letra usada para

variáveis. Variáveis diferentes devem ter letras diferentes.

Assim, vamos usar t para f , x e y para g e u, v e w para h.

f(t) = (x2, y3), g(x, y) = xy e h(u, v, w) = (u+ v, v − w).

Caso de f ◦g: (f ◦g)(x, y) = f(g(x, y)) = f(xy) então t = xy e consequentemente, (f ◦g)(x, y) =

(x2y2, x3y3).

Caso de g◦f : (g◦f)(t) = f(g(t)) = f(t2, t3) então x = t2 e y = t3. Logo, (g◦f)(t) = g(t2, t3) =

t2t3 = t5.

Caso de f ◦h: (f ◦h)(u, v, w) = f(h(u, v, w)) = f(u+ v, v −w) que não pode ser calculado, pois f

é de uma variável, não de duas. Logo, f ◦h não existe.

Caso de h◦f : (h◦f)(t) = h(f(t)) = h(t2, t3) que não pode ser calculado, pois h é de três variáveis,

não de duas. Logo, h◦f não existe.

Caso de g◦h: (g◦h)(u, v, w) = g(h(u, v, w)) = g(u+ v, v −w) então x = u+ v e y = v −w. Logo,
(g◦h)(u, v, w) = g(h(u, v, w)) = g(u+ v, v − w) = (u+ v)(v − w).

Caso de h◦g: (h◦g)(x, y) = h(g(x, y)) = h(xy) que não pode ser calculado, pois h é de três

variáveis, não de uma variável.

Exemplo: f ◦f onde f(x) = xex.

Criando uma cópia de f com nome diferente para variável, temos f(x) = xex e f(t) = et. Assim,

(f ◦f)(t) = f(f(t)) de modo que x = tet. Assim, (f ◦f)(t) = f(f(t) = f(tet) = tetete
t
.
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Exemplo: f ◦f onde f(x, y) = (xy, x + y). Criando uma cópia com nome das variáveis trocados,

temos f(x, y) = (xy, x+ y) e f(u, v) = (uv, u+ v). Assim, (f ◦f)(u, v) = f(f(u, v)) = f(uv, u+ v) de

modo que x = uv e y = u+v. Logo, (f ◦f)(u, v) = f(f(u, v)) = f(uv, u+v) = (uv(u+v), uv+u+v) =

(u2v + uv2, uv + u+ v).
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