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Neste texto, veremos os métodos de Gauss e Gauss-Jordan, conhecidos como método de escalo-
namento. O método de escalonamento é um dos métodos mais importantes para diversos calculos
relacionados com o sistema linear, o que é um pré requisito importante para a Geometria Analitica.

1 Pré-requisitos

Para ler este texto, precisard ter nocao béasica sobre matriz e sistemas lineares.

Por exemplo, conceitos sobre matrizes tais como soma e produto, muiltiplos, determinantes e
inversa, tipo de matriz (quadrada, diagonal, simétrica, etc) sdo considerados conhecidos.

Da mesma forma, o que é um sistema linear e suas solucoes, técnicas de substituicao para obter
a solugao do sistema, tipo de sistema quanto a solu¢ao (determinada, indeterminada com infinitas
solugbes e indeterminada sem solucgao), etc sao assumidos conhecidos.

Para tais assuntos, veja o [2], cuja uma versao digital esta disponivel no site

http://www.mat.ufmg.br/"regi/livros.html.

2 Sistema Linear e forma matricial

Um sistema linear pode ser escrito na forma matricial. Considere um sistema de m equacoes em n
incognitas


http://www.mat.ufmg.br/~regi/livros.html

apxy + -+ apr,  =0b

a1 Ty + -+ agx, = bo

11+ -+ ATy = bm

pode ser visto na forma equivalente como igualdade entre duas matrizes colunas

a1121 + -+ ATy bl
ao1T1 + -+ + AonTy b2
Am1T1 + -+ AmynTn bm

que pode ser reescrito como produto matricial

11 Q12 - Qip X1 by
Q21 Q22 -+  Q2p X2 by

- )
Am1 Am2 - Amn Ty, bm

denominado de representacao matricial.

a1; Az - Aip sl
. Q21 Q22 -+  Q2n 3 . . . X2 3
A matriz A = ) ) ] ] ¢ denominado de matriz dos coeficientes, r = ) é
Am1 Q2 - Qmn T
by
: . . by . :
denominado de vetor das incognitas e o b = . ¢ denominado de vetor dos constantes. Dei-
b

xaremos de lado, o termo “vetor” para mais adiante e seguiremos em frente. Usando esta notacao,
o sistema de equagoes torna Axr = b e podemos ver facilmente que se A for matriz quadrada com
det A # 0, temos que x = A~'b. No entanto, ndo ¢ imediato determinar se o sistema tem a solucao
ou determinar solucoes no caso do sistema nao quadrada.

A representacao matricial é essencialmente importante para resolver problemas complexos através
das técnicas da algebra matricial, o que nao vamos entrar em detalhes.

Para resolver o sistema de equagoes lineares, costumamos usar uma matriz denominada de matriz
aumentada que consiste de dois blocos, separado pelas linhas tracejadas. O bloco do lado esquerdo é

a matriz dos coeficientes e o bloco do lado direito é o vetor dos constantes. A matriz aumentada do
sistema é como segue.

1
a1 Az - aln:bl

b
Q21 Q22 - a2n: 2

1

:

1

b
Am1 Am2 **° Amp 1 Oy

E importante que consiga efetuar conversao rapida entre sistema de equacgoes, forma matricial e
a representacao por matriz aumentada.



3 Forma escalonada

Uma matriz ¢ denominada de forma escalonada ou forma escada quando o nimero de zeros no lado
esquerdo do primeiro elemento nao nulo da linha, aumenta a cada linha.

Exemplo 3.1. ¢ uma matriz escalonada, mas

No caso de ter esgotado o ntimero de colunas, isto é, quando uma linha tornar nula, todas linhas
seguintes devem ser linhas nulas.

1201
- 0:2 01 , .
Exercicio 3.2. TR é uma matriz escalonada.
0000
0000
A quarta linha nao aumentou os nimeros de zeros por ter esgotado as colunas, mas é uma matriz

escalonada.

Resolvendo o sistema ja escalonada

O sistema cuja matriz do sistema esta na forma escalonada é denominado de sistema escalonada.
A solucao deste sistema pode ser obtido facilmente pela técnica de substituicdo, resolvendo de baixo
para acima.

Exemplo 3.3. Considere a matriz aumentada do sistema

22 -1 0
01 2:-3
00 —4: 8

O sistema associada é

20 4+2y—2z =0

Y+ 2z =-3

| —4z =38

Resolvendo de baixo para cima, temos

—4z2=8 = z=-2

y+22=-3 = y+2x(-2)=-3 = y=-3+4=1

20+2y—2=0 = 204+2x1—-(-2)=0 = 204+4=0 = 2z=—-4 = x=-2
Logo, a solucao é x = -2,y =1,z = —2.

Podemos obter também as infinitas solucoes. Por exemplo, considere o sistema
12 -1 31

00 2 1:-1

00 0 -4, 4

tem infinitas solucoes.
Resolvendo de baixo para cima, temos



—4dw =4 —= w=-1

2241=-1 = 2z2=-2 = z=-1

r+2y—z+3w=1 = z+2y—(-1)+3x(-1)=1 = z+2y=3

que tem mais de uma variavel desconhecida. Neste caso, escolhemos estas varidveis como sendo
livres, com excecao de um. As variaveis que forem escolhidos como livres serdo considerados conhe-
cidos e sao manipulados como constantes no restante da resolucao. Por exemplo, escolhendo y como
livre, temos x = 3 — 2y.

Entao a solucao sera

r=3—-2y,ylivre, z=—-1lew=—1.

O nimero de variaveis livres da solu¢ao é denominado de grau de liberdade do sistema.

Determinante do sistema escalonada

Uma matriz é denominada de triangular superior quando a parte abaixo do diagonal sao nulas.
Da forma anéloga, é denominado de matriz triangular inferior quando a parte acima do diagonal sao
nulas.

Como os niimeros de zeros a esquerda do primeiro elemento nao nulo da linha na matriz escalonada
devem aumentar a cada linha, ele serd uma matriz triangular superior no caso de ser matriz quadrada.

Teorema 3.4 (Determinante do triangular). O determinante da matriz triangular € o produto dos
elementos dos diagonais.

Demonstracao. Temos que o determinante com o desenvolvimento de Laplace na coluna j é dado por
det A= (1) det Ay = (—1)"Pay;det Ayj + -+ + (1) Vay; det Ajj + -+ + (—=1)"ay,; det Ay
1

i=
onde A;; é a matriz obtida de A, eliminando a linha ¢ e a coluna j.

@11 Qi - a1n—1 A1n
0 axp --- a2n—1 A2n,
Considere o caso da matriz triangular superior. Seja A =
0 0 0 Qp—1p—1 Qn-1n
o o0 --- 0 Qnn
Aplicando o desenvolvimento de Laplace na primeira coluna, temos que detA =
(—1)"*ay; det Ai;j = appdet A;;. Aplicando sucessivamente o desenvolvimento de Laplace, temos

que



a;; aiz - a1n—1 Q1n
0 agp - a2 n—1 Q2n
det A = det
0 0 0 Ap—1n—1 Qp—1n
0 0 0 Qnn
Qg2 Ag3 - a2 n—1 Q2n,
0 azz -+ azp-1 asy,
= a11 det
0 0 tr Qp—1p—1 Qn—-1n
0 0o --- 0 Ann
aszz azq - a3,n—1 a3n
0 au -+  aapa Q4
= 11022 det : : .
0 0 ctr Qp—1pn—1 Qn—1n
o o - 0 Ann
- c=4a11 Ay

O caso da matriz triangular inferior é similar, efetuando o desenvolvimento de Laplace na primeira

linha. O
2 30 1
0 -1 5 —4
Exemplo 3.5. det 0 03 117 2x(—=1)x3x5=-30
0 00 5
2 30 1
0 -1 5 —4
e det 0 00 1 =2x(=1)x0x0=0.
0 00 O

4 Meétodo de eliminagao de Gauss (escalonamento)

O método de eliminagao de Gauss é um dos métodos mais usados para resolver o sistema linear. A
versao adaptada denominada de Eliminacao de Gauss-Jordan é um dos método mais pratico para
inverter matrizes. Além de resolver o sistema linear e inverter matrizes, a eliminacao de Gauss é
usado frequentemente para diversos outros calculos tais como determinantes, base do niicleo e da
imagem de uma transformacao linear, base do espaco gerado, etc.

O procedimento é converter a matriz aumentada do sistema dado, numa matriz escalonada, apli-
cando uma sequéncia de operacoes denominados de operacgoes elementares. Tais operacoes sao esco-
lhidos de forma que a solucao do sistema nao sejam alteradas.

As operacoes elementares constituem de trés operagoes basicas

e Somar mailtiplo de outra linha: Equivale a somar multiplo da outra equagao que também
nao altera a solucao do sistema.



e Troca de linhas: A troca de linhas corresponde a troca da posicao das equagoes, 0 que nao
influencia na solugao do sistema.

e Multiplicar uma linha por nimero nao nulo: Equivale a multiplicar um niimero nao nulo
na equacao correspondente que também nao altera a solucao. Esta operacao nao é necessério
na eliminagao de Gauss, mas faz-se necessario no Gauss-Jordan.

Para a praticidade, multiplicar e somar multiplos podem ser realizados juntas (exceto para o calculo
numérico).
A notacao usadas sao

e [, + L;+ pL; somar linha k£ multiplicado por p. Nao altera o determinante.

e [; <> L; é a troca de linha ¢ por linha k. Caso estiver calculando o determinante por método
de escalonamento, lembrar que isto muda o sinal do determinante.

e [, + A\L; multiplicar a linha 72 com A. Nao esquecer que A nao podem ser nulo. No caso de
estiver calculando o determinante, lembrar que o determinante é multiplicado por A.

No caso do Calculo Numérico, devera escalonar usando somente estas trés operacoes, o que é adequado
para uma implementacao computacional eficiente. Para o calculo manual, costuma trocar a segunda
operacao com

o [, < AL; + puL; combinacao de multiplicar e somar o miltiplo. Lembrar que A nao pode ser
nulo. Quando A = 1, serd operacgao usada no calculo numérico. No caso de estiver calculando
o determinante, lembrar que determinantes serd multiplicado por A.

Também usaremos a notagao adicional.
e [; < L; usado para indicar que a linha ¢ ndo precisa ser modificada (multiplicar por 1).

Todo de escalonamento é efetuado em etapas, escolhendo as linhas de cima para baixo. Na primeira
etapa, escolhe a linha 1, na segunda etapa escolhe a linha 2 e assim por diante. A linha escolhida em
cada etapa é denominada de linha pivo (chave). Apos escolher a linha de pivo, um elemento especial
desta linha denominado de elemento de pivo seréd escolhida.

Quando a linha de pivo for a primeira linha, inicialmente o primeiro elemento serd considerado
elemento de pivd. Quando a linha de pivo for outras linhas, o elemento de uma coluna a direita do
pivo anterior (da linha imediatamente acima) é denominado de elemento de pivo. Quando o elemento
de pivo e todos os elementos da linha de baixo nesta coluna forem nulas, o pivo sera deslocado para
a direita. Mais precisamente, um elemento da linha de pivd é denominado de elemento pivo se todas
elementos das linhas dele e de baixo dele nas colunas a esquerda sao nulas, mas existe pelo menos
um elemento nao nulo na linha ou abaixo dela na coluna dele.

O objetivo de cada etapa ¢ anular os elementos abaixo (Gauss) ou acima e abaixo (Gauss-Jordan)
do elemento pivo através dos operadores elementares usando a linha desejada e a linha pivo.

A melhor forma de entender o processo de eliminacao de Gauss é através de exemplos explicados.

Exemplo 4.1 (Escalonamento sem troca de linhas).

Counsidere o sistema linear
r+2y—z =95
3y + 2z =—1
T+ z =1



A matriz aumentada é

12 —15
03 2:1
10 1i1

Na primeira etapa, a linha pivd ¢ a linha 1. O primeiro elemento é o elemento do diagonal.
Precisamos anular os elementos da primeira coluna da segunda e da terceira linha (linha de baixo).

A segunda linha nao precisa de alteracao. Deverd anular a primeira coluna da terceira linha,
usando ele e a linha de pivo (primeira linha). Para isso, basta subtrair a linha de pivo.

pivo—| (1)2 —1:5 e L
03 21
- Ly La—L
10 11 5 s

Com estas operacoes, a primeira coluna ficou escalonada.

Agora, a linha de pivo é a segunda linha e o elemento pivo é o elemento do diagonal (uma a
esquerda do pivo anterior). Precisamos anular a segunda coluna da terceira linha (linha de baixo).

Para isto, basta multiplicar por 3 e subtrair o dobro da linha de pivd. O esquema usado aqui é
multiplicar o elemento de pivo na linha em alteragdo (que quer anular o elemento abaixo de pivo) e
o elemento que quer anular na linha de pivo. Esta “multiplicacao invertida” iguala os elementos na
coluna de pivo. Subtraindo uma da outra, podemos anular o elemento desejado. No exemplo, pivo
¢ 3. Logo, multiplica 3 na linha 3 que estd em alteracao. O elemento que quer anular é -2. Logo,
multiplica o -2 na linha de pivo. Depois subtrai um do outro.

1 2 -1' 5
piv@ — 0 25 1 L3y <+ 3L3— (—Q)Lg =3L3+ 2L,
0 -2 2i-4

Na operagao na terceira linha, foi necessario multiplicar fator nao trivial (diferente de +1) em pelo
menos uma das linhas. Casos como estes, é necessario efetuar calculos mais detalhada para evitar
erros e permitir corrigir no caso de cometer erros. Lembre-se de que, a forma mais rapida de calcular
é evitar erros, o que nao é exce¢ao para o caso de escalonamento.

O célculo para a terceira linha seré

3Ls: 0 —6 61-12
2L,: 0 6 41 2 (4)
0 0 10'—10

Agora a linha de pivo seria a terceira linha. Como nao ha linha abaixo da terceira linha, a matriz
j& esta escalonada.

L1215
0i3 21 1
0 0;10;-10

Como o escalonamento nao altera a solucao do sistema associado, basta resolver o sistema trian-
gular, resolvendo de baixo para cima.
O sistema associada é



r+2y—z =95
3y + 2z =1
10z =—-10
Resolvendo de baixo para cima, temos
102 =-10 = z=-1
Jy+2z=—-1 = 3y+2x(-1)=1 = 3y=3 = y=1
r+2y—2=5 = r+2x1—-(-1)=5 = +3=5 = x=2
Logo, a solugao é x =2,y =1,z = —1.
Para obter o determinante, precisarda ver o nimero de troca de linhas e quanto multiplicou nas
linhas.
Primeiramente, nao houve troca de linhas. Logo, nao havera mudanca de sinal dos determinantes.
O valor multiplicados nas linhas (que estdo sendo anuladas) sempre foram 1, exceto na linha
trés na etapa 2. Nesta etapa, a linha 3 foi multiplicada por 3. Logo, o determinante da matriz
escalonada é o determinante da matriz original multiplicado por 3, o que significa que determinantes
do original é um terco do determinante da matriz escalonada. Como o determinante do escalonada é
1 x 3 x 10 = 30, o determinante do original ¢ 10. O escalonamento ¢é util para a resolucao numérica,
incluindo solugao do sistema e determinantes, mas nao é pratico para a analise teorica (demonstrar
propriedades), o que costuma usar outras técnicas.
Em muitas 4reas da matemaética, encontrarao os resultados destinados para a analise teorica e
outra para a resolucio numeérica. E importante ndo confundir a utilidade de cada método.
Observacao importante: Para anular uma linha, s6 podera usar ele e o multiplo da linha de
pivo.
Suponha que a linha de pivo seja k-ésima linha e o elemento pivo seja ai;. Para anular a coluna
j da linha 7, basta efetuar a operacao
L; < ay;L; — a; L que é multiplicar elementos da coluna j de uma linha na outra e subtrair.
No caso do Calculo Numeérico que nao é permitido multiplicar na linha que esta sendo alterada,
passa dividindo pelo ay;, obtendo L; < L; — %Lk Apesar de gerar fracoes, é a forma adequada
para uma implementagao computacional eficiente, além de alguns outros beneficios, como obter uma
decomposi¢ao LU da matriz. Lembrar que o elemento de pivo ay; nao pode ser nulo.
Na etapa 2 do exemplo, foi aplicado L; < ax;L; — a;; L), (multiplicar elemento de uma linha na
outra e subtrair), gerando L3 <— 3L3 — (—2)Ly = 3L3 + 2Lo.
No caso do Calculo Numérico, deveria usar L; <+ L; — aJ] Ly, obtendo Ly < Lz — _TQL,€7 0 que

ay
evita de multiplicar ntimeros na linha corrente (neste caso, o determinante sera mantido).

Exemplo 4.2 (Escalonamento com troca de linhas).

Considere
rT+2y—z+w =-3
20 4+4y — 2243w =7

—3r—6y+2z—w =6
A matriz do sistema é
pivo — | (1) 2 -1 1:-3
2 4 -2 3.7
-3 -6 2 -1 : 6
como tem fatores multiplicando nas linhas, escreveremos as operacoes detalhadas de linhas.
Segunda linha:

Lo+ Ly —21,4
L3y < L3+ 3L,



Ly : 2 4 =2 37

2Lyt =2 —4 2 =21 6 (+)

0 0 0 1'—1

Terceira linha:
Ly: -3 -6 2 —1' 6

3Li: 3 6 —3 3'-9 (4)

0 0 -1 2'-3

O elemento pivo serd escolhido inicialmente como sendo uma coluna a direita da etapa anterior.
Caso ele for nulo, trocar com linha de baixo. Caso todos os elementos desta coluna nas linhas de
baixo forem nulos, deslocar para a direita. No exemplo, o elemento pivo é nulo e todos elementos
correspondentes nas linhas de baixo também. Logo, deslocamos uma coluna para a direita.

12 —1 1:-3
pivo — O 0 15—1
0:0 —1 213
O elemento pivo ainda é nulo, mas agora podemos trocar com a linha de baixo.
12 -11'-3
pivo—| 0 0i(0) 11—1 Ly > L
00i-12:-3

No caso de estar calculando o determinante, lembrar que a troca de linha muda o sinal do deter-
minante. Tendo o elemento pivo nao nulo, prosseguiremos com o procedimento de escalonamento,
ainda na segunda etapa (linha de pivo é a segunda linha). Como a terceira linha ji tem zero na
coluna, nada precisa ser feita.

12 -11'-3
pivo—| 0 0iCD) 213 Ls < Ls
00 0111
Assim, obtemos o sistema escalonada
12 -11'-3
e E .
00 0ili—1
Q sistema associada é
r+2y—z+w =-3
—z 4+ 2w =-3
(w =—1
Resolvendo de baixo para cima.

w = —1.

—z242w=-3 = —z2+4+2(-1)=-3 = —2-2=-3 = z=1

Naequacio r +2y —z+w=-3 —= z+2y—14+(-1)=-3 = x+4+2y=-3+2=—1,
obtendo = + 2y = —1, o que tem mais de uma variavel. Escolhendo y como sendo livre, teremos
r=—-1-—2y.

Assim, a solucao sera



y = livre
z =1
w = —1

Observacao 4.3. A troca de linha no processo de escalonamento é denominado de privoteamento.

5 A matriz inversa e escalonamento (Gauss-Jordan)

No caso da matriz 2 x 2, tem uma férmula pronta para inversa.

a

—1
Dado A = [ . b ], temos que A~! = { @ b } = 1 { d _2 . Note que os elementos

d c d detd | ¢
dos diagonais principais trocaram de lugar e o elemento na diagonal secundério trocaram de sinal,
mantendo no lugar. Esta féormula pode ser obtido facilmente da matriz dos cofatores. No caso da
dimensao maior ou igual a 3, o escalonamento ¢ uma das técnicas mais importantes para inverter
matrizes.

O processo consiste em escalonar a matriz obtido, colocando a matriz desejada no lado esquerdo e
a matriz identidade no lado direito. O processo de escalonamento é similar ao da resolucao do sistema
linear, mas as operagoes serdo aplicadas em todas linhas que nao sejam do pivo (acima e abaixo da
linha de pivo). Assim, obteremos uma matriz diagonal no lado esquerdo. Dividindo cada linha com
o elemento do diagonal do lado esquerdo usando a operacao elementar L; <— A\L;, obteremos uma
matriz identidade no lado esquerdo. A matriz no lado direito é a matriz inversa.

O processo de escalonar tanto para cima como para baixo da linha de pivo (e deixar o pivo como
1) para resolver o sistema ou inverter uma matriz é denominado de método de Gauss-Jordan.

O — N
—— o

1
Exemplo 5.1. Obter a inversa de A = 0
—1

A matriz aumentada, é
120100
011:010
-12 1,001
Na primeira etapa, somente existem linhas de baixo e operagoes é exatamente igual ao método de
Gauss.

o[ @ronon ] L,
| Ly Ly + L
121100 1 3 et
Agora a linha de pivo é a segunda linha e precisamos anular acima e abaixo dela.
pivo— 0@1:010 Ls ¢ Ly — AL,
04 1/101

A primeira linha:

10



Li: 1 2 01 00

—2Ly: 0 —2 =210 =2 0 (+)

1 0 -2'1 -2 0

A segunda linha:

Is: 0 4 11 01

—ALy: 0 —4 —410 —4 0 (+)

0 0 -3/1 41

Continuando para a terceira etapa (linha de pivo é terceira).
10 -211—-20
01 1:.0 10
pivo—| 0 0 C3i1 —4 1
O célculo para a primeira linha seré
3Li: 30 -6 3 -6 0
—2L;: 00 6'—2 8 —2 (+)
30 0 1 2 —2

L1 “— 3L1 — 2L3
Lo <+ 3Ly + L3

e para a segunda linha, temos
3Ly: 03 30 30
Ly: 00 =3'1 —4 1 (+4)

03 0/1 —11

Assim, ja diagonalizamos o lado esquerdo da matriz aumentada.
30 011 2 -2
03 0:11 -1 1
00 -3:1 -4 1

Agora dividiremos as linhas com os elementos de diagonais da matriz a esquerda.

1
i | Ly <+ 5Ly
3)o 011 2 -2 ;
0(3) 011 -1 1 Ly« =Ly
00 CE31 —4 1 )
- I L3 < _—L3
O_ lado esquerdo tornou matriz identidade. Entao o lado direito serd a matriz inversa.
| 2 2
o111
010y 5 -5 3
b1 4 1
00 1i-5 3 —3

Matriz inversa é A = , com o determinante

QO |00 [0 =
QO Lo [0 [N
000 [ Lo | h

11



-1y — (L, =84 =2\ _ (=2, 4, =2\ _ =1 - _ ; 4

det (A™) = (z+F+F) — (F+5+75) = 5 Como det A = —3, o determinante esté
coerente. A comparagao dos determinantes é uma das técnicas mais usadas para detectar erros na
matriz até 3 x 3, pois é muito raro ter determinantes coerentes quando comete erros na inversao da
matriz. No entanto, matriz acima de 4 x 4, é mais rapido verificar se o produto é matriz identidade.

111
Exemplo 5.2 (Gauss-Jordan com pivotamento). Obter a inversade A= | 1 1 0
1 01

A matriz aumentada é
111100
110010
1011001
Na primeira etapa, precisaremos anular abaixo do diagonal.

pivo—| (1)1 111 0 0 Ly Ly — L,
1105010 Ls < Ly — L,
101,001

Agora a linha de pivé é a segunda linha. Como o elemento de pivo é nula, precisamos trocar com

a linha de baixo.
1 1 1100

o | Ly <+—
pivo — | 0 (0) —11-1 10 |, .
3

0 -1 0.-101
Agora pre:cisamos anular acima e a:ubaixo do elemento de pivo.
1 1 1" 100
pivo — | 0 &) 01—10 1
0 0 -1 : -1 10
Continuan:do para a terceira etapa: (linha de pivo é terceira).
1 0 1! 001
0 -1 0:-101
pivo— | 0 0 Cpici 1o |21

Assim, ja _diagonalizamlos o lado esquerdo da matriz aumentada.

A_gora dividiremos as linhas com os elementos de diagonais da matriz a esquerda.

Ll(—L1+L2
LgFLg

Ll(—L1+L3

(Mo o0i-111 Ly I
0E) 0i-101 Ly —Ly
0 0 Chi-110 Ly + —Lg

Q lado esquerdo tornou matriz identidade. Entao o lado direito ser& a matriz inversa.
100—1 1 1
010 1 0 -1
001, 1 -1 0

-1 1 1
Matriz inversa é A = 1 0 —1 |, com o determinante
1 -1 0

12



det (A7!) = —1. Como det A = —1, o determinante esta coerente.

6 O posto da matriz e grau de liberdade.

O posto da matriz A é definido como sendo ntimero de linhas nao nulas ap6s o escalonamento e
costuma ser denotado por p(A).

Dado um sistema linear, a forma escalonada equivalente da matriz aumentada permite classificar
o sistema quanto as suas solucoes, assim como saber quantas variaveis livres existem na solucao do
sistema.

Um sistema de equagoes é equivalente a forma escalonada. Isto significa que a solucao é exatamente
a mesma. Portanto, basta saber escalonar e classificar a forma escalonada para classificar um sistema.

Um sistema escalonada nao tem solugao se, e somente se, tiver uma linha com lado da matriz do
sistema nula e lado dos constantes nao nulas. Tal linha resulta na equacao do tipo 0 = ¢ # 0.

Como as linhas totalmente nulas (tanto na parte da matriz do sistema, como dos constantes),
costumam ignorar e analisar as linhas que restarem.

Exemplo 6.1. Caso que nao tem solucgao.

12 -1 1
00 2:-1
00 0! 4
A —"

O sistema nao tem solucao, a tltima linha resulta na equacao Ox + 0y + 0z =4 — 0=4.

Caso tenha solucao, analisaremos se tem solugao tnica ou infinita. Um sistema escalonada com
solucao apresenta uma tnica solucao se, e somente se, o nimero de linhas nao nulas for igual ao
numero de variaveis.

Exemplo 6.2. Caso que aparece linhas nulas.

P O O
P O O N

O sistema restante (apo6s cortar linhas totalmente nulas) tem uma tnica solugdo.

Exemplo 6.3. Caso que aparece linhas nulas (2)

12 -1 1
00 2:i—1
G-
6—0—61—b

O grau de liberdade (nimero de variaveis livres) do sistema escalonado é o nimero de variaveis
menos o nimero de linhas nao nulas. Logo, serd o nimero de variaveis menos o posto da matriz do
sistema.
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No exemplo anterior, o grau de liberdade é 1.
Se marcar o nimero da equacao do sistema no lado esquerdo, podera detectar a equacao redun-
dante.

r+y+z =1

o . : r—y+z =1

Exemplo 6.4. Elimine as equacgoes redundantes do sistema N X
x+z =

r+y—z =1

A matriz do sistema é

la.| (1) 1 L Ly Lo—1,
2a. I -1 11 Ls < Ly — Ly
3a.| 10 111 L1
da.| 1 1 —1! e
la.| 1 1 11

2a.| 0 C2 010 Ly ¢ 2Ly — Ly
3a. 0 —1 010 Ly < Ly

da.| 0 0 —2!0

2Ls: 0 —2 010
Ly: 0 =2 0'0 (—)

la.] 1 1 1'1
2a.| 0 =2 0:0
3a.| 0 0 (0)i0 bo o L
4da.l 0 O —2,0
a0 trocar linhas, troca-se também a rotulacao a esquerda.
la.| 1 1 11
2a.| 0 =2 0:0
4a.] 0 0 —=2.0
3a.] 0 0 010
Agor_a a matriz esta escalonada. A tltima linha é uma linha nula, logo a equagao associada é
redundante. Pela enumeracao a esquerda, podemos constatar que é a equagao 3.

Da forma andloga, podemos determinar equacoes inconsistentes. Equacoes inconsistentes é aquele
associado as linhas to tipo 0 --- 0 ‘ a com a # 0.

7 Calculando o determinante por escalonamento

Embora o desenvolvimento por Laplace no calculo de determinantes permite calcular para matriz
n X n e é importante para efetuar demonstracoes, é bastante trabalhoso para calcular para matrizes
acima de 3 x 3. O método eficaz para calculo de determinantes principalmente quando ¢ acima de
3 x 3 ¢é pelo processo de escalonamento.
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Seja A a matriz original e A, a matriz escalonada. Entdo o determinante de A pode ser obtido
como produto dos elementos dos diagonais. Pelo propriedade dos determinantes, podemos mostrar
que a operacao L; +— AL, faz multiplicar o determinante por A e somar miltiplo de outras linhas nao
altera o valor do determinante. Também sabemos que a troca de linha inverte o sinal do determinante.
Com isso, podemos concluir que (—1)? (J]\) det A = det A onde p é o ntimero de troca de linhas.

3 010
. -2 0 2
Exemplo 7.1. Calcule o determinante de A = 0 10 1 usando escalonamento.
0 -1 0 1
@2 8;8 Ly ¢ 3Ly + 2L,
B L+ Ly tendo A =3, A=1e\ =1
0 101 I
0 —-101 e
respectivamente.

3Ly: —6 0 6 0
2L;: 6020 (+)

0080
Como pivo é nulo e tem elementos nao nulos abaixo dele, troca-se as linhas.
3 010
0@80 Lo +— L3
0 101
0 —-101
3 010
Ly <+ L
0®01 ° ’ tendo A=1eA=1
0 080 Ly Ly+ Ly
0 -101
3010
0101
00860
0002

que ja tem a forma escada.

O produto de M’ s €3 x1x1x1x1=3. Como houve nimero impar de troca de linhas, o
sinal de det A é oposto de det A. Assim, —3det A = det A. Como det A =3 x 1 x 8 x 2, temos que
—3det A =3 x 8 x 2 e consequentemente, det A = —16.

Exercicio 7.2. Encontre o determinante do exemplo anterior pelo desenvolvimento de Laplace.
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