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Neste texto, faremos uma breve revisao dos planos coordenadas e introduziremos os conceitos
de vetores em coordenadas do plano cartesiano.

1 Coordenadas no plano e no espaco

No plano, tracamos uma reta real horizontal de esquerda para direita e denominamos de eixo OX.
Tracamos outra reta real de baixo para cima, denominando de eixo OY. Neste caso, o ponto de
cruzamento (denominado de origem) devem coincidir com a origem das duas retas reais. Apesar de
poder usar retas inclinadas em vez de horizontal /vertical, as duas retas devem formar um angulo
reto para efetuar calculos mais tarde (Figura [1)).

Dado um ponto P no plano, seja P, e P,, as projegoes ortogonais do ponto P nos eixos OX
e OY respectivamente. Considerando a reta real OX, temos que P, associa a um tnico nimero
real z. Da mesma forma, P, associa a um tnico nimero real y na reta real OY. Assim, o ponto
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Figura 1: Eixos coordenadas no plano



Figura 2: Eixos coordenadas no plano
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Figura 3: Eixos coordenadas no espago

P sera associado unicamente ao par de nimeros reais (x,y) denominados de coordenada do ponto
P (Figura[2).

Reciprocamente, se tiver um par de nimero real (z,y), considere os pontos P, e P, associados
ao nimero x sobre OX e y sobre OY respectivamente. Agora tracaremos uma reta r, passando por
P, paralelamente ao eixo OY e r, passando por P, paralelamente ao eixo OX. Entao marcaremos
o ponto P sobre o cruzamento destas duas retas. Com estas construcoes, cada ponto do plano
ficard unicamente associado ao par de nimeros reais.

Da mesma forma, no espacgo, podemos tracar trés retas reais ortogonais entre si por um ponto,
formando eixos no espago (Figura [3) de modo a satisfazer a regra da mao direita.

Um sistema de eixos satisfaz a regra da mao direita quando fechar a mao direita, segurando o
terceiro eixo com polegar apontando para sentido do terceiro eixo, entao os quatro dedos restantes
da volta do primeiro eixo para o segundo eixo (Figura . O sistema de eixos que satisfaz a regra
de mao direita é dito ter orientacao positiva.

Dado um ponto P no espago, seja P, P, e P,, as projegoes ortogonais do ponto P nos eixos
OX, OY e OZ respectivamente. Agora, sejam x, y e z, os nimeros associados a cada um desses
pontos no eixos coordenadas. Assim, o ponto P sera associado unicamente ao trio de ntumeros
reais (z,vy, z) (Figura |5)).

Dado um trio de nimeros (x,y, z), considere planos passando por P,, paralelo ao plano coor-
denada YOZ, passando por P, paralelo ao plano coordenada XOZ e passando por P, paralelo ao
plano coordenada XOY'. A interseccao destes trés planos da o ponto P associado ao (z,y, 2).
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Figura 4: Regra da mao direita para eixos



Figura 6: Distancia entre dois pontos no plano

2 A distancia entre dois pontos

A distancia entre dois pontos é dado por

d((z1, 1), (22, 42)) = /(22 — 21)? + (y2 — y1)? no plano e d((x1, Y1, 21), (22, Y2, 22)) = /(w2 — 1) + (y2 —
no espaco.

Veremos o caso de R Sejam P = (z1,y1) e Q = (72, y2) pontos do plano. Vamos considerar
0 caso em que o ponto () estd no lado direito e acima do ponto P. Tracando retas paralelas ao
eixo OY por @ e paralelo ao eixo OX por P, forma um tridngulo retangulo com hipotenusa P(Q)
e catetos Az = x5 — x1 ¢ Ay = yo — y1 (Figura[f). Assim, a distancia de P a @ ¢ o comprimento
do PQ que ¢ dado por d*> = (Ax)? + (Ay)? pelo Teorema de Pitagoras e consequentemente,
d = +/(Az)2 + (Ay)? = \/(z2a — 21)% + (y2 — y1)?. Note a importancia do eixo ser ortogonal para
obter o triangulo retangulo usado aqui.

No caso de trés coordenadas (Figura |7) ' d=+/(Az)24+ (Ay)2 = /(22— 1)+ (2 —y1)% e a
projecao do diagonal r sobre o plano paralelo ao plano coordenada XOY', passando por P. Como
r é hipotenusa do triangulo retémgulo com catetos d e Az = 29 — 21, a distancia de P até Q) é
r=\/d®+ (Ayz) = \/(x2 — 21)2 + (Y2 — 11)? + (22 — 21)?

Observagao 2.1. No caso de ter n coordenadas, isto é, P = (z1,...,2,) ¢ @ = (Y1,---,Yn), &
distancia é d(P,Q) = \/(y1 — 21)2+ -+ + (Yo — 7).

Observacao 2.2. Com a distancia, podemos trabalhar com a circunferéncia. Uma circunferéncia
de raio r com centro em (a,b) é formados pelos pontos (z,y) tal que d((x,y), (a,b)) = r. Assim,
V/(z —a)? + (y — b)? = r. Elevando ambos os lados pelo quadrado, temos (z —a)?+ (y —b)* =

Exemplo 2.3. Obtenha os pontos de interseccao da circunferéncia de raio 1 centrada na origem
com a circunferéncia de raio 1 centrada em (1,0).

Os pontos de interseccao devem estar em ambas circunferéncias, logo, deve satisfazer ambas
equagoes. A primeira circunferéncia é 2 + y? = 1 e a segunda circunferéncia ¢ (r — 1) +y% = 1
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Figura 7: Distancia entre dois pontos no espago

2+yr=1 Y @-1)2+y*=1
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Figura 8: Intercecgao dos circulos

(Figura [g).

: : < < . z? 4 y? =1
Assim, os pontos de interseccao é a solucao do sistema ) )
(-1 +y =1

e substituindo na segunda equagao, temos (z — 1)? +1 — 22 = 1 e logo,

. Pela primeira

equacgao, y? = 1 — a2

—2r+1=0. Assim, x = % Substituindo ele na primeira equagao, obtém y = :I:‘/Tg. Assim, os

pontos de interseccao sao (%, ‘/7§> e (%, #)

3 vetor

Para trabalhar com a geometria, além da circunferéncia, precisa ter segmentos de retas. No entanto,
a deducao da equacao de retas requer conceitos mais elaborados que simplesmente distancias. O
conceito fundamental para estudo de retas e planos na geometria analitica é o vetor. Nesta secao,
vamos introduzir o que é um vetor.

Quanto deve mover e para que lado deve ir, para sair do ponto P e chegar até o ponto () é
representado por vetor PQ) (Figura @) O movimento depende da dire¢ao (paralela a qual reta)
e sentido (para que lado) do movimento e quanto moveu (valor escalar) e ndo de onde iniciou o
movimento.

A direcao é determinado pelo (Az, Ay) onde Az = 9 — 21 e Ay = y2 — y1, € nao pelo ponto
inicial P.

Agora vamos caracterizar formalmente o que é um vetor.

Consideremos um conjunto de segmentos orientados. Assim, PQ e QP sao considerados dis-
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(a) mesmo sentido (b) sentido oposto

Figura 10: Vetor com mesma direcao

tintos. Agora vamos definir uma relacdo de equivaléncia (dizer o que é igual) como sendo, dois
segmentos orientados sdo equivalentes se, e somente se, tiver mesma direcao (estar contido nas
retas paralelas), sentido (apontar para mesmo lado) e norma (mesmo tamanho) (Figura [10). A
classe de equivaléncia dos segmentos orientados é denominado de um vetor. Isto é, um vetor pode
ser representado por um segmento orientado, mas nao importa onde comeca. A representacao
grafica é feito, desenhando uma seta ligando o ponto inicial a final do segmento orientado que
represente.

Usando vetores que inicia em qualquer ponto, ficara dificil de comparar um com o outro. Assim,
vamos usar uma representacao uniformizada, com vetores iniciado na origem, tendo mesmo valores
de (Az, Ay) que o 1@ (Figura . Neste caso, OR — 1@ se R = (Az,Ay). Como O = (0,0),
nos representaremos o vetor iniciado na origem somente pelas coordenadas do ponto de chegada.
Assim, ]@ = O? = (Az, Ay).

Um vetor determinado por dois pontos costuma ser representado pelos dois pontos com seta
encima. Os vetores genéricos costuma ser representado pela letra romana mintscula com seta
encima. Alguns textos usam a letra romana mindscula em negrito, o que requer atencao para
distinguir do escalar (nimeros) que também é romana mindscula (que nao é negrito). Neste texto,
sempre colocaremos uma seta encima da letra.

Exemplo 3.1. P = (1,2) e Q = (3,4) entdo ]@ = (Az,Ay) com Az = 2 e Ay = 2. Entao
PG = (2,2) (Figura[12)

Como tanto os pontos como vetores usa par de nimeros para representar, requer cuidados para
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Figura 11: Representante do vetor escolhido na origem

Figura 12: O vetor (1,2)(3,4) = (2,2)

nao confundir um com_o outro.

Dado um vetor PQ, o comprimento do segmento dado como distancia entre dois pontos é a
norma do vetor e é denotado por ||PQ||. No caso de movimento, a norma é a distancia a ser
percorrida durante o movimento. No caso de vetor representado com ponto inicial na origem,

—

U = (x,y), a norma de ¢ ficaria como |EJ|| = /22 +y2 No caso de espago, tem-se que |H)|| =
V2?2 +y? + 22 para ¥ = (z,y, 2).
Observagdo 3.2. Para 0 = (xq,...,2,), tem-se que ||[0]] = \/2? + -+ + 22

Observacao 3.3. Quando tem-se o vetor U em coordenadas, podemos usar a notacao v, vy € U3
respectivamente para primeira, segunda e terceira coordenada.

Essencialmente, um vetor geométrico é aquele que pode ser representado com segmento ori-
entado com a relacao de equivaléncia citada. Na fisica, existem varios medidas que podem ser
representados como vetor. O mais importantes deles é a velocidade e a forca.

Quando um objeto estd em movimento, existe a direcao e sentido do movimento. Além disso,
existe a velocidade escalar (a intensidade do movimento). Um vetor velocidade é associado a
direcdo e sentido do movimento, juntamente com o velocidade escalar (que serd a sua norma). Em
geral, a representacao gréafica sera feito, colocando uma seta na posicao do objeto, apontando para o
lado onde move e com comprimento da seta igual a sua velocidade escalar. Uma das caracteristicas
importantes do vetor velocidade é ser tangente a trajetoria do movimento (Figura , 0 que nao
vamos entrar em detalhes.

No caso de forcas, tem a direcao e sentido em que a forca atua e a intensidade da forga,
denominado de forca escalar. Da mesma forma que o vetor velocidade, a forca pode ser representado
com o vetor forca, associando a direcao, sentido e intensidade da sua forca.



Figura 13: O vetor velocidade é tangente a trajetoria
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Figura 14: O vetor soma

Note que, poder associar ao segmento orientado ainda nao significa que pode ser representado
por um vetor. Para ser vetor, precisa satisfazer algumas exigéncias algébricas (propriedades opera-
cionais) como veremos mais adiante. No caso de velocidade e forgas, estas exigéncias operacionais
serao satisfeitas.

4 soma e produto por escalar

Dado dois vetores, podemos combinar para obter um novo vetor. Esta combinacao de dois ele-
mentos é denominado de operador binario e é uma das coisas mais importantes no estudo da
algebra.

A soma dos vetores é definido como segue. Vamos supor que u = ]@ e U = Cﬁ €omo
movimento. Entao podemos pensar no vetor ¢ 4+ ¢ como o movimento feito pelo 4 seguido de v.
Entao, o movimento « 4+ v sai do ponto P, passa pelo ponto () e chega no ponto R, tendo mesmo
ponto inicial e final que o movimento PR. Entao u + v = PQ) + QR = PR. Pensando o vetor
como segmento orientado, temos que colocar o vetor ¢ comegando no ponto final de u.

Para saber como operar em coordenadas, considere 4 = (z1,y1) e ¥ = (22, y2). Entéo a distancia
do ponto inicial até final dos vetores u e ¢ na direcao do eixo X sdo x; e x5 respectivamente. Assim,
a distancia até o ponto inicial até final de ©+¥ é x1+x» (Figura. Fazendo mesmo raciocinio para
a segunda coordenada, temos que (21, Y1)+ (22, y2) = (x1+22,y1+y2) que é a soma de coordenadas
a coordenadas. No caso do espago, temos que (z1,y1, 21) + (2, Yo, 22) = (T1 + T2, Y1 + Yo, 21 + 22).

Observacao 4.1. (x1,...,xn) + (Y1, Yn) = (L1 + Y1, -, Tny + Yn)
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Figura 15: Associatividade da soma.
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Figura 16: Regra do paralelogramo

A soma dos vetores satisfaz as seguintes condicoes

Associativa: Vu, v, = (d+v)+ @ =u+ (V+ o).
_l’_

Comutativa: Vi,V — u+ U =1

Elemento nulo: 30 : V& = 0+ =7+ 0 =1. O vetor 0 é denominado de vetor nulo.

+ 7 = 0. Nos denotamos @ + (—7) como sendo

Il
—
|
N

Elemento oposto: V¢,3 — ¢ : 7+ (—7)
i — U que é a diferenca entre vetores.

A associatividade estéd ilustrada na Figura Como a soma dos vetores pode ser efetuado,
iniciando de qualquer ponto inicial, ¥+ @ pode ser colocada, iniciando no ponto final de #. Assim,
(4+7)+wW e u+ (V+w), ambas inciam na origem e terminam no mesmo ponto que ¢ a concatenagao
de 4,V e 0.

A comutatividade é ilustrado pela Figura [16| e é conhecido como regra do paralelogramo. A
soma dos vetores @ com ¥ é o diagonal do paralelogramo formado pelos vetores o e v.

O vetor nulo é o vetor que tem o mesmo ponto de chegada que a saida PP, que representa o
deslocamento nulo. O vetor oposto é so inverter o sentido da seta, isto é —PQ) = QP (Figura .

Em termos de coordenadas, sabemos que a soma se realiza, somando coordenada a coordenada.
Assim, associatividade e comutatividade pode ser verificada de imediato.



Figura 17: O vetor oposto

)
U /N

X
]

Figura 18: O vetor \v para A > 0

O elemento nulo é o vetor com todas coordenadas nulas e o vetor oposto é o vetor cuja todas
coordenadas tem o sinal oposto.

Note que, exceto o vetor nulo, tem a direcao e sentido, determinado pelo segmento orientado
que representa. Como o vetor nulo é associado ao ponto e nao ao segmento, nao existe direcao,
muito menos o sentido.

Além da operacao da soma, o vetor tem a propriedade de escalabilidade, isto é, podera alterar
o seu tamanho para valor que quiser, exceto o vetor nulo. Esta operacao ¢ denominado de produto
por escalar e para cada nimero real \ e vetor ¥, A/ é um vetor e apresenta as seguintes propriedades

e Associatividade: Vo, 5 € R e V¥, (af8)0 = a(p7)

e distributividade em relagao a escalar: Vo, 3 € R e ¢ tem-se (a + )0 = av + (.
e distributividade em relagao ao vetor: YA € R e 4, ¥ tem-se A\(¢ + ¥) = A\ + AU.
o lU=1

Atente na distributividade. Em geral, o produto no conjunto que tem a soma precisa ter a distri-
butividade.

Para escalar positivo A, o produto por escalar num movimento é exatamente exercer movimento
na mesma direcao e sentido, percorrendo \ vezes a distancia anterior. A Figura [18 mostra esta
situacao.

Como formam dois triangulos semelhantes, a razao entre hipotenusa (que é \) é igual a razao
entre catetos correspondentes. Assim, a medida sobre o eixo OX entre A\v' e ¥ é A, 0 que conclui
que a coordenada X de AU é \ vezes coordenada X de ¢. Usando o mesmo raciocinio para ou-
tras coordenadas, temos que o produto escalar em coordenadas é multiplicar o escalar em todas
coordenadas, isto é, A(z,y) = (Az, Ay) no plano e A(z,y, z) = (Ax, \y, Az) no espago.

Para A < 0, definimos A\ como sendo o vetor oposto de |A|7 (Figura_[19).
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Figura 19: O vetor \v para A < 0

Como o raciocinio similar ao do caso de A > 0, também obtém-se queA(z,y) = (Az, \y) no
plano e A(z,y, z) = (Az, Ay, Az) no espago.

Quando multiplica um escalar positivo no vetor, ele mantém a direcao e sentido. Quando mul-
tiplica um escalar negativo também mantém a dire¢do, mas inverte o sentido. Quando multiplica
com zero, terd um vetor nulo.

E facil verificar que ele satisfaz as propriedades exigidas para um produto por escalar.

Observagao 4.2. Temos que A(z1,...,2,) = (Ax1,. .., Azy,).

Note que, se dois vetores forem paralelos, podemos obter uma a partir da outra através do
produto por escalar. Assim, temos que, dois vetores nao nulos sdo paralelas se, e somente se,
um for miltiplo do outro. Para facilitar a classificacdo no ponto de vista algébrica (operacional),
definimos

Definigao 4.3. Dois vetores sao ditos linearmente dependentes (L.D.) se um deles for multiplo do
outro. Se dois vetores ndo forem L.D., dizemos que é linearmente independentes (L.L.).

Note que L.D. é classificacao para dizer se ¢ miltiplo ou nao. Se dois vetores forem L.D., entao
ou eles sao paralelas ou um deles é o vetor nulo.

Uma das coisas importantes é o comportamento das normas em relagao a operagoes de soma e
produto por escalar.

Temos que

e |7]| =0 < 7=0.
e desigualdade triangular: ||@ + 9] < ||u|| + ||7]|
e coeréncia com a norma: ||AJ|| = |A|||7]].

Dado um vetor nao nulo, existe um vetor de norma 1 na mesma direcao e sentido deles. Considere
v # 0. Entao u = ﬁﬁ ¢ tal vetor. Note que estamos usando o ~ em vez da seta sobre a letra para
denotar o vetor de tamanho 1. O vetor de tamanho 1 ¢ denominado de versor.

Agora vamos relembrar que P() = () — P em coordenadas. Assim, com o abuso de notacao,

podemos escrever (Q = P + P(@), .o que vale numericamente. Agora vamos ver o que significa soma
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Figura 20: A soma do ponto com o vetor

Figura 21: O ponto médio do segmento. v = %@

de ponto com o vetor. Note que a diferenca dos pontos é o vetor que leva um ponto no outro.
Entao a soma de ponto a vetor é o ponto final do vetor que sai do ponto em questao (Figura 20)).

Note que os pontos nao podem ser somados, pois 0 seu valor dependerd da posicao de origem,
mas média dos pontos pode ser obtido. Um dos mais importantes deles é o ponto médio do
segmento e o baricentro do triangulo.

Exemplo 4.4. Seja dado um segmento AB. O ponto médio M é o ponto sobre ogmento AB
tal que d(A, M) = d(M,B) = 3d(A, B). Em termos vetoriais, isto significa que AM = %zﬁ e
logo, M:A+m:A+%@:A+%(B—A) = 448 (Figura.

2

Exemplo 4.5. Seja AABC. O baricentro é o encontro da mediana (segmento que liga vértice
ao ponto médio do lado oposto) e sabe-se que o baricentro é localizada em % a partir da vértice.
.

Entdo o baricentro ¢ dado por P = A+ 2AM onde M = B£C. Assim, P = A+ 2(M — A) =
A+ 3 (B2~ A) = B:C (Figura D)

B M C

e

Figura 22: O baricentro de um triangulo. v = %AM com M = B%C
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Figura 23: A soma do ponto com o vetor. M = ALQB e N= ALQC
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Figura 24: Formando paralelogramo

Exemplo 4.6. Seja AABC e M e N sao pontos médio de AB e AC respectivamente. Entao
MN//BC e MN mede metade de BC.

Temos M = 248 ¢ N = A€ Entio MN:N—M:%(C—B):%B?*. Assim, MN ¢

2

paralelo ao BC' ¢ mede metade (Figura .

Exercicio 4.7. Seja dado trés pontos A, B e C nao colineares (ndo estdo na mesma reta). Obtenha
o quarto ponto D tal que ABC' D forma um paralelogramo.
. — — — —> — ? .
Dica: D=B+d+vcomd=BAev=DB (Flgura.

5 produto escalar

Dado dois segmentos, podemos pensar em como medir o angulo entre eles. No plano, devido a
congruéncia de triangulos, a medida do comprimento determina os angulos. Mas como medir?
Para isso, podemos procurar uma operacao entre dois vetores que tem haver com a norma que é
medida do comprimento.

Inicialmente, pensemos como obter o0 modulo (medida dos nimeros reais).

Temos |a| = Va2 0u seja, |a|> = aa. Entdo o quadrado do valor absoluto pode ser obtido como
produto dele com ele mesmo. Obviamente, o produto envolve dois niimeros diferentes. Entao sera
que nao existe um produto entre dois vetores que produza norma ao quadrado quando multiplica
ele com ele mesmo? Vale a pena fazer esta investigacao. Mas antes, vamos observar que um
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Figura 25: O vetor diferenca

produto deve ser distributivo, Além disso, é esperado que seja comutativo para ser produto bom
(nem todo produto é comutativo. Por exemplo, produto das matrizes nao é comutativo).

Queremos entao um produto denominado produto escalar (nao confundir com o produto por
escalar) ou produto interno, satisfazendo

e U7 ¢ um nimero real tal que 7 - 7 = ||0]|* (analogia de aa = |a|?)

comutativo: € - v =74

distributivo: @ - (V+ W) =4 - U+« - W

o (A\U)-w = \U- )
Observagao 5.1. O produto interno também pode ser denotado por (i, ¥/).
Inicialmente, vamos investigar como relaciona com a norma. Como queremos operar com dois
vetores, vamos calcular a norma de soma de um vetor. Para usar confortavelmente o produto
escalar, precisamos elevar a norma ao quadrado.

Assim, ||+ 0]|]? = (@ +0)- (U +0)=d-d+u-T+ 0 -4+ 00 = ||[d]|* + 20 - T+ ||7]]>.

ogo, U -V = 5 (||t + v||* — [|@]|* — ||7]|*) que é a maneira de calcular produto escalar usando

a norma.

No caso de ter eixos ortogonais, escrevendo em coordenadas, ¢ facil verificar que

(21,91) - (2, Y2) = T122 + y1y2 0o plano e (1, y1, 21) - (T2, Yo, 22) = 122 + Y1Y2 + 2122 NO €sPago.
Poderé verificar sem dificuldades que esta formula satisfaz as condigoes exigidas no produto escalar.

Observagao 5.2. (x1,...,%n) (Y1, Yn) = T1y1 + -+ + Tp¥Yn.

Agora vamos analisar o que o produto escalar calcula. Para isso, observe que ||v — d|| é a
medida do lado do tridngulo que representa a soma de @ com o U (Figura .

Temos que || —u|]?= (0 —d)- (V—14)=0-0—0-d—u-0+ud=|0]]*—2a- 0+ |||

Por outro lado, pelo lei dos cossenos, temos que || — a||* = ||@]||*> + ||7]]* — 2||4]] ||7]| cos 6 onde
0 é o angulo formado pelo vetores @ e . Com isso, concluimos que
Teorema 5.3. i - U = ||d|| ||V]| cos .

A igualdade acima ¢ um dos mais importantes para resolver problemas geométricos envolvendo
angulos na geometria analitica.
Uma consequéncia imediata do Teorema é

Corolario 5.4 (desigualdade de Schuwarts). |u - o] < ||u||||7]]-

De fato, |a - o] < ||[a]|[|7]] cos ] = [al| [|0]] | cos 0] < ||u]|[|7]], pois | cos 6] < 1.

13
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Figura 26: Projecao ortogonal

Figura 27: Projecao ortogonal escalar

Observagao 5.5. Note que, a desigualdade de Schuwartz pode ser obtido sem o auxilio do Teo-
rema Isto permite aplicar nos casos da Algebra Linear na qual os vetores nao precisam ser
objeto geométrico.

Exemplo 5.6. Obtenha o angulo formado entre v = (1,2) e ¥ = (2, 1).

- = — — . _ - _ (172)(2’1) _ _4 — 2\/5 — 2\/5
Como -7 = ||d|| ||¥]| cos @, cos O = T = O MieD] = 25 — 5 Logo, 0 = arccos ( = ).

Dado dois vetores nao nulos, eles sdo perpendiculares (o que forma um angulo de 90°) se, e
somente se, o produto interno é nulo. Além disso, se o produto interno é nulo, um dos vetores é
nulo, ou sao perpendiculares.

Definicao 5.7. Dois vetores sao ditos ortogonais quando o produto interno é nulo.

Exemplo 5.8. Projecao ortogonal. A projecao ortogonal de @ na direcao de ¥ é o vetor proj;v
paralelo ao vetor ¢ tal que @ = proj;U + W para W ortogonal a v (Figura . A norma de proj v
é chamado de projecao ortogonal escalar de @ na direcao de 7.

Exemplo 5.9. Como proj;v é paralela ao ¥, temos que proj;v = A\v para algum \. Para determinar
A, observemos que 4 = AU+ w com w L v. Multiplicando ambos os lados da equacao por v, temos

- U= (\)-Uelogo, A= ﬁ e consequentemente, proj;v = H%'WQU.

A sua norma ﬁ serd chamada de projecao escalar ortogonal de # na direcao de v.

Note que podemos deduzir a projecao ortogonal escalar facilmente do desenho com o uso
de trigonometria (Figura [27). Como x = ||u|| cos#, multiplicando e dividindo por [|7]|, temos

Zll 113 0 = o . . . . - .

r = % = ﬁ O proj;v pode ser obtido a partir dele. De fato, como a direcao e o sentido
¢ dado pelo versor HZTH, proj;v = ﬁﬁ = %17. O fato de ter feito sem o uso da trigonometria
foi para preparar para algebra linear na qua\ os vetores pode nao ter origem geomeétrica.

Existem varios problemas geométricos envolvendo projegoes ortogonais (vetor ou escalar) e por
isso, é importante que entenda o que é projecao ortogonal e saiba calculd-lo. Note que a projegao
ortogonal ¢ o vetor paralelo a U, mais proximo do vetor @ no sentido de ||U — || seja minima.

Uma das aplicagoes da projecao ortogonal é o calculo da area do paralelogramo através da
formula de Lagrange
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Figura 28: Area por férmula de Lagrange

Proposicao 5.10. Dado um paralelogramo com lados determinados pelos vetores u e v, a drea €
dado por drea® = (||d||||7]])* — (@ - ©)>.

Demonstracao. O

a altura relativamente ao lado ' ¢ h = ||@|| | sen 6| (Figura [28). Assim, a area ¢é igual a drea =
[|1U]]]]4]| | sen @]. Elevando ao quadrado e usando a identidade trigonométrica sen?6 = 1 — cos? 0,

N LN\2 N
temos que area® = (||ol[ [I4)" (1= cos6) = (Ilvl|TT74) "~ (11l 1]l cos0)* = (llwllTT74)" ~
(- @)°
Exercicio 5.11. Seja dado AABC. Obtenha a altura relativamente ao lado BC' para o caso de
A=(1,1), B=(4,1) e C = (2,2).

6 produto vetorial e produto misto

No caso de estar trabalhando no espaco, existe um produto chamado produto vetorial que exerce
um papel importante no estudo relacionado a ortogonalidades.

Antes de definir o produto vetorial, vamos ver a notacao relacionada.

NS escrevemos 1 = (1,0,0), 7 = (0,1,0) e k= (0,0,1), os vetores correspondentes aos eixos
OX, OY e OZ respectivamente. Com esta notagdo, temos que (z,y,z) = (z,0,0) 4+ (0,y,0) +
(0,0,2) = xi +yJ + zk. Por exemplo, 2i — 3k = (2,0, —3).

Nos queremos o produto que satisfacam

e Associativa: @ x (U x @) = @ x (U X W)

e anti simétrica: ¥ X V= —U X U

e Associativo em relacao a escalar: (A) x ¢ = A\(@ x ¥)
e distributiva: 4 x (V+ @) = u x ¥+ @ x @

Como produto é distributivo, basta definir o produto sobre 7, j e k. Nos queremos que o produto
vetorial entre d01s vetores correspondentes aos eixos resulte no vetor correspondente ao terceiro
eixo. Assim, ¢ X J = k 7 x k= i kX1 = = 5. Os vetores 7, j e k formam circulos e o produto
vetorial fornece proximo vetor no sentido anti horério (Flgura

Ao inverter a ordem do produto, inverte o sinal. Assim, jxi = —ix ] = —k k Xj=—jX k= —1,
ixk = —kxi= —j O circulo d& volta ao contrario e o resultado é o proximo vetor com sinal 0posto.
Também queremos que o produto dele com ele mesmo resulte no vetor nulo 7 x7 = j Xj =kxk=0.
Nao confundir com o produto dos nimeros complexos que tem 2 = —1.
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Figura 29: Produto vetorial sobre vetor dos eixos

Como o produto e distributivo, podemos calcular efetwamente o produto vetorial entre # =
(21,91, 21) = T10 + y1J + mked= (2,12, 22) = Tol + YaJ + Zok e constatar que

~ ~ A

17k
ﬁxﬁz(det[yl Z} dt{ } dt[ml leZdet RRTIEN
Y2 22 T2 2 T2 Y2

Lo Y2 %2

A S T A

Por exemplo, temos que (1,2, —1) x (2,0,5) =det {1 2 —1| =10: — 75 —4k = (10, -7, —4)
2 0 5

Uy U2
Usando a propriedade do determinante, podemos verificar facilmente que u*(vxw)= det | v; vy
Wa W2
Assim, @ - (@ x ©) = ¥ (@ x ¥) = 0. Logo, @ x ¥ é ortogonal a @ e ¥. Desta forma, nos temos uma

ferramenta para obter rapidamente o vetor ortogonal comum a dois vetores, o que ¢ importante
para estudo dos planos no espaco.

Outra propriedade interessante pode ser verificado com calculos exaustivos de ||@ x ¥]* e

— 1\ 2 - »2 — — — 11\ 2 - 2 — —11\2 - A2
(1l [[211)" — (@ - 9)" e constatar que |[@x a]|* = (|[al|||5]])"~ (@ ¥)". Como ([[a]|[|7]])"~ (@ ¥)" =
([12]] ||7]| sen 8)7, temos que ||@ x ¥|| = ||| ||U]||sen | que é a area do paralelogramo cuja lados

sao u e . Uma das consequéncias disso é que, se 1 e ¥ forem vetores nao nulos, @ X v = 0 se, e
somete se forem paralelos.
A propriedade geométrica do produto vetorial sao

e Os vetores nao nulos u e ¥ sdo paralelas se, e somente se « X v =0
e U X U & ortogonal a 4 e ¥

||@ > 0] = [[a]] ||v] | sen 6] = area

—

e Para vetores L.I. (nao nulos e nao paralelos) i e ¥, temos que o conjunto ordenado {u, ¥, @ x ¢
tem orientacao positiva (satisfaz a regra de mao direita).

A regra da mao direita é similar a dos eixos. Dado trés vetores no espago, coloca a palma da mao
direita voltado para origem, com dedos exceto o polegar indo de primeiro vetor para segundo vetor.
Agora feche a mao e levante o polegar. Assim, estaria segurando o terceiro vetor com quatro dedos
contornando de primeiro vetor para segundo vetor. Nesta situacao, o polegar deve apontar para o
sentido do terceiro vetor (Figura [30).

O trio de vetores no espaco que satisfaz a regra da mao direita ¢ denominado de orientacao
positiva. OQutra forma de ver se é positiva, é olhar o primeiro e segundo vetor, sempre olhando do
terceiro vetor. Neste caso, a rotacao do primeiro vetor para segundo vetor deverd ser no sentido
anti horéario.
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Figura 30: Regra da mao direita para vetores

U X W

Figura 31: Produto misto

Observagao 6.1. Quando os vetores ja estiverem escritos na coordenada usando os eixos com ori-
entacao positiva, entdo a tripla de vetores {u,v,w} é de orientagdo positiva se, e somente se,
Uy Uz Us
= |vy v v |for positiva.
Wz Wz W3

determinante da matriz

ISTIRSTIRJIE

Observagao 6.2. O produto vetorial também pode ser denotado por o A v.

Uy U2 Us
(U x W)=det vy wv; vy | échamado de
Wy W2 Wz

£y

Dado trés vetores ,v e W no espago, [i, U, w| =

produto misto ou produto triplo. Como [#, @, @] = @ (7 x @)= ||i||||7 x ©|fos b onde 6 & o angulo
entre i e U X . Entao |[U x || é a area da base do paralelepipedo formado pelos vetores @, ¥ e
w e ||u]| cos@ ¢ a altura relativa a esta base. Entdo o valor absoluto do produto misto fornece o
volume do paralelepipedo formado pelos vetores u, ' e W (Figura .

Observagao 6.3. Notagdo matricial do vetor em coordenada. Dado v = (v, v9,v3), podemos
U1

denotar matricialmente por [¢] = |wvy|. Nesta notagao, tem-se que @ - ¢ = [v]'[id] que pode
U3

aparecer em livros mais avancados para escrever tudo em forma matricial.
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