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Neste texto, trataremos os conceitos preliminares essenciais para iniciar o estudo da geometria
plana.

1 Intuicao nao é deducao

Os estudantes que iniciam o estudo da geometria tende a tirar conclusoes pelas figuras, mas é
importante que tais conclustes sejam devidamente justificadas. A percepcao visual assim como
intuicao humana nao sao precisas e existem muitos exemplos na qual tiraram conclusoes incorretas
devido a confiar nas intuigoes.

No caso das percepcoes visuais, existem varios ilusoes de oOticas para ilustrar estes fatos. Por
exemplo, na Figura_ [I] as duas retas paralelas parece estar curvadas para fora perto do centro
onde raio das semi retas partem.
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Figura 1: Tlusao de otica

Portanto, os elementos matematicos precisam ser descritas com precisao e a argumentacao
deve ser logica em vez de intuitiva ou visual.

Os elementos fundamentais para estudar geometria sao planos, retas e pontos. O plano é um
conjunto de pontos e a reta € um subconjunto do plano.

O plano é um conceito matemético abstrato, mas costumamos usar o papel para representar.
Apesar da folha de papel nao ser infinito, ele d4 uma boa ideia do pedaco de um plano.



Da mesma forma, costumamos representar as retas com os tracos feito no papel. Apesar
de ele ser finito e ter a largura, dard uma boa ideia do pedago de uma reta. No caso de um
ponto, desenhamos um pequeno circulo pintado, com ajuda de um lapis ou similar. Apesar destes
circulos ter diametro, podemos ter uma ideia de um ponto. No caso do ponto estar na interseccao,
costumamos nao colocar os circulos pintados, pois o que precisa para um ponto ¢ sua posi¢ao, o
que ja esta evidente.

2 Ideias e representacoes

Para estudar a geometria plana, usaremos as representacoes pelas figuras para auxiliar no racioci-
nio légico e obter solugoes do problema. Tanto no desenho como no texto, usaremos representagoes
padronizadas para evitar confusoes.

Como nao vamos tratar da geometria espacial, deixaremos a preocupacao sobre planos de lado.

Pontos O ponto é representado através de pequenos discos marcados no papel, podendo ser
omitido no caso de ser interseccoes das retas ou arcos. Para o nome, usaremos o alfabeto romano
maitsculo (Figura [2)).
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Figura 2: O ponto P

Os pontos importantes nas figuras geométricas sao vértices do poligono, ponto médio do seg-
mento, centro do circulo e intersec¢oes envolvendo retas e circulos. Note que na geometria, os
pontos servem de referéncia para demais elementos geométricos como retas e circulos (ou parte
deles). Por esta razao, praticamente todos os pontos que aparecem, costumam estar nomeados
(ter letras atribuidas).

Retas e segmentos A reta é representado pelo traco feito no papel. A parte da reta delimitada
pelos dois pontos é denominado de segmento e é objeto de maior interesse. Um segmento costuma
ser representado no texto pelos seus pontos extremos.

A reta costuma aparecer como elemento auxiliar na resolucao de problemas, mas os segmentos
costumam compor as figuras de interesse.
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Figura 3: O segmento AB e a reta determinado por P e )

No caso de precisar referenciar a mesma reta varias vezes, poderd querer atribuir uma letra.
Neste caso, usaremos a letra romana mintscula, tal como “seja r, a reta passando por A e B”. No
entanto, como a reta é um auxiliar em muitas figuras, a reta costuma ser identificado e referenciado
pelos pontos ou segmentos como em “A reta determinado por Ae B é...” ou “seja o prolongamento
dos lados ...” (Figura [3).

Uma das propriedades importantes do ponto em relacao a reta é o fato do ponto dividir uma
reta em duas partes na qual cada parte é denominado de semirretas (Figura [4).

A medida do segmento sera denotado com um tracgo horizontal sobre o segmento. Por exemplo,
AB é a medida do segmento AB que é a distancia entre os pontos A e B.



A B
Figura 4: Semi reta com origem em A e passando por B
Circunferéncia Uma circunferéncia é o conjunto de pontos que ficam numa distancia constante
de um ponto dado, denominado de centro. Quando esta claro no contexto, usaremos o raio tanto

para designar o raio (um segmento que liga o centro a um ponto da circunferéncia), assim como
a medida do raio.

P

Figura 5: Circunferéncia com centro em O e passando por P ( com raio OP).

Em geral, usamos o compasso para desenhar uma representagao grafica da circunferéncia (Fi-
gura . A parte interna delimitada pela circunferéncia é denominada de circulo (Figura @ ou de
disco.

Figura 6: Circulo

A parte do circunferéncia delimitado pelos dois pontos, denominado de arco aparece frequen-
temente no estudo envolvendo os angulos.
No texto, o arco ligando dois pontos serd representado, colocando um arco sobre duas letras

(Figura7).
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Figura 7: Arco AB

Como dois pontos na circunferéncia determina dois arcos, é necessario estar atentos. Quando
tem dois arcos determinados pela mesma circunferéncia e nao for especificado, assumiremos que
¢ o menor arco. Caso de tiver ambiguidade, acrescentaremos outro ponto do arco na notagao, o
que torna uma representagao com trés pontos (Figura .

Angulo Os angulos aparece normalmente, formado pelos dois segmentos com um extremo em
comum, ou cruzamento das retas. Como segmento é representado com os pontos de seus extremos,
costuma listar pontos destes segmentos de forma que o vértice fique no meio. Por exemplo, o
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Figura 8: Arco ABC é um arco AC passando por B

angulo formado pelos segmentos AB e AC sera escrito como ZBAC ou BAC , mas quando existe
somente um angulo no vértice, podera usar representagao que use somente o ponto do vértice como
/A ou A. Nesta notacao, sempre assumiremos que o angulo referenciado é o menor dos angulos
formados pelos segmentos. Quando envolve mais de um angulos no vértice, costuma usar a letra
grega mindscula para representar os angulos, o que evita o estresse em escrever com trés letras na
parte de manipulacao algébrica decorrente. Tal letra podera ser colocado na figura, desde que um
pequeno arco ligando segmentos que forma o angulo sejam colocados. Quando precisa usar angulo
maior formado pelos segmentos também costuma recorrer as letras gregas, pois nas representacoes
com pontos sempre serd assumido que é o angulo menor. Nao vamos entrar em detalhes de como
definir precisamente o angulo, sendo deixado para livros da geometria axiomética.

Diferente do segmento, o angulo e a medida do angulo costumam ser representados no texto
com mesma notagao e costuma dizer que “angulos sao iguais” quando tem a mesma medida. No
caso de duas retas concorrentes, quando nao for especificado, serd assumido como angulo menor

(Figura[9).

B
Figura 9: /A= /ZBAC =«

O angulo correspondente ao um quarto do circulo é denominado de dngulo reto e aparece

frequentemente nos problemas geométricos. O angulo reto é comumente representado por ZR.
Para denotar dois segmentos perpendiculares, coloca-se um quadrado pequeno com ponto dentro

(Figura [L0)).
P
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Figura 10: O segmento ortogonal a AB abaixado pelo ponto P

Na expressao, podera usar o simbolo L desde que ambos segmentos/retas estiverem simboli-
zados, como na frase “considere o ponto H tal que PH 1 AB”.

Note que, para lados que forma o angulo, costuma indicar pelo segmento em vez da reta. Isto
é mais naturalmente associado a figura e evita ambiguidades. “Seja OC', bissetriz de LZAOB”.

Dois angulos com vértice e um dos lados em comum, mas que nao tenha outro lado contido na
regiao angular do outro, é denominado de dngulos adjacentes (Figura .
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Figura 11: ZAOB e ZBOC sao adjacentes

Medidas iguais Para medidas iguais na figura, colocamos pequenos tracos transversais (simples,
duplo ou triplo) sobre o segmento ou arco na figura. Note que o traco duplo nao significa que é
maior que o traco simples. Também é importante lembrar que um segmento com mesmo niimero
de tracos que um arco nao significa que eles tem o mesmo comprimento que o arco. No caso de
angulos, colocaremos pequenos arcos para indicar angulos interessados e pequenos tragos nestes
arcos quando queremos indicar igualdade de suas medidas. O niimero maximo de tragos nos
segmentos e arcos costumam ser 3, o que ¢ suficiente para maioria dos problemas geométricos.

Quando tiver mais de um angulo no vértice, devera tomar cuidado de usar raio diferente para
cada arco do mesmo vértice para evitar confusao (Figura [2)).

A
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Dado um segmento, existe um tdnico ponto denominado de ponto médio na qual divide em
dois segmentos com a mesma medida. O ponto médio aparece frequentemente no problema da
geometria elementar (Figura [12).
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Figura 12: O ponto médio divide o segmento em duas partes iguais

Dado um angulo, existe uma tinica semi reta que divide em dois angulos iguais, denominados
de bissetriz do dngulo (Figura [13). Assim como o ponto médio, é um elemento importante no
problema geométrico.
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Figura 13: A bissetriz divide o angulo em dois angulos iguais



Representacao alternativa do dngulo reto e dos angulos iguais Apesar de nao ser usado
neste texto, tem a forma alternativa para representacao grafica de angulo reto que é colocar
uma pequena linha ortogonal formando angulo reto perto do angulo em questdao. Uma forma
alternativa de indicar que dois angulos sao congruentes ¢ colocar nimeros diferentes de pequenos
arcos. No entanto, quando atribui a letra grega nos angulos, devemos colocar um pequeno arco
no angulo correspondente da figura, o que pode causar confusao com esta representacao. Por esta
razao, também nao serd usado neste texto. A seguir, o exemplo de representacao das propriedades
do triangulo isbésceles usando tais representacoes para angulo reto e para os angulos congruentes

(Figura [L4).
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Figura 14: Representacao alternativa das propriedades do triangulo isosceles

Note que, quando envolve pontos que nao seja interseccao dos pontos, tome cuidado para que
a marca dos pontos nao pareca com os segmentos que indica a igualdade das medidas.

Atribuindo uma letra a medida Quando faz manipulacoes algébricas para resolver, é interes-
sante atribuir as letras nas medidas de comprimentos e de angulos. Na medida de comprimento,
usa-se a letra romana mintiscula e na medida de angulos, usa-se a letra grega mintiscula. Para
colocar estas letras indicando a medida do angulo, sempre coloca um pequeno arco no angulo.

O costume é colocar os vértices do poligono na ordem alfabética e no sentido anti-horario,
a menos que seus vértices ja tenham letras atribuidas. Dentro do texto, deverd especificar na
mesma ordem, como em “considere um quadrilatero ABC D” ou “considere um poligono ABCDE"

(Figura [L5)).

Figura 15: Poligono A1 Ay - -+ As.

Quando um poligono tem muitos lados, comeca a usar letras indexadas nos seus vértices. “Seja
um poligono A A, ... A, com lados ¢1,0s,..., ¢, é interpretado como ¢; = A;A; 1, a menos que
afirme o contrario.

O “triangulo ABC” pode ser denotado como “AABC” para simplificar, mas sempre esteja
atento na ordem dos vértices, incluindo o vértice inicial. Caso de atribuir uma letra para medida
dos lados de triangulos, costuma usar uma letra mintscula correspondente aos vértices opostos, a
menos que tenha algum impedimento.

O exemplo a seguir, é o triangulo com indicacao das medidas de lados e dos angulos (Figura.



Figura 16: AABC

Lembre-se de que, atribuir as letras para as medidas na figura nao dispensa a necessidade
de escrever explicitamente o segmento, arco ou angulos correspondentes a cada uma das letras.
Na matematica (mesmo na geometria), o desenho é usado somente para auxiliar no raciocinio,
mas nao ¢ um argumento considerado valido. No caso do tridngulo da Figura [16] basta escrever
“Considere AABC' com angulos correspondentes «, 8 e v e lados opostos correspondentes a, b, e ¢’
(certifique de que a ordem dos vértices, angulos e lados estejam realmente correspondentes). Note
o abuso de linguagem: “medida de lados” e “medida de angulos” foram descritos simplesmente
como “lados” e “angulos”. Este tipo de abusos é bastante frequente na geometria elementar para
deixar a frase menos carregada.

Para poder escrever devidamente uma demonstracao, nao deve haver medida no segmento ou
arco sem que tenha suas extremidades devidamente especificadas (Figura .
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Figura 17: Altura do triangulo

Apesar das técnicas geométricas costuma requerer pouca algebra (manipulagao das expressoes
simbodlicas), existe casos em que a manipulagao simbolica torna mais complexa como no caso da
dedugao da formula de Herdo (para areas do triangulo). Casos como este, costuma escolher letras
para medidas. Iniciando algo como “Seja AABC com lados correspondentes a,b e ¢. Considere
h = AH e x = BH onde AH é a altura relativa ao lado BC”, estaremos prontos para manipulacoes
simbolicas necesséarios para deducao da férmula de Herao.

3 Demonstracao, teorema e similares

Uma demonstracao é a justificativa da validade de uma propriedade através do raciocinio logico,
usando somente a especificacao e os conhecimentos previamente aceitos ou ja justificados.

O que é uma definicao A definicio é uma especificacao precisa do objeto matematico.
Um exemplo da defini¢ao é

Definigao. Duas retas sao ditos concorrentes quando tem um ponto (e apenas um ponto) em
comum.



Sobre teorema e demonstracao Um resultado justificado a partir das defini¢oes e conheci-
mentos previamente aceitos ou justificados é denominado de teoremas. A justificativa formal é
denominado de demonstracao.

Um exemplo do teorema é

Teorema. Os dngulos opostos formados pelas duas retas concorrentes sao iguais.

Quando duas retas cruzam num ponto, forma 4 angulos, com 2 par de angulos opostos. E obvio
que o resultado é verdadeiro, mas ser 6bvio nao justifica o resultado. Tudo deve ser justificado
através de uma demonstragao.

Demonstracao. Considere as duas retas concorrentes determinado 4 angulos a, 3,y e § (Figura.

Figura 18: Os angulos nas retas concorrentes

Como « e ( sao suplementares, a + [ = 180°. Da mesma forma, § + v = 180°. Logo
a+ 8 = [+ 7 e consequentemente, a = . De forma andaloga, podemos mostrar que f =~. [

O exemplo acima é um dos exemplos classicos da geometria, usado para ilustrar o que é uma
demonstracao e pode ser adaptado para diferentes niveis de formalismo (exigéncias). Como uma
demonstracao ¢ uma argumentacao logica para justificar que esta correta, as figuras ou intuicoes
sO serao usados para guiar o raciocinio l6gico, mas nao como parte do argumento.

Na geometria, quando lista os vértices, angulos, lados, etc sem se especificar, serd assumido
que estd em ordem. Se escrever “Sejam «, 7, 5 e 0" na demonstracao anterior, estaria errado, pois
nao ¢é nessa ordem que estamos imaginando. O descuido pode produzir argumento incoerente com
a figura (logo, uma argumentagao incorreta).

Como o raciocinio é feito sobre a figura, nao deve descuidar da figura. No caso do exemplo,
ainda nao sabemos que os angulos opostos sdo congruentes (o que estamos demonstrando). Por-
tanto, nao estamos usando letras iguais para angulos opostos ou colocar marca de igualdade nos
angulos opostos.
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O que é um axioma O azioma é uma regra inicialmente adotado como verdade. Para de-
monstrar alguma propriedade, usamos algum resultado conhecidos, mas estes, precisa do outros
resultados conhecidos e assim por diante. Assim, precisaremos de uma regra inicial como ponto
de partida. Para tais regras, adotamos um conjunto de propriedades que julga ser de aceitagao
universal e que sejam essenciais. Um exemplo do axioma é “Dados dois pontos distintos, existe
uma unica reta passando por ele”. Quando o nimero de axiomas é pouco, podem aparecer em-

butidos na definicao, com a frase do tipo “... é um conjunto satisfazendo as seguintes condicoes
2



Tipo de teoremas Um resultado demonstrado pode ser chamados de varios nomes conforme
suas caracteristicas. Apesar de nao poder classificar com precisao, usar varios nomes ajuda a ter
ideia da importancia e finalidade do resultado.

Um resultado que tem importancia destacada ¢ chamado de teorema. O resultado com im-
portancia menor ¢ denominado de proposicao. O resultado obtido com proposito de auxiliar na
demonstracao dos teoremas ou proposicoes ¢ chamado de lema. O resultado que pode ser ob-
tido facilmente das propriedades ou resultados apresentados é denominado de coroldrio. Como
nao ha forma de identificar precisamente a importancia do resultado ou nivel de dificuldade na
demonstracao, um teorema num texto pode aparecer como proposicao ou corolario nos outros
textos.

Por exemplo, um corolario do axioma “Dados dois pontos distintos, existe uma tnica reta
passando por ele” ¢ “interseccao de duas retas distintas, quando exite, serdA em um tnico ponto”
cuja a demonstracao é “Caso nao for for verdade, teria duas retas distintas passando em dois
pontos, o que contradiz o axioma”, o que é muito simples.

Conjectura e Paradoxo Um resultado que acredita ser valido, mas ainda nao existe demons-
tracao conhecida, é denominado de conjectura. Quando alguém apresentar uma demonstracao
convincente, torna um teorema.

O paradoro é uma argumentacao logica que leva no absurdo. Quando existe um paradoxo,
estara faltando alguns axiomas ou a definicao nao esta feita devidamente e precisa de reparos.

Observacdo. Nas muitas areas da ciéncia exata, o interesse é estudar objetos e propriedades do
mundo material, sendo necessario encontrar propriedades basicas (que servem como axiomas)
através da observacao e experimentacao. Estas propriedades e suas consequéncias costumam ser
chamados de leis em vez de axiomas e teoremas para distinguir sua natureza. As leis também
podem ser chamados de principios.
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