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Neste texto, faremos uma breve revisao sobre matrizes.

1 pré-requisitos

Definicao, tipo de matrizes, operacoes basicas sao assumidas conhecidas. Aqui faremos somente
uma revisao de alguns pontos importantes.

2 Tipos de matrizes.

Uma matriz é disposi¢ao de nimeros em linhas e colunas
aiy o QGip
Amxn =
m1 *°°  Omnp
No6s denotamos a matriz com a letra romana maitscula e seus elementos, denominados de
entradas, pela letra minuscula correspondente com sua posicao indicada pelos indices. O nimero
de linhas e de colunas (m e n no exemplo acima) é denominado de dimensdo da matriz.
Os elementos que ficam na coluna igual a da linha (a;;) sdo chamados de elementos do diagonal
e onde ficam os elementos do diagonal ¢ chamado do diagonal da matriz.
Neste texto, vamos considerar somente os caso em que todas entradas da matriz sao ntimeros
reais.

Exemplo 2.1. A3, = [%} =

N N
O = [ =D | =
O[O = [ =



. : _ i
Exercicio 2.2. Escreva a matriz Ay s = [a;5] com a;; = H
A matriz pode ser classificada quanto as dimensoes (niimero de linhas e colunas)

matriz quadrada quando nimero de linhas for igual ao nimero de colunas, isto é, é do tipo

a1 - Qin
Aip Qpn
ail
matriz coluna quando s6 tem uma coluna. Isto é, é do tipo
Qn1
matriz linha quando s6 tem uma linha. Isto é, é do tipo [a,ll cee aln]

A matriz pode ser classificada quanto as quanto aos seus elementos

matriz__diagonal matriz quadrada cuja os elementos fora do diagonal sao nulas. Isto é, ¢ do

a; 0 -+ 0
' 0 ayp -+ 0
tipo . .
0 0 Ann
0 --- 0
matriz nula todos elementos sao nulas. Isto é, é do tipo |: Lo
0 --- 0
matriz_identidade matriz quadrada cuja elementos do diagonal sdo 1’ s e fora do diagonal sao
1 - 0
nulas. Isto é, é do tipo |: :
0 --- 1

matriz triangular superior matriz quadrada cuja embaixo do diagonal sao nulas. Isto é, é do
apx 0 Qin
tipo
0 - an,

matriz triangular inferior matriz quadrada cuja acima do diagonal sao nulas. Isto é, é do tipo
a; -+ 0

Ain "+ App

Exercicio 2.3. Dé exemplo numérico de cada uma das matrizes acima.



3 Operacoes com matrizes

Duas matrizes de mesma dimensao podem ser somadas uma nas outras. A matriz soma é a matriz
cuja seus elementos sao soma elemento a elemento, isto é, a soma dos elementos que ocupa a
mesma posi¢ao. Em simbolos, C'= A + B se ¢;; = a;; + b;; para todo 1, j.
aipy Qg by -+ bin aip+bu -0 G+ b1y
+ D = : :
Am1 - Gmn bml T bmn Am1 + bml ot Gt bmn
Quando trabalhamos com matrizes, o nimero é chamado de escalar. O produto por escalar é
o produto de um ntmero com a matriz, obtido, multiplicando o nimero em todos os elementos da
matriz B = AA se b;; = Aa;; para todo 1, j.
app - Qin Aayr s A,
A T =
Am1 - Gmn )\aml e )\amn
Também podemos multiplicar uma matriz por outra, mas esta operacao ¢ mais sofisticada.
Intuitivamente, poderia ser produto elemento a elemento, mas nao é. Lembremos que as operagoes
devem ser definidos para refletir as propriedades de interesse e nao a facilidade de céalculo em si.
O produto elemento a elemento é interessante para manipulagao de tabelas de niimeros dispostas
como matrizes, mas nao para estudar a matriz propriamente dita.
A multiplicacao de matriz A,,, com B,., é obtido como segue.

P
C = AB se ¢;; = Zaikbkj = aj1by; + -+ apbyj. O elemento c¢;; ¢ a soma dos produtos
k=1

elemento a elemento da linha i da matriz A com a coluna J da matriz B.

aqq P alj PP alp bll LIRS blj LIRS bln C11 P Clj PP Cln
Aix o Qg Qyp biv - |bij | bin — Gi1 |G|~ Cin
Qm1 Qg Amp bpl bpj bpn Cm1 Cmj Cmn

1 -2
Exemplo 3.1. Obter L 23 2 =3
2 3 4 sy

O elemento da primeira linha da primeira coluna do produto é [ 1 2 3 ] multiplicado por
-1
—2 | elemento a elemento e somados. Entao serd 1 x (=1) +2 x (=2)+3 x (-3) = —14. A
-3
primeira linha da segunda coluna é efetuar o calculo andlogo para linhas e colunas marcadas a
seguir, obtendo —20 e assim por diante.



3] Dl | e

2 3 4 —20 —
ol 20 —29

O simbolo » é chamado de somatoria e indica que soma todas expressoes onde o indice indicado
varia. Somatoéria aparece frequentemente nos estudos das matrizes para encurtar a escrita das
expressoes envolvidas. Na parte de baixo coloca-se o indice que vai variar e onde ele inicia. Na
parte de cima, coloca-se onde termina o indice. Quando a variacao do indice é 6bvia, podera
abreviar, colocando-se somente o indice na parte de baixo.

Exercicio 3.2. Escreva a expressao expandida para as somatorias

l
J+1

3. Sejami=1,....3ej=1,... N Y
]

Algumas observacoes sobre o produto das matrizes

, 1 1][1o0] [1o0 Lofp11_
o AB nem sempre é BA. Porexemplo,{0 0}[0 O}_[O O}Q{O O}[O O]_
11
0 0

. 10 0 0 0 0
oAB—OnaonnphcaqueA—OouB—O.Porexemplo,[O O}{O 1]_{0 0]

Note que multiplicar a matriz identidade nao altera a matriz. Por exemplo, [ ; i } [ (1) (1) } =
10 1 2] |12
01 34| |3 4]

4 Matriz inversa e transposta

Uma matriz quadrada A tem a inversa A~ se AA™' = A™1A = Id, onde Id é a matriz identidade.

Exemplo 4.1. Temosque[ ! 1][0 _1} = {O _1][ ! 1} = [1 0}. Entao

“1 0|1 1 1 1||-10 01
1 117" o -1
-10 |1 1]



Algumas propriedades de A™! sao: (A™1)' = A, (AB)"' =B 1471 (AA)" ' = 1AL

Uma das operacoes denominadas de transposicao é importante para estudar a simetria das
matrizes.

B = A" se bj; = a;; para todo 7, j. Isto significa que as linhas de A" sdo colunas de A. Também
oode dize que as colunas de A! sdo linhas de A.

1 2
Seja A = B g ﬂ entao B = |2 3| é a transposta de A. Note que a primeira linha de A é
3 4

primeira coluna de B = A! e a segunda linha de A é a segunda coluna de B = A’

Quando A = A!, dizemos que matriz é simétrica e quando —A = A?, dizemos que matriz é anti
simétrica. Note que a matriz simétrica e anti simétrica sao matriz quadradas.

Algumas propriedades de A’ sdo: (A")' = A, (A+ B)! = A"+ B, (AA)! = \A", (AB)! = B' A,
(A~ = (A7)

Exercicio 4.2. Mostre que diagonal da matriz anti simétrica é nula.

5 Determinante e traco

Dada uma matriz quadrada, existem dois ntimeros importantes associados a ele que sao determi-
nante e traco.
Determinante é obtido como segue.

1x1: det[a] = a. Ele mesmo

a b
2x2: det { e d

3x3: Costuma calcular através da regra de Sarrus. Copia duas primeiras colunas no lado direito
e calcula como sendo soma dos produtos dos diagonais completos, menos a soma dos produtos dos
diagonais opostos completos.

= ad — be. Produto do diagonal - produto do diagonal oposta

aii a2 a3 aii ai2
DD U

as1 a22 Qg3 : (21 a22
TN N

a a a
a31 a32 ass a31 a32 1 12 13

. ASSiHl7 det o1 Q92 Q93 = (a11a22a33 + Q12093031 +
a31 azz2 Aas3
a13021032) — (13022031 + A11023032 + A12021033).

nxn (n > 1): Recursividade pela expansao de Laplace.

Desenvolvimento em linha det A = a;(—1)"det Ay + -+ + a;j(—1)"det Ajj + -+ +
am(—l)”” det A;;, onde Ay; é a matriz obtido, eliminando ¢-ésima linha e j-ésima coluna da matriz
A.

Desenvolvimento em coluna det A = ay;(—1)""det Ay; + -+ + a;;(=1)" det A;; + -+ +
anj(—1)"*" det A,,;. Note que o desenvolvimento de Laplace pode ser usado para qualquer ma-
triz quadrada a partir de 2x2 para reduzir ao caso de dimensao menor. Ele é importante para
estudos teodricos, mas nao é eficiente para obter determinantes numéricos através dele, exceto para
casos especiais.



12 -1 0
01 20 .

Exemplo 5.1. A = 1o 11l entao podemos desenvolver o Laplace em torno da segunda
01 1 2

linha na qual tem bastante zeros.

12 -10
A= 10 11
01 12

det A = (—1)2+10 det Azl + (-1)2+21 det AQQ + (—1>2+32 det A23 + (—1)2+40 det A24

1 -1 0 120
:detA22—2detA23:det 1 1 1| —2det |1 0 1 :3—2X(—5):13
0 1 2 01 2

Alguma das propriedades importantes dos determinantes sao

aip - Aip ay; -+ Qin
e E linear nas linhas.det | Xa;x -+ Aajn = Adet | a;1 0 ap e
B anl oo ann i L anl oo ann 1
a11 te Q1n a1 -+ Qip @11 - Q1n
det bil +ci1 v bm + Cin = det bil s bm + det Ci1 - Cin
L (07951 Ann i L an1 Ann i L an1 Ann i
a1 -+ Qin
Q1 - Agn

e troca de linha muda o sinal do determinantedet : : =

Qi1 Qin
| An1 " Gpp |
a1 - Qin
a1 Ain
—det :
Qg1 Qkn
| anl Qpp |




ayp ccc Aip
Qr1 e Akn
e Se uma linha for multipla da outra linha, o determinante é nulo. det : : =0
Agr ot Mgy
L On1 T Appn |

e Com isso, temos que: somar multipla de uma linha na outra nao altera o determinante

aii T Q1in ai; -t Qip
det a;1 + )\akl cee Qi+ )xa;m = det a1 Qip
L an1 e Ann i L 07 Ann i
o det A = det A

e det(AB) = det Adet B

1
det A

e Temos que A tem a inversa se, e somente se, det A # 0 e det A=! =
Exercicio 5.2. Mostre que det(AA,x,) = A" det A
Exercicio 5.3. Mostre que det(AB") = det(A'B) para matriz quadradas A,B de dimensao n.

Quando nao ha ambiguidade, o traco vertical em vez de colchetes na matriz indica o determinante,
aix -+ Qin aip -+ Qip
isto é, |[A|=detAou| : .. ¢ |=det
Ui G Ui Gy
Regra de Cramer
Seja A uma matriz quadrada inversivel. Entdo a solucao do sistema Axr = b é dado por

xr; = ile:tij onde A;- ¢ a matriz obtido, trocando a j -ésima coluna pelo vetor b.
20+ 3y =-—1 . 2 3 —113 2| —1
Exemplo 5.4. {396—1—43/ _ entao A = [3 4], A = 1l |® Ay = al 1
et -1 3 et 2 -1
€ €
q de o — —14_71_1 B 3—1_1_1
e onde r = dt23 == =ley= dt23 =L =-1
13 4 13 4

A inversa da matriz pode ser obtida através da matriz adjunta. Note que esta técnica é
importante para estudos teodricos, mas nao é eficiente para inverter matriz numérica.
. . . . . t ~
Dado matriz A, definimos a matriz adjunta como sendo adjA = [det A;;]°, entao podemos provar

1
que A~ = detAadJA. Aplicando para matriz 2x2, A = [c d} , temos [c d] = deiA {—c a]'

Traco é a soma dos elementos dos diagonais.



aiy ... Qip
tr =ai+ -+ app
Ap1 .- Qpp

trA' = trA, tr(A + B) = trA + trB, tr(AA) = MrA

Exercicio 5.5. Obtenha o traco de AA

Exemplo 5.6. tr =1+5+9=15

~N &~
oo O o
O O W
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