Capitulo 1

Os Numeros Complexos

Ultima atualizacio em outubro de 2012 por Sadao Massago

1.1 Os numeros

e Nuameros naturais: N = {1,2,3,...}, mas existem varios autores considerando N = {0, 1,2,3,...}.
Para evitar confusoes, é recomendado dizer niimeros positivos, niimeros nao negativos, etc.
sempre que possivel. Os niimeros naturais sao associados ao nimero de elementos do con-
junto nao vazio, denominado de cardinalidade. O conjunto N possui infinitos elementos. Ele
tem operagio de adi¢do que vale o cancelamento (e + 2 = a+y = z = y) e multiplicacdo
comutativa com cancelamento (ab = ba e se a # 0, ax = by = x = y). Além disso,
ele possui um elemento unidade (elemento neutro do produto). Além de ter estas operagoes
boas, também apresenta uma ordem compativel com suas operagoes (a < b <= b—a > 0)

e qualquer dos seus subconjuntos tem o primeiro elemento para esta ordem.

e Nuameros inteiros nao negativos: Z, = {0,1,2,3,...}. No caso do conjunto dos nimeros
que pode ser decomposto em positivo, negativo e zero, o sinal 4+ na parte inferior indica o
positivo mais o zero (ndo negativo) e o sinal de menos indica o negativo mais o zero (ndo
positivo). Numeros inteiros ndo negativos inclui o elemento nulo 0 (elemento neutro da
soma). Com isso, as duas operagoes fundamentais terao os seus elementos neutros.
Observagao: O conjunto dos nimeros inteiros positivos: Z* = {1,2,3,...} é o conjunto dos
numeros naturais. O simbolo * na parte superior do conjunto dos nimeros ¢ usado para
“eliminar o zero”. No caso geral, é o conjunto (subconjunto do anel) sem o divisor de zero,
o que nao discutiremos aqui.

e Numeros inteiros: Z = {...,—3,-2,-1,0,1,2,3,...}. E uma extensio dos niimeros naturais
na qual operacao inversa da adicao ¢ permitida. Isto melhora as operagoes, mas tera pequena
alteracdo em termos de ordem. Agora, nem todos subconjuntos terd o primeiro elemento.
No entanto, todo subconjunto limitado inferiormente continuara tendo o menor elemento.

e Numeros racionais: Q = {™ : m,n € Z,n # 0,3 = § <= ad = bc}. Permite realizar
operacao inversa da multiplicagao. Com isso, tanto a adicdo como a multiplicacao serao
inversiveis. O conjunto com propriedade operacional similar ao do Q é denominado de corpo.
Ele é o menor corpo contendo os nimeros naturais. Agora, as operacoes ficaram "perfeita",
mas em termos de ordem, piorou. Agora nem todo subconjunto limitado inferiormente tem o
menor elemento. No entanto, Q possui mesmo ntimero de elementos que N, significando que

os elementos de Q ou de seus subconjuntos podem ser indexados usando niimeros naturais.

e Nimeros reais: R. O conjunto dos ntimeros racionais estd "cheio de buracos", de modo
que uma curva como no caso de circulo, pode atravessar a reta sem ter intersecgoes. Por
exemplo, 72 + y> = 1 e y = x nao interceptam em Q? (pois sua intersec¢ao ¢ irracional).
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Para resolver este problema, podemos estender o Q de forma a "tampar todos os buracos",
obtendo o conjunto dos ntimeros reais. Ele apresenta a mesma propriedade operacional e
relacao de ordem que o conjunto dos ntimeros racionais, mas nao tem "buracos". Além disso,
podemos fatorar qualquer polinémio em termos de fatores de grau 1 e dois, o que é melhor
que os conjuntos dos nimeros racionais. Em termos da cardinalidade, o conjunto nao é mais
enumeravel, o que pode trazer complexidade extra em estudos mais avancados.

e Niameros complexos: C = {z + iy : z,y € R,i? = —1}. O conjunto dos niimeros reais nao
permite resolver qualquer equagao polinomial por poder ter polindmios com raizes complexas.
Para tanto, introduziremos i = v/—1, obtendo o conjunto dos ntmeros complexos na qual
todo polinémio tem raiz. Como o preco, o conjunto dos ntimeros complexos nao possui a
ordem compativel com as suas operagcoes.

e Outros ntimeros: Exitem forma de definir produto em R* e R®, denominados de quatérnios
e octonios, mas perderd alguma das propriedades sobre o produto. . Isto deixa em duavida,
se ainda pode ser chamado de niimeros.

Observacao 1.1. As medidas requer ordem compativel com as operacoes. A maioria das medidas
tem valor no conjunto dos nimeros reais, pois tem maior facilidade operacional e ainda preserva
a ordem compativel com as operacoes. Mas existem algumas medidas como nimero de elementos
no conjunto finito que sao inteiras.

1.2 Definicao e operacoes fundamentais dos niimeros com-
plexos

O conjunto dos ntimeros complexos é obtido, agregando o i tal que 2 = —1 ao conjunto dos
numeros reais. As operacoes no conjunto dos nameros complexos é uma extensao das operacoes
dos conjuntos reais de forma que seja um corpo.

O estudo das propriedades do corpo faz parte da disciplina estruturas algébricas, mas veremos
rapidamente as suas propriedades.

Denotaremos soma de a com b por a + b e o produto de a com b por ab.

K éum corpo se existem duas operacoes definidas, denominadas de soma e produto satisfazendo

Soma:

e Va,b€ K, a+b=>b+ a (comutatividade). Note que é chamado de soma somente quando a
operacgao é comutativa.

o Va,b,c€ K, (a+0b)+c=a+ (b+c) (associativa). Note que toda soma ¢é associativa.
e J0:a+ 0= a (elemento nulo). Note que N ndo é corpo por nio ter elemento nulo.

e Vaoc K,3—a € K :a+ (—a) =0 (elemento oposto). Note que Z, nao é corpo por nem
sempre ter o elemento oposto.

propriedade do produto

e Vab € K, tem-se ab = ba (comutativo). Nem todo produto é comutativo. Por exemplo,
produto matricial nao é comutativo.

e Va,b,c € K, (ab)c = a(bc) (associativa). Note que todo produto decente espera-se que seja
associativo.

e d1 € K : Va € K,1la = a (elemento unidade). Nem todo produto tem elemento unidade.
Por exemplo, {n € N:n > 1} nao tem unidade.
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e Va € K,3a ! : aa™! =1 (elemento inverso). Note que Z nao é corpo porque nem sempre
tem o elemento inverso. No entanto, todas outras propriedades sao satisfeitas.

Relagao entre a soma e produto

e Va,b,c € K, tem-se que (a + b)c = ac + be (distributiva). No conjunto que tem soma
e produto, espera-se que seja distributivo (no caso do produto nao ser comutativo como
conjunto dos matrizes, espera-se que o produto seja distributivo em ambos lados).

Observagao 1.2. Nem toda operacao bindria importante goza da associatividade. Por exemplo,
na potenciacdo, a®) # (ab)® no caso geral. Além disso, ele também ndo é comutativo, nio
tem elemento neutro da operacdo (logo, ndo tem elemento inverso também). Apesar dele nao
ter nenhuma das propriedades desejaveis da operacao binéaria considerada, a potenciacao efetua
uma associacio entre a soma e o produto pela identidade a**¢ = aa® para a > 0, o que torna
importante.

Os exemplos mais conhecidos do corpo sao Q, R e C, mas também tem corpos finitos como o Z,
com p primos.

O conjunto dos niimeros complexos é o conjunto dos niimeros reais agregados de i com 72 = —1.
Assim, um ntmero complexo tem a parte dos nimeros reais e parte dos miltiplos de 7. Desta
forma, podemos escrever z € C como sendo z = x + yi com x,y € R e tal representacao é tnica.

Observacao 1.3. Na fisica e na eletronica, ¢ é usado comumente para corrente de forma que o
ntimero complexo v/ —1 costuma ser denotado por j.

Exemplo 1.4. Exemplo(1 +4)(—=1+4)=—-1+i—i+i*=—-1—-1=-2.

Para dois numeros complexos z = x + yi e w = 2’ + y/i,tem-se que
2w = (z + yi) (2’ + i) = 22’ + 2yt + ya'i + yy'i® = (v’ — yy') + (v + ya')i.

1.3 Representacao geométrica dos niimeros complexos

Como um ntmero complexo z = x + yi é determinado pelo par de ntimeros reais x e y, podemos
associar ao ponto (z,y) do plano cartesiano. Nesta representagio, o eixo X representa a parte
real e o0 eixo Y representa a parte imaginaria do ntimero complexo (Figura 1.1).

Y T+ yi
y *

X

x
Figura 1.1: Representacao geométrica dos nimeros complexos

Dado um ntumero real, a distancia até a origem ¢ denominado de médulo. Da mesma forma,
podemos denominar a distancia de um ntimero complexo até a origem de mdédulo do niimero
complexo. Pela geometria analitica, podemos ver que o médulo de z = x + yi é dado por

|z| = /22 + 2.

O modulo tem a seguinte propriedade.
e [2]>0ez2|=0 <= 2=0

e |zw| = |z||w|. Na matemaética, costumamos denotar com um barra quando vale a igualdade
|ab] = |a|-|b] (exemplo: modulo e determinante). Quando vale a desigualdade, sera denotado
por duas barras (exemplo: norma). Assim, nao usar uma barra indevidamente (por exemplo,
nao usar uma barra para norma).
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e |2+ w| < |z + |w|. Desigualdade triangular.

Exercicio 1.5. Prove as propriedades acima. Dica: Para |zw| = |z||w|, prove a igualdade para
quadrado deles. Para a desigualdade triangular, consulte o livro de geometria analitica ou algebra
linear.

Para trabalhar com a divisao de forma confortavel, costumamos usar a operacao denominada de
conjugados.

Definicao 1.6. Dado z = = + yi, definimos

e Nz =z & a parte real de z

e 3z =y é a parte imaginaria de z.

e Z=ux+yt=1x —yi é o conjugado de z.
Alguma propriedade do conjugado sao

e z = z (conjugado do conjugado é ele mesmo)

e 2+ w=2z-+w.

e ZW=ZzZW

e 2cR < Sz2=0
_ z+z

o Rz = 5

° %22272

o 2z =|z]%
Exercicio 1.7. Prove cada uma das propriedades acima.
Exercicio 1.8. Mostre que

e 2=0 <<= z=0

o |z| =z

e 2" = Z" para n inteiro.

Agora veremos como efetuar a divisao de forma elegante.
Seja z = x +yi e w = 2’ +y'i e queremos calcular Z. Multiplicando o conjugado de w encima
e embaixo, teremos

2= - ﬁ’g que é produto dos nimeros complexos com a divisao de ntimeros reais.
i _ (4)(1420) _ (1-2)+(+1)i _ —143i _ —1 , 3,
Exemplo 1.9. {5- = o — i = = =2+

Exemplo 1.10. Seja 2% + 2 + 1 = 0 Entao pela formula de Baskara, » = _lig -2 = _112\/?3 =

—1i\/§ﬁ:—_1i_@
3 2 2

Teorema 1.11. Se p(z) € um polindmio com coeficientes reais, entdo p(z) = p(z).

Demonstragao. Seja p(z) = ag + a1z + -+ + a,2" entdo p(z) = ao + a1z + - +a,2" = Gg +
@z + -+ a,z". Como ay sao nimeros reais, temos ayz* = @y, 2¢ = a,z* de modo que p(z) =
a0+a1§+--~+an7‘:p(2). ]

Corolario 1.12. Se z é uma raiz do polinémio p(z) com coeficientes complexas, entao Z também
€ raiz.

Demonstragdo. Basta observar que p(z) =0 =0 = p(z) = p(2). O

Exercicio 1.13. Mostre que polinomio de grau impar com coeficientes reais deve ter pelo menos
uma raiz real.

Exercicio 1.14. Resolva a equacao 2z + z = 6 + 3i.
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1.4 Forma trigonométrica (ou polar) dos niitmeros complexos

Dado um ponto no plano, podemos representar o ponto pela distancia até a origem e o angulo que
forma com o eixo X, denominado de forma polar.

Y
Y

T+ yi

X

x
Figura 1.2: Representacao polar dos niimeros complexos

Dado z + yi no plano complexo, temos que z = rcosf e y = rsenf onde r = |z| = /22 + y?
é a distancia do ponto até origem. Logo, x + yi = rcosf + rsenf que é denominado de forma
trigonométrica ou polar dos niimeros complexos. Tal representacao, considerandor >0e 0 <6 <
2m é Unica exceto para pontos de origem.

A forma trigonométrica é especialmente importante para entender o significado geométrico da
multiplicacao dos niimeros complexos.

Exemplo 1.15. Seja z = 14+/3i na representacio retangular. Para transformar em representacao
em coordenadas polar, temos que r = /22 +y2 = /1 +3 = 2. Como = = rcosf e y = rsenb,
temos que ¢ = tan@ e logo, V3 =tanf = 0= 5+ Assim, a representacao trigonométrica sera
z=2 (COS% +isen%).

Teorema 1.16. Seja z; = r1(cosb+isenfy) e zo = ry(cos by +isenly) entao z129 = rire(cos(6;+
02) + isen(6h + 6>)) e 2 = L(cos(6r — b2) + isen(6y — 62)).

22

Demonstragao. Temos que 2123 = 11(cos 6141 sen 0 )ro(cos Oa+sen Os) = riro(cos 01+ sen 01)(cos O+
isenfy) de modo que z3z9 = ri7r9(cos Oy cos By — sen by sen by) + iryro(cos Oy sen Oy + sen Oy cos 0s).
Por outro lado, z129 = rmra(cos(0; + 03) + isen(0; + 05)) = ryra(cos by cosby — sen by senby) +
ir1ra(sen 01 cos Oy + cos 01 sen fy) que sdo mesmos.

Para a divisdo, observemos que |z3| = ry € Z3 = ra(cos @ — isen ) = ry (cos(—0) + isen(—0)).
Entao

;_; _ ‘Zzl2|% _ r17'2(cos(91—92T)§+isen(91—92)) — :_; (COS(@l _ QQ) +iS€H(91 _ 92))

Mostre que se z = r(cos 6 + isen6) entdo 1 = r~' (cos() — isen(0)) O

O teorema acima diz que o produto dos nimeros complexos multiplica a norma e soma 0s
angulos. Assim, o produto de ntimeros complexos realiza uma rotacao. Isto permite resolver
problemas de rotagao através de operacoes dos niimeros complexos. A rotagao por angulo 6 pode
ser realizado pela multiplicacao por cosf + isenf. Em particular, a multiplicacao por ¢ realiza
rotagao por angulo de 7.

Exemplo 1.17. Obtenha um dos quadrados ABCD com vértices A = (1,1) e B = (2,3).
Fazendo o esbogo (Figura 1.3), temos que

D C

A B

Figura 1.3: Quadrado com um lado dado
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Outra solucao seria desenhar o quadrao abaixo de AB. Temos que AD = D — A é AB =
B — A rotacionado por 90°. Como niimero complexo de norma 1 e argumento de 90° é i, temos
D—-—A=(B-A)i = D=A+(B—-A)i. Como A =1+1ie B = 2+ 3i, temos que
D=1+i+2+3i—1—d)i=1+i+(14+2i)i=14i+i—2=—1+2i. Logo, D=(-1,2). O
lado BC é BA rotacionado por —90°. entdo C — B = (A— B)(—i) = (C =B —(A—- B) =
243i—(14i—2-31)i=24+3i— (-1 —-2i)i =2+ 31 +1i— 2= 4i.

Teorema 1.18 (Formula de De Moivre). (r(cosf +isen))"” = r"™(cosnf + isennf)
Demonstragao. Para n = 0 ou n = 1, é imediato. Para n positivo, temos (r(cosf + isenf))"” =

r(cosf +isenf)---r(cos +isend) =y ---r(cosf +isenf)---(cosf + isenf) = r" (cos(nf) + isen(nh)).

-~

n vezes T vezes n vezes
1

Para n < 0, temos (r(cosf + isenf))" = leostrsny = com —n > 0 e logo, (r(cos6 +isen 0))" =

_"(cos(*nel)Jrsen(*nH)) =" (COS(n@) + isen(ne)) [l

Exemplo 1.19. Calcule (1 + ¢)'®. Como 1 +i = v/2(cosZ + isenZ) temos que (1 + ¢)!% =
(V2)' (cos(100%) + isen(100%)) = 2° (cos(507) + i sen(50m)) = 2°° pois 507 ¢ multiplo de 2.

Para obter raiz n-ésima, observemos que w = /z se z = w". Se z = r(cosf + isend) e
w = s(cos a+isen o) entdo teremos s = r e naw = 0 a menos de 2k7. Como estamos representando
com s > 0, temos que s = /1 e na = 2kw + 6 de modo quea:%—i—ﬂ“T para k=0,1,...,n—1,
pois depois de k = n, o padrao se repete. Logo, temos que

Proposicao 1.20. \/r (cosf +isenf) = \/_(cos(e—|—2k’r)+zsen(9—|—2’”)) parak =0,1,...,n—
1.

Exercicio 1.21. Obtenha todas raizes 5a de 1 + .

1.5 Forma exponencial dos niimeros complexos

Para trabalhar com multiplicacao e divisao (e potenciacao e radiciagdo), a representagao exponen-
cial & mais pratica. Para tanto, usaremos a Féormula de Euler ¥ = cos #+i sen 6 cuja demonstracao
¢ obtido facilmente da séries de poténcias (estudado no calculo C).

Assim, A forma polar pode ser escrito como sendo z = re?’. Nesta representacdo, podemos
usar propriedades do exponencial e obter facilmente que

o 11eMiryeft = pirgehie?t = rirge

° (Teei)" — pn (eoi)" — rnenﬁi

(01+62)1

e assim por diante.

Exercicio 1.22. Escreva e demonstre cada um dos resultados da representacao polar, na forma
exponencial.

1.6 Raiz da unidade

Observe que na representacio polar, esta escrito como sendo produto do modulo (r = |z|) com o
nimero complexo de norma 1 (cos @ + isenf). Na radiciagdo, a parte do modulo é a raiz positiva
do modulo e toda complexidade reside na parte do nimero complexo com modulo 1. Assim, para
entender a raiz, basta estudar a raiz do nimero complexo de médulo 1.

Definicao 1.23. w é raiz n-ésima da unidade se w" = 1.

Algumas propriedades sao
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e raiz n-ésima da unidade tem moédulo 1.

e produto e quociente das raizes n-ésima da unidade sao raizes n-ésima da unidade.
e inversa da raiz n-ésima da unidade ¢ raiz n-ésima da unidade.

e poténcias inteiras da raiz n-ésima da unidade sao raizes n-ésima da unidade.

Como raiz n-ésima da unidade tem modulo 1 (como exercicio, justifique), podemos representar por

e’ e por ter poténcia por n ser 1, teremos que e"? = e*™ e consequentemente, § = 2T, Assim,

. , . . , 2km . . 2kmi
a raiz n-ésima da unidade serd e™» ‘. Denotaremos a raiz da unidade para n fixo, por ¢, = e =

para k =0,...,n — 1. Observe que, para k > n, o valor se repete por seno e cosseno ser ciclico de
periodo 27. Assim, teremos exatamente n elementos no conjunto das raizes n-ésima da unidade.

Para estudar a estrutura do conjunto da raiz da unidade, precisamos ter nocao do anel de
inteiros moédulo n.

Dado um inteiro fixo n, dizemos que dois inteiros a e b sao equivalentes modulo n quando a
resto da divisao por n coincidem. Em outras palavras, quando b — a for maltiplo de n. Neste caso,
denotaremos por b = a mod n. Nos podemos mostrar que a relacao modulo n é uma relagao de
equivaléncia, isto é,

e reflexiva: a = a mod n poisa—a =0 = 0n.
e simétrica: b =a mod n entdo b —a = kn = a — b= (—k)n de modo que a =b mod n.

e transitiva: b=a modnec=0>0 mod nentaob—a =knec—b=In. Istonésda b =a+kn
ec=b+in=a+kn+In=a+ (k+1)n. Logo, c—a = (k+1)n de forma que ¢c = a mod n.

Logo, podemos definir uma classe de equivaléncia modulo n, para cada inteiro a por a = {a+kn :
k € Z} que é a classe de resto da divisdo por n. O inteiro = sempre pode ser escrito como sendo
xr=a+ kn com 0 < a < n de modo que a classe de equivaléncia sempre pode ser representado
pelo inteiro entre 0 e n — 1. O conjunto {0,...,n — 1} de classe de equivaléncia médulo n sera
denotado por Z,.

Podemos verificar que as operacdes a-+b =a+tbea b = ab estdo definidas com as propriedades
similares a dos inteiros com excecao de que ab = 0 nem sempre implica em @ = 0 ou b = 0.
Por exemplo, para n = 4, terfamos Zy = {0,1,2,3}. Temosque 1+3=4=0e -2=0-2 =

4—2 =4 —2=2. Note que qualquer multiplo de n & 0 em Z,, podendo somar até o representante
tornar nao negativo. Note que 22 = 2 x 2 = 4 = 0 de modo que o produto de dois elementos
nao nulos pode resultar no elemento nulo. Mesmo assim, é melhor que o produto com as matrizes
que, além do produto dos elementos nao nulos pode resultar em elemento nulo, nem sempre vale
a comutatividade (Z, é comutativo).

Um dos resultados mais importantes é

Teorema 1.24. Zp € corpo se, € somente se, p € primo.

Demonstragao. Como Z, valem todas propriedades do corpo exceto o elemento inverso, basta
verificar a propriedade do elemento inverso.

Inicialmente veremos que se p nao é primo, entao Z, nao ¢ corpo. Neste caso, p = ab para
alguns inteiros ndo negativos a e b de modo que p = ab implicando que 0 = ab. Obviamente, @ # 0
e b0 ese tiver a~!, terfamos b = a~'0 = 0 o que ¢ absurdo. Logo, se p ndo for primo, Z, nao é
corpo.

Agora suponha que p é primo. Entao dado a # 0, temos que mdc(a,p) = 1. Como MDC se
escreve como combinacdo linear dos dois nameros (Teorema de Bézout), temos que 1 = xa + yp
demodoque l=zZa+yp=2a+0=2Zaeatem a inversa. O

Com isso, também foi provado que

Corolario 1.25. a € Z,, tem inversa se, e somente se, mdc(a,n) = 1.
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Agora vamos voltar para a raiz da unidade.
. . ~ - 2kmi . .

Dado um inteiro n fixo, A funcao k — €, = e » associa unicamente os elementos de 7Z, com
a n -ésima raiz da unidade de modo que €, - ¢, = €,4p. (Nos podemos mostrar que ele é um
homomorfismo de grupos aditivos no grupo multiplicativo, mas deixaremos isto de lado).

Assim, entender a estrutura do conjunto da raiz da unidade equivale a entender a estrutura
de Z,.

Para entender melhor tais ralacoes, vamos definir e estudar a raiz primitiva da unidade.

Definicao 1.26. A raiz n-ésima da unidade é dita primitiva se suas poténcias geram todas raizes
n-ésimas da unidade.

Note que €} = €, (prove) e e, = 1 (prove), temos que ¢, 7/ = €tk = Enktjk = EnkEjk = Ejk
e logo, as poténcias a serem consideradas sao de 0 a n — 1.

Teorema 1.27. Paran fixo, € € raiz n-ésima primitiva da unidade se, e somente se, mde.(k,n) =
1.

Como €} = €., suas poténcias gerar todas raizes significa que os miltiplos dos inteiros asso-
ciados geram todo Z,. Assim, basta mostrar que k gera todos elementos de Z, se, e somente se,
mdc(k,n) = 1.

Seja k tal que mdc(k,n) = 1. Entdo k € inversivel. Logo, T + kZ de Z, em Z, € injetiva
(prove). Como o conjunto Z, € finito, a imagem é Z,e consequentemente, os mailtiplos geram
todo Z,,.

Agora suponha que os miltiplos geram Z,,. Entdo existe T € Z,, tal que kT = 1 implicando que
k € inversivel. Assim, mdc(k,n) = 1.

O teorema acima permite saber se uma raiz é primitiva ou nao, sem precisar calcular suas
poténcias.

Exercicio 1.28. Obtenha todas raizes 6a primitiva da unidade.

Note que w, = e= "’ sempre é n-ésima raiz primitiva da unidade, o que constitui os elementos
)
importantes nos estudos das radiciacoes dos niimeros complexos.



