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Capitulo 1

Os Numeros

Inicialmente, veremos alguns conceitos intuitivos e convengoes sobre nimeros.

1.1 Notacao

e Nuameros naturais: Neste texto, N = {0,1,2,3,...} e N* = N* = {1,2/3,---}. Mas exis-
tem varios autores considerando N = {1,2,3,...}. Por isso, é recomendado dizer nimeros
positivos, niimeros nao negativos, etc. sempre que possivel, para evitar confusoes.

e Nuameros inteiros: Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.
e Numeros racionais: Q = {Z :m,n € Z,n# 0, = £ <= ad = bc}.
e Numeros reais: R.

e Numeros complexos: C = {z +iy: z,y € R,i* = —1}.

1.2 Numeros naturais nao nulos (inteiros positivos)

O ntmero natural ndo nulo (no sentido de inteiro positivo) é associado ao nimero de elementos
do conjunto finito nao vazio. O numero de elementos do conjunto é denominado de cardinalidade,
o que nao discutiremos os detalhes. O costume é denotar a cardinalidade do conjunto X por #X,
mas card(X) também ¢é usada.

Se X e Y sdo conjuntos finitos (ndo vazios) e disjuntos (intersecdo vazia), #(X UY) =
#X + #Y define a soma que esta associada ao namero de elementos da uniao dos conjuntos.

O produto é associado ao nimero de elemento do conjunto cartesiano, isto é, se X e Y sao
conjuntos finitos, entdo #(X x Y) = (#X)(#Y).

A adicao nao possui o elemento nulo, nem o elemento oposto, mas como vale a lei de cancela-
mento para adi¢ao, podemos definir a subtracao parcial. Ajudado pelo produto que também vale
a lei de cancelamento, podemos efetuar céalculos com facilidade.

Apesar da construcgao intuitiva dos inteiros positivos e suas operagoes obtidas através da car-
dinalidade do conjunto ser simples, a formalizacao matematica nao é dos mais simples.

Em geral, a construgao formal do conjunto dos niimeros naturais e suas operagoes da soma
e do produto sao efetuados pelo axioma de Peano. A construgao formal do objeto que satisfaz
o axioma de Peano é relativamente simples. O nome nimeros naturais deve se ao fato de ser
associado naturalmente ao objeto concreto (cardinalidade do conjunto nao vazio). O conjunto dos
numeros naturais nao nulos sera denotado por N* neste texto.
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1.3 Numeros naturais (niimeros inteiros nao negativos)

Devido a praticidade, existem vérios autores que adotam o nimero nao negativo como sendo
numero natural, mas o nimero zero é o primeiro nimero abstrato adotado na histéria devido a
sua praticidade. A adogao do nimero 0 nao foi imediato, por conjunto vazio (associado ao niimero
0) ser um conceito abstrato. Abstrato significa que “ndo podemos mostrar”, mas precisamos
“convencer que existe”.

A primeira dificuldade observada na operacao dos niimeros naturais nao nulos é a auséncia do
elemento neutro na adi¢ao, denominado de elemento nulo.

Observando que N* ndo apresenta o elemento nulo, definimos o conjunto N = {0} U N* de
nimeros inteiros nao negativos e estendemos a soma por 0 +n = n + 0 = n para todo inteiro
positivo n e também a regra 0 + 0 = 0. Usando as propriedades da soma, podemos provar que
On = 0. A operacao continua fechada e mantém suas propriedades.

O conjunto dos niimeros naturais apresenta uma boa ordem, significando que todo subconjunto
de conjunto dos niimeros naturais tem o menor elemento.

Como ja discutido, alguns autores chamam o conjunto dos ntimeros inteiros nao negativos de
ntmeros naturais, enquanto que para outros seria o conjunto dos niimeros inteiros positivos, o que
requer cuidados adicionais quando menciona o conjunto dos ntimeros naturais.

1.4 Numeros inteiros

O ntmero inteiro foi o segundo passo dos niimeros abstratos para completar operacao de soma.
O objetivo principal é completar a operacao de subtragao que s6 pode ser feito parcialmente no
conjunto dos nimeros inteiros ndo negativos. Definimos o conjunto Z = (—N*) U {0} U N* onde
—N* = {—n:n € N*} é um novo conjunto, denominado de conjunto dos niimeros negativos.

Definimos a soma entre ntimeros positivos e negativos por n+(—n) = (—n)+n = 0. Estendendo
a operagao de soma e do produto para manter suas propriedades véalidas, podemos provar varias
propriedades conhecidas tais como ((—m) + (—n) = —(m + n), (—a)(—b) = ab, etc. Continuara
existindo a ordem coerente com a operagao, mas nao sera mais de boa ordem.

1.5 Numeros Racionais, reais e complexos

O conjunto dos nitimeros racionais é obtido, estendendo o inteiro de forma que permite efetuar a
divisso. Q = {§ : (a,0) € Zx Z*,§ = § <= ad = bc} onde Z* = {n € Z : n # 0} pode
ser formalizado de forma simples, usando a relacao de equivaléncia. No conjunto dos ntmeros
racionais, existe a inversa (inversa multiplicativa) dos nimeros nao nulos.

Até os nameros racionais, a preocupagao é completar a operagao (4lgebra), mas o conjunto
dos ntimeros reais é obtido de forma a ter continuidade (“sem pontos faltando entre eles”) que é
uma das propriedades topologicas. Para construir, requer técnicas mais sofisticadas que dos casos
anteriores.

O conjunto dos nimeros complexos é obtido, completando algebricamente para ter raiz de
qualquer polinémio. Com esta extensao, serd perdido a ordem coerente com a operagao.

E possivel definir um produto em R* e R3, o que resulta em quatérnios e octdnios respectiva-
mente, mas perdera alguma das propriedades sobre o produto. Isto deixa em divida, se ainda

podem ser chamados de niimeros.



Capitulo 2

Axioma dos Numeros Inteiros

Neste capitulo, trataremos de defini¢ao formal dos axiomas que caracteriza o conjunto dos ntimeros
inteiros.

2.1 Axioma da soma e do produto nos ntimeros inteiros

A operagao nos niimeros inteiros apresenta vérias propriedades interessantes. A operacao da soma
estd completa e o produto que esta quase completa. Dai podemos levantar a questao da unicidade
dos inteiros, isto é, se o conjunto tiver operacao com a mesma propriedade do niimero inteiro,
o conjunto é do nimero inteiro? Se nao for, quais propriedades precisam ser acrescentados?
Isto equivale a perguntar das propriedades essenciais para inverter o processo de construcao,
decompondo o conjunto dos inteiros na forma (—P) U {0} U P onde P = N* = {1,2,3,...} que é
o conjunto dos nimeros naturais nao nulos e —P = {—n :n € P}.

Primeiramente, o conjunto dos ntmeros inteiros nao pode ser conjunto vazio ou unitario.
Se tiver apenas um elemento, existe somente uma operagao binaria que é o trivial. Isto torna
desinteressante estudar as operagoes binérias. Para provar que 1 # 0, também é necessario ter
pelo menos dois elementos.

Axioma 2.1. O conjunto dos niimeros inteiros 7. tem pelo menos dois elementos.
O conjunto dos niimeros inteiros Z apresenta uma soma com as propriedades completa.

Axioma 2.2 (soma). Em Z, estd definido uma operag¢ao bindria denominada de soma que associa
um unico valor a + b para cada inteiro a e b. Temos que Ya,b,c € Z, a soma satisfaz

e a+beZ (fechamento).

e a+b=>0+a (comutatividade).

(a+b)+c=a+ (b+c) (associatividade).
e 0€Z:a+0=0+a=a (elemento neutro da soma, denominado de elemento nulo).

e d—acZ:a+(—a)=(—a)+a=0 (elemento inverso da soma, denominado de elemento
oposto).

Quando definimos a soma no conjunto, espera-se que seja fechada, comutativa e associativa.

Por soma ser comutativa, a + 0 = a implica que 0 + a = a. Razao de estar colocando ambas ¢é
para enfatizar o fato da operagao nem sempre ser comutativa, como no caso de alguns produtos
(por exemplo, produto das matrizes) onde precisamos explicitar que o elemento neutro deve valer
em ambos lados. No caso do elemento oposto (elemento inverso da soma) é similar.

A razao de adotar 0 é devido a unicidade do elemento nulo, e o uso de —a é pela unicidade
do elemento oposto associado a a. Estas unicidades podem ser provados facilmente no caso geral,
como segue.
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O elemento neutro e da operagao [ deve satisfazer alde = elda = a para todo elemento do
conjunto.

Proposicao 2.3 (unicidade do elemento neutro). Numa operacdo bindria, o elemento neutro,
caso exista, € unico.

Demonstrag¢ao. Suponha que allb define uma operagao binaria e temos dois elementos neutros e e
¢’. Entao temos que e = elde’ por €’ser elemento neutro, mas elJe’ = ¢’ por e ser elemento neutro.
Assim, e = elde/ = ¢’ e nao pode haver mais de um elemento neutro. O

No caso do elemento oposto, podemos provar que o elemento inverso de qualquer operagao
binaria associativa é tinico. Para ter elemento inverso, precisamos ter elemento neutro. Se e é
elemento neutro da operacao [, dizemos que b é elemento inverso de a na operacao [1 quando
aldb = blUa = e.

Proposicao 2.4 (unicidade do elemento inverso). Numa opera¢do bindria associativa, o elemento
mverso de cada elemento, caso exista, € unico.

Demonstrag¢ao. Suponha que [J define uma operagao binaria associativa e e é o elemento neutro.
Se b e b’ sao elementos inversos de a, temos que blda = e e al) = e. Assim, b = blde = bJ(ad') =
(b0a) = e =¥,

Assim, nao pode haver mais de um elemento inverso. O

Exercicio 2.5. Reescreva as demonstragoes usando a notagao de soma para provar que elemento
nulo é tnico e para cada elemento, o oposto é tinico. Também prove que matriz identidade é tinico
e também que, se a matriz A tiver a inversa, A~! é tnica.

Exercicio 2.6. Mostre o cancelamento da adicao, isto €, se a +x = a+ y entao x = y. Reescreva
a demonstragao e prove que, se a tem a inversa relativamente a operacao [, entao aldr = ally
implica z = y.

Observacio 2.7. Note que nem toda operacdo binaria é associativa. Por exemplo, a®?) # (ab)c
para o caso geral.

b

Exercicio 2.8. Mostre que a potenciagao a” nao tem elemento neutro.

Exercicio 2.9. Discuta porque nao tem sentido dizer no elemento inverso na potenciacao. Lem-
brando que a radiciacao é uma operacao inversa da potenciacao, discuta sobre a diferenca entre
elemento inverso e a operagao inversa.

Para simplificar, denotaremos a + (—b) por a — b.

Exemplo 2.10. Para todo inteiro, —(—a) = a. De fato, se x = —a, temos que x +a = 0 de onde
a=—z. Mas —z = —(—a).

Observe que o argumento serve para provar que, em qualquer operacao bindria, se existir o
inverso de um elemento, o inverso do inverso ¢ ele mesmo. Como exercicio, mostre que (A*l)_1 =A
para toda matriz invertivel.

O inteiro também tem a operacao de produto, quase tao boa quando da soma. S6 nao tem o
elemento inverso, mas vale a lei de cancelamento.

Axioma 2.11 (produto). Em Z, estd definido uma operagao bindria denominada de produto que
associa um unico valor a - b para cada inteiro a e b. Temos que Ya,b,c € Z, o produto satisfaz

e a-beZ (fechamento).

e a-b="0-a (comutatividade).
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e (a-b)-c=a-(b-c) (associatividade).

e 1 €Z:a-1=1-a (elemento neutro do produto, No caso de Z, denominamos de elemento

unidade).
e Va#0,a-x=a-y = x =y (cancelamento do produto).
ea-(b+c)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+0b-c (distributividade)

Quando definimos o produto no conjunto que ja tem a soma, espera-se que seja distributiva.
Mesmo que o produto nao seja muito bom, a distributividade permite complementar a soma nos
calculos. Veja por exemplo, o caso da potenciacao que nem é associativa, ser importante por
estabelecer relagao entre a soma e o produto.

Quando o produto for comutativo, a- (b+¢) =a-b+ a-cimplica que (a+b)-c=a-c+b-c
(prove), mas estamos colocando ambas, para enfatizar que no caso nao comutativo (como no caso
do produto de matrizes), distributividade deve valer para ambos lados.

O uso de 1 para elemento unidade é por ter no maximo um elemento neutro em qualquer
operagao binaria (caso exista, é tinico) como ja discutido na soma.

Apesar de nao ter elemento inverso no produto, o cancelamento permite manipular expressoes
com facilidade.

No caso de niimeros, omitimos o
entre dois ntimeros arabicos costuma ser denotado por “x” em vez de
22 =4 .

“won

com frequéncia quando nao hé ambiguidade, e o produto
“7comoem2+42=2xX2=

Exercicio 2.12. Mostre que o cancelamento do produto é equivalente a afirmacao ab = 0 se,
e somente se, a = 0 ou b = 0, conhecida como auséncia do divisor de zero (ou integridade do
produto).

Exemplo 2.13. Temos que Oa = 0, pois 0a = (0 + 0)a = Oa 4 Oa, o que implica que O0a — O0a =
(0a + 0a) — 0a = Oa + (0a — 0a) = Oa. Assim, 0 = Oa.

Uma das consequéncias do exemplo anterior é o fato de ter 1 # 0.

Observagao 2.14. Temos que 1 # 0. De fato, se 1 = 0, terfamos n = n-1 =n-0 = 0 para
todo inteiro n, o que implicaria que Z tem somente um elemento que é o elemento nulo, o que é
absurdo.

Exemplo 2.15. Temos que (—a)b = —ab e a(—b) = —ab.

Solugao. Para mostrar que é oposto de ab, basta mostrar que a soma com ab é nulo. Mas,
ab+ (—a)b = (a — a)b = 0b = 0. Analogamente, ab + a(—b) = a(—b+ b) = a0 = 0.

Exercicio 2.16. Mostre que (—a)(—b) = ab.

2.2 Separando os nimeros positivos

As propriedades da soma e do produto nao sao suficientes para caracterizar o conjunto dos nimeros
inteiros. Na pratica, nao é suficiente, nem para separar o conjunto dos nimeros do resto do
conjunto. Por exemplo, a soma e o produto dos polinémios tem a mesma propriedade dos nimeros
inteiros. Caso da matriz quadrada ja estara excluida, devido a propriedade multiplicativa, pois
no produto matricial, nem sempre vale a comutatividade e o cancelamento.

Para separar alguns conjuntos numéricos, observemos que o conjunto dos niimeros inteiros,
racionais e reais podem ser separados em positivos, negativos e zero. Se observar bem o que valem
para nimeros positivos (e negativos), podemos estabelecer o axioma do positivo. Separar positivo
¢ equivalente a estabelecer uma ordem compativel com as operagoes.
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Axioma 2.17 (positivo). FEziste um conjunto P C Z fechado para soma e para o produto (a,b €
Z = a-b,a+b€Z)tal que, para todo inteiro n, vale a tricotomia (vale uma delas e somente
uma delas).

e ac P
e a—=20
e —aqc P

Quando tem o conjunto P como acima, denominado de conjunto dos positivos, podemos es-
tabelecer uma ordem em 7Z, associada a P como sendo a < b <= b—a € P. Quando a < b,
dizemos que a é menor que b. Quando a < b ou a = b, dizemos que a é menor ou igual a b e
denotamos por a < b. Naturalmente, a maior que b denotado por a > b é definido como sendo
b < a e a maior ou igual a b denotado por a > b é definido como sendo b < a.

E 6bvio que a >0 <= a € P (prove) ea <0 <= —a >0 <= —a € P (porque?), o que
é essencial para estudar as propriedades envolvendo desigualdades.

Exercicio 2.18. Mostre que, se a <0 e b < 0, entao a + b < 0.

Exercicio 2.19. Mostre que, se a < 0 e b > 0 entao ab < 0.

Exercicio 2.20. Mostre que, se a < 0 e b < 0 entao ab > 0.

Exercicio 2.21. Mostre que, se a > 1 e b > 0 entao ab > b.

Exercicio 2.22. Generalize o exercicio anterior e mostre que, se a < b e 0 < ¢ entao ac < bc.
Exercicio 2.23. Mostre que, se a < b e ¢ < 0 entao ac > be.

Observacao 2.24. Usando a existéncia da parte positiva em Z, podemos provar que vale a lei do
cancelamento. Como a lei de cancelamento é equivalente a auséncia do divisor de zero, basta
provar que ab = 0 implica em a = 0 ou b = 0, ou equivalentemente, se a # 0 e b # 0 entao ab # 0.
Entao suponha por absurdo que tenha a # 0 e b # 0. Entao temos quatro casos: a > 0 e b > 0,
a>0eb<0,a<0eb>0,a<0eb<0. Sea>0eb>0,temos ab > 0 e logo, ab # 0.
Sea>0eb<0,temos que ab < 0, que também tem ab # 0. Outros casos sao analogos, tendo
sempre ab # 0.

Exemplo 2.25. Para todo inteiro a # 0, temos que a® > 0. De fato, se a > 0, temos que a? > 0
pelo fechamento do produto em P. Se a < 0, temos que —a > 0. Assim, (—a)(—a) = a* > 0
novamente pelo fechamento do produto em P.

Observacao 2.26. Como 1 = 12 > 0 por ter 1 # 0. Logo, —1 < 0. Como > = —1 < 0, C nao pode
ter a parte positiva.

Exercicio 2.27. Argumente porque 1+ ---+ 1 # 0 para namero natural n # 0 (soma finita de
—_—

n vezes

1I’s nunca é nulo).

Exercicio 2.28. Seja Z,; = {0,1} com a operagao de adi¢ao definido como sendo 0 + 0
0+1=14+0=1,1+1=0 e a multiplicacao definido como sendo 0-0=0,0-1=1-0=
1-1=1. Note que as propriedades da adicao e da multiplicacdo sao mesmos do inteiro. Mostre
que nao existe o positivo em Zs,.

0,
0,

Exercicio 2.29. Generalizando o problema acima, justifique que, se a soma finitaa+---+a =0
para algum numero a # 0, entao nao pode existir o conjunto dos positivos.

Exercicio 2.30. Mostre que se a > 0, tem-se que a > —a e a < 0 entao a < —a.
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Quando é possivel separar os ntimeros positivos como em Z, Q e R, podemos definir o valor
a ,a >0

absoluto como sendo |a| =
—a ,a<0

. Obviamente, Va # 0, |a| € P.

Exercicio 2.31. Mostre que |a| > 0 e também que |a| =0 <= a = 0.
Exercicio 2.32. Mostre que |ab| = |a] |b].

Exercicio 2.33. Mostre que | — a| = |al.

Exercicio 2.34. Mostre que se |a| = |b| entdo a = +b.

Exercicio 2.35. Mostre que —|a| < a < |a|

Exercicio 2.36 (intervalo). Mostre que |a| < b <= —b<a <b.
Exercicio 2.37 (desigualdade triangular). Mostre que |a + b| < |a| + |b].
Exercicio 2.38. Mostre que ||a|] — [b]| < |a — ]

Observagao 2.39. O modulo que tem as propriedades similares ao valor absoluto (|ab| = |a] |b])
pode existir também no conjunto que nao pode separar o positivo, como no caso de C.

Como curiosidade, ainda nao excluimos os polindémios. Se considerar o conjunto dos polino-
mios com coeficientes inteiros, podemos escolher P como sendo o conjunto dos polinémios com
coeficiente de maior grau positivo. Esta particularidade é devido ao fato do polinémio herdar
vérias propriedades algébricas de seus coeficientes.

2.3 A ordem no conjunto dos ntimeros inteiros positivos

Para distinguir o conjunto dos ntimero inteiros com o outro conjunto, observemos que a ordem em
P ¢é bem especial, diferente dos niimeros racionais e dos reais. No conjunto dos niimeros inteiros
positivos, todo subconjunto tem o menor elemento.

Definicao 2.40. Um elemento xy € X ¢é dito menor elemento ou elemento minimal de = se para
todo z € X, tem-se que xy < x.

Definicao 2.41. Uma ordem no conjunto é denominado de boa ordem quando todo subconjunto
nao vazio tem o menor elemento.

Axioma 2.42 (ordem do inteiro positivo). A ordem estabelecida em Z determinado pelo P, induz
uma boa ordem em P.

Usando os axiomas apresentados até agora, é possivel mostrar que a parte positiva do inteiro é o
conjunto dos nimeros naturais nao nulos, mas para isso, precisamos estabelecer alguns resultados.

Proposicao 2.43. 1 € o menor inteiro positivo.

Demonstragao. Inicialmente, observe que 1 = 12 > 0. Agora precisamos provar que ele é o menor
positivo. Como P é um subconjunto de P, ele deve ter o menor elemento.

Suponha por absurdo que o menor elemento de P é a < 1. Entao temos 0 < a < 1.

Como a? > 0, afirmamos que a? < a. De fato, a—a* = a(1—a) > 0poisa >0e1—a > 0 (por
a < 1). Logo, 0 < a® < a, contradizendo o fato de a ser o menor positivo, o que é absurdo. O

A demonstracao acima, denominado de demonstracao por absurdo é bastante utilizada quando
nao consegue uma demonstragao construtiva (direta). Com a pratica, consegue identificar maioria
dos problemas que precisam ser demonstrados por absurdo.
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Exercicio 2.44. Mostre que, para todo inteiro n, nao existe inteiro a tal que n < a <n + 1.
Exercicio 2.45. Mostre que, nao existe inteiro positivo tal que 2 é seu quadrado.

Definigao 2.46. Um subconjunto S C Z ¢ dito limitado inferiormente se existir inteiro ng tal
que, Vn € S, ng < n.

Exercicio 2.47. Mostre que todo subconjunto nao vazio de 7Z, limitado inferiormente tem o
minimo. Dica: Se S C Z for limitado inferiormente por ng, considere S = {n —ny : n € S}.

2.4 O Axioma de Peano e inducao finita

Para demonstragoes das propriedades relacionados ao conjunto dos nimeros naturais (no sentido
do conjunto dos nimeros inteiros ndo negativos) ou conjunto dos niimeros naturais nao nulos (no
sentido do conjunto dos numeros inteiros positivos), costumam recorrer ao axioma de Peano. O
axioma de Peano determina exatamente o conjunto dos niimeros naturais na qual permite definir
soma, produto e ordem, satisfazendo as propriedades necessarias.

Axioma 2.48 (Peano). O conjunto dos nimeros naturais € caracterizado por
e Todo nimero natural n possui o sucessor denotado pors(n) tal que s(m) =s(n) = m = n.
e Fuxiste um tunico elemento que nao € sucessor, denotado por 0.

e Se X € um subconjunto do conjunto dos niumeros naturais tais que 0 € X en € X —
s(n) € X entao X € o préprio conjunto dos nimeros naturais.

Podemos definir a soma no conjunto dos ntimeros naturais e mostrar que s(n) = n+1. Agora,
para P ser o conjunto dos ntmeros naturais nao nulos, basta provar que o conjunto dos nimeros
inteiros nao negativos {0} U P satisfaz o axioma de Peano.

Teorema 2.49. O conjunto dos niumeros inteiros positivos é o conjunto dos nimeros naturais
ndo nulos, onde s(n) =n+ 1.

Demonstragao. Vamos verificar o axioma de Peano em {0} U P.

e Sen=0,n+1=1€ P C{0}UP. Sen >0, como P é fechado pela adigao e 1 > 0, temos
n+ 1 > 0. Assim, todo elemento tem o sucessor. Além disso, m+1=n+1 — m=n
pelo cancelamento da adicgao.

e O elemento 0 nao é sucessor do inteiro positivo ou nulo, poisn+1=0 = n = —1e —1 nao
pertence a {0} U P. Como todo inteiro positivo n pode ser escrito na forman = (n—1)+1,
todo inteiro positivo n é sucessor do inteiro nao negativo n — 1 (note que, se n é positivo,
n > 1). Logo, 0 é o tnico elemento que nao é sucessor em {0} U P.

e Se X ¢ um subconjunto de {0}UP com0€ Xene X = n+1¢€ X entdo X = {0}UP.
Para provar, basta mostrar que o seu complemento A = {n € {0}UP :n ¢ X} é o conjunto
vazio. Suponha por absurdo que A # (). Como 0 € X, tem-se que 0 ¢ A de modo que
A C P. Logo, pela boa ordem em P, A possui o menor elemento ag. Como ag > 0, ag > 1
de modo que 0 < ag—1 =mny € {0} U P. Como ag é o menor elemento de A, ng ¢ A e temos

que ng € X, o que implica que ag = ng + 1 € X. Isto é um absurdo, pois ag € A. Logo,
A=0e X ={0}UP.

]
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Note que a operagao de adigao e do produto em {0} U P coincide com do N, pois a soma no
conjunto dos nimeros inteiros satisfaz n+0 = n e n+s(m) = n+(m+1) = (n+m)+1 = s(m+n).
O produto também satisfaz n-0=0en-s(m)=n-(m+1)=n-n-+n.

A ordem em {0} U P também coincide com do N, pois no conjunto dos nimeros inteiros,
a<b<=b—a>0 <= b—a=ccomc>0,ouseja,b=a+ccomc#0ece{0}UP.

O teorema da indugao finita pode ser generalizado no conjunto dos niimeros inteiros como
segue.

Teorema 2.50 (primeiro principio da indugao finita). Se p(n) é uma propriedade sobre nimeros
inteiros n tais que

e p(ng) € verdadeira.
e Se p(n) é verdadeira, entao p(n + 1) € verdadeira.
Entao p € verdadeira para todo nimeros inteiros maior ou igual a ng.

Demonstracao. Seja X = {n € N : n > ng,p(n) é verdadeira}. Se existir inteiro n > ng tal que
p(n) é falso, X # ) e como esta limitado inferiormente por ng, teria o menor elemento m. Como
p(ng) é verdadeira, m > ny de modo que ng < m — 1. Assim, p (m — 1) é verdadeira. Logo, p(m)
deveria ser verdadeira, o que é absurdo. O

Teorema 2.51 (segundo principio da indugao finita). Se p(n) € uma propriedade sobre nimeros
mteiros n tais que

e p(ng) € verdadeira.
e Se p(k) é verdadeira para ny < k < n, entao p(n) é verdadeira.
Entao p € verdadeira para todo nimeros inteiros maior ou igual a ng.

Demonstragao. Seja X = {n € N :n > ng,p(n) é verdadeira}. Se existir inteiro n > ng tal que
p(n) é falso, X # () e como esta limitado inferiormente por ng, teria o menor elemento m. Como
p (ng) é verdadeira, m > ng. Como p(k) é verdadeira para ny < k < m pela definigao de X, p(m) é
verdadeira pela hipotese, o que é absurdo. Logo, p vale para todo inteiro maior ou igual a ng. [l

Exercicio 2.52. Usando a indugao finita, prove
1. A férmula para soma de P.A. (progressao aritmética).
2. A féormula para soma de P.G. (progressao geométrica).

3. a™™ = a™ - a" para m,n > 0 (a™ é definido para nimeros naturais n com a regra a® = 1 e
a"t =a" - a).
4. Definir indutivamente o n! e provar que 2"~ ! < n! < n" para n > 1.

5. 1+2+22+... +2F =21 1 (representagao binaria).
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