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Neste texto, estudaremos o paralelogramos.

1 Preliminares

Será assumido que a congruência dos triângulos são conhecidos e também será usado o teorema
sobre retas concorrentes às retas paralelas, aseguir.

Teorema 1.1 (concorrente a retas paralelas). Quando uma reta cruza outras duas retas, são
equivalentes

• As duas retas são paralelas

• Os ângulos alternos internos são congruentes

• Os ângulos correspondentes são congruentes

• Os ângulos colaterais internos são suplementares.

Signi�cado. Se uma reta s for transversal as duas retas r1 e r2 então ângulos alternos internos
são congruentes se, e somente se, r1 e r2 são paralelas. Outras são equivalências imediatas a
partir do ângulo oposto e os ângulos suplementares.

2 Paralelogramos

Estudaremos o quadrilátero especial denominado de paralelogramos que tem propriedades im-
portantes.

De�nição 2.1. O quadrilátero que tem os lados opostos paralelos é denominado de paralelo-
gramo.

Signi�cado. Um quadriláelo ABCD é denominado paralelogramo se AB//CD e BC//AD.

Teorema 2.2 (caracterização de paralelogramos). Dado um quadrilátero, são equivalentes

• É um paralelogramo (os lados opostos são paralelos).

• Os lados opostos são congruentes

• Os ângulos opostos são congruentes.

• Tem um par de lados opostos paralelos e congruentes.

• Os diagonais cruzam no ponto médio.
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Signi�cado. Sejam ABCD um quadrilátero. Então são equivalentes

• AB//CD e BC//AD (paralelogramo).

• AB = CD e BC = AD

• ∠A = ∠C e ∠B = ∠D

• AB//CD e AB = CD (ou BC//AD e BC = AD)

• AC e BD cruzam no meio.

Demonstração. Paralelogramo ⇐⇒ lados opostos são congruentes:

( =⇒ )Seja ABCD um paralelogramo (lados opostos paralelos). Traçando um diagonal
AB temos que ∠DAC = ∠BCA por ser ângulos alternos internos formado por AC com lados
paralelas AD e BC (Figura 1). Também temos que ∠BAC = ∠ACD por ser ângulos alter-
nos internos formado por AC com lados paralelos AB e CD. Então 4BAC e 4DCA são
congruentes por ALA, pois tem AC em comum. Consequentemente, AB = DC e BC = DA.
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Figura 1: Os lados do paralelogramo

(⇐=) Suponha agora que o quadrilátero ABCD tem os lados opostos congruentes. Traçando
o diagonal AC, temos que4BAC e4DCA são congruentes por ALA, pois tem AC em comum.
Então ∠DAC = ∠BCA e por ser alternos internos formados por AC com AB e CD, AB e
CD são paralelas. Da forma análoga, ∠BAC = ∠DCA implica que BC e DA são paralelas.
Logo, o quadrilátero é um paralelogramo.

Paralelogramo ⇐⇒ ângulos opostos são congruentes:

( =⇒ )Seja ABCD um paralelogramo (lados opostos paralelos). Como ∠A e ∠B são
colaterais internos formado por AB com lados paralelos AD e BC, são suplementares (Figura 2).
Mas ∠A e ∠D também são suplementares por ser ângulos colaterais internos formado por AD
com lados paralelos AB e CD. Como ∠B e ∠D são suplementares do mesmo ângulo, são
congruentes. Agora, ∠B e ∠C também são suplementares por ser ângulos colaterais internos
formado por BC com lados paralelos AB e CD. Assim, ∠A e ∠C são suplementares de ∠B e
logo são congruentes.
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Figura 2: Os ângulos do paralelogramo

(⇐=) Suponha agora que o quadrilátero ABCD tem os ângulos opostos congruentes. Como
∠A = ∠C e ∠B = ∠D, a soma de ângulos internos ∠A + ∠B + ∠C + ∠D = 4∠R implica
que 2∠A + 2∠B = 4∠R que é ∠A + ∠B = 2∠R. Logo, ∠A e ∠B são suplementares. Mas
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eles são ângulos internos colaterais formado por AB com lados AD e BC. Logo, AD e BC são
paralelos.

Como ∠B = ∠D, temos que ∠A e ∠D também são suplementares. Como eles são colaterais
internos formados por AD com AB e CD, temos que AB e CD são paralelos. Portanto, o
quadrilátero é um paralelogramo.

Paralelogramo ⇐⇒ tem um par de lados opostos paralelos e congruentes:

( =⇒ )Já foi provado, que é o caso do paralelogramo implicar em lados opostos congruentes.
(⇐=) Suponha agora que o quadrilátero ABCD tem um par de lados opostos congruentes.

Então vamos supor que AB e CD são paralelas e AB = CD. Traçando o diagonal AC, temos
que ∠BAC = ∠DCA por ser alternos internos formados por AC com lados paralelos AB
e CD. Então 4BAC e 4DCA são congruentes por LAL, pois tem AC em comum. Lofo,
∠DAC = ∠BCA que são ângulos alternos internos formado por AC com lados AD e BC.
Logo AD e BC são paralelas e o quadrilátero ABCD é um paralelogramo.

Tem um par de lados opostos paralelos e congruentes ⇐⇒ diagonais cruzam

no ponto médio:

Caso do diagonal, é mais difícil de provar diretamente a equivalência com o paralelogramo.
Logo, vamos provar a equivalência com quadrilátero que tem um par de lados opostos paralelos
e congruentes.

( =⇒ )Suponha agora que o quadrilátero ABCD tem um par de lados opostos congruentes.
Então vamos supor que AB e CD são paralelas e AB = CD. Traçando os diagonais AC e
CD e consideremos o ponto de intersecção P (Figura 3). Temos que ∠BAC = ∠DCA por
ser alternos internos formados por AC com lados paralelos AB e CD. Também temos que
∠ABD = ∠CDB por ser alternos internos formados por BD com lados paralelos AB e CD.
Então 4PAB e 4PCD são congruentes por ALA. Logo AP = CP e BP = DP . Assim, os
diagonais cruzam no ponto médio deles.
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Figura 3: Os diagonais do paralelogramo

(⇐=) Sejam o quadrilátero ABCD na qual os diagonais AC e BD cruzam no ponto médio
P comum a ambas. Então ∠APB = ∠CPD por ser ângulos opostos. Logo, 4PAB e 4PCD
são congruentes por LAL. Logo, AB = CD e ∠BAP = ∠DCP . Como ∠BAP e ∠DCP são
ângulos alternos internos formados por BD com lados AB e CD, temos que AB e CD são
paralelos.

Note que, nos casos de ter várias equivalências, é comum provar a implicação na ordem
até chegar no último e provar que o último implica no primeiro, fechando o circulo. Isto nem
sempre é possível, mesmo que reordene , mas no caso do teorema do paralelogramo, é possível
efetuar tal demonstração na ordem enunciada acima.

Exercício 2.3. No teorema do paralelogramo, efetue a prova em círculos: paralelogramo =⇒
lados opostos congruentes =⇒ ângulos opostos congruentes =⇒ temum par de lados opostos
paralelos e congruentes =⇒ diagonais cruzam no ponto médio =⇒ paralelogramo.

Exercício 2.4. No teorema do paralelogramo, escolha duas das propriedades e prove a equi-
valência de um com o outro.
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