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1 Cilindro

Dado uma curva e uma reta, podemos obter familia de retas passando no ponto da curva e sendo
paralela a reta dada. O conjunto de pontos destas familias de retas é chamado de cilindro (veja a
figura 1). A curva é chamado de curva base e a reta dada é chamada de reta diretriz. Como na
reta diretriz, o que importa é a dire¢do, podemos substituir pelo vetor (vetor diretriz). A forma
paramétrica sempre pode ser obtido facilmente, e quando a curva esta no plano paralelo ao plano
coordenada e a reta diretriz é eixo coordenada (ortogonal ao plano da curva), podemos obter outras
expressoes do cilindo, também de forma simples.
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Figura 1: cilindro

1.1 Parameétrica

Seja (z(t), z(t), z(t)), uma curva paramétrica no espago e U seja o vetor diretor da reta diretriz.

Uma reta que passa por um ponto X (t) = (z(t),y(t), z2(t)) paralelamente a reta diretriz terd o
vetor diretor ¥ e conseqiiéntemente, os pontos desta reta é obtido pela parametrizagao P(t,\) =
X(t) + AU (veja a figura 1). Assim, a parametrizacdo do cilindro é s(t, \) = X (t) + \7.

Exemplo 1.1: Obter a parametrizacio do cilindro com a curva base (z(t),y(t), z(t)) = (¢, cost, t?)
com a reta diretriz r(t) = (1,0, —1) +¢(—1,2,0).

Solugao: O vetor diretor da reta é ¥ = (—1,2,0) e conseqiiéntemente a reta que passa por
ponto (¢, cost,t?) da curva, paralela a reta diretriz ¢ dado por (¢,cost,t?) + A\(—1,2,0) (veja a



z(t,\) =t—A
figura 2). Logo, a parametrizagdo é dado por ¢ y(t,\) = cost + 2\.
z(t,\) =t

17 X () + AT

\

X (t) = (t,cost,t?)

Figura 2: Cilindro do exemplo 1.1

1.2 Implicita

Seja (z,y) curvas implicitas no plano coordenada XY (ou paralelo ao plano coordenada XY)
determinado pela equacao f(x,y) = 0 (e z = ¢). Considere a reta diretriz ortogonal ao plano da
curva base (logo, paralela ao eixo Z). Como os pontos do cilindro esta contida na reta paralela

flzy) =0
z qualquer

equagcao implicita do cilindro é f(z,y) = 0 que é a mesma da curva original (ignorando a condigao
sobre z).

ao eixo Z, passando pelo ponto (z,y) da curva, temos que de forma que a

Figura 3: Cilindro paralelo ao eixo coordenada

Observacao 1: Exceto no caso do cilindro ser paralelo a algum eixo coordenada (que falta a
variavel correspondénte), nao é facil detectar se uma forma implicita representa o cilindro. Para
verificar, é necessirio analisar se existe uma direcao na qual as interseccoes com planos paralelos
a esta direcao formam feixes de retas paralelas.

Exemplo 1.2: Obter a representacao na forma implicita do cilindro com a curva base %+22 =
1 ex =1, com a reta diretriz r(t) = (1,0, —1) + t(—2,0,0). Em seguida, encontre as fungdes em
y cuja uniao dos graficos é o cilindro.

Solugao: Como a curva esta no plano paralelo ao plano coordenada Y Z e a retas diretriz é
ortogonal a este plano coordenada, a equagao é “mesma’ % + 22 = 1. Agora, isolando o z, temos

z2=d44/1— % que sdo duas fungoes: z(y) = +4/1 — % e z(y) =—1/1— %.



1.3 Cilindro do grafico de uma fungao

Seja z = f(z). O grafico de f tem a forma implicita z — f(x) = 0 e o cilindro na dire¢ao do eixo Y,
obtido a partir do grafico de f tem a mesma forma. Logo, ele é z — f(x) = 0 ou equivalentemente,
z = f(x). Assim, ele & grafico da funcido f(z,y) = f(x), que é a “mesma’”.

Exemplo 1.3: Obter a forma implicita da funcao cuja grifico é uma cone do grifico de y(x) =
In(|z| + 1) na dire¢io do eizo z.

Solucao: Como a reta diretriz é ortogonal ao plano coordenada do grafico de f, a funcao é
“mesma”: y(z,z) = In(|z| + 1). Fique atento com as variaveis.

1.4 Cilindro implicito no caso geral

No caso geral, a condicao do ponto estar no cilindro é a reta passando pelo ponto, paralelamente
flu,v,w) =0
g(u,v,w) =0
da reta reta diretor é ¥, um ponto (x,y, z) esta no cilindro se, e somente se, a reta s : (x,y, z) + \U
interceptar a curva. Juntando a equagao da reta nas variaveis em u,v e w (considerando z,y e z
como constante) com a equagao da curva em u,v e w, temos a condi¢do para que o ponto estar
no cilindro. Poder4 tentar eliminar as variaveis u, v e w para obter duas equacoes em x,y e z. No
entanto, exceto nos casos da curva planar (f(u,v,w) =0 ou g(u,v,w) = 0 ser plano) nao é facil e
nem sempre é possivel eliminar as variaveis u, v e w.

a reta diretriz interseptar a curva. Se a curva base é dado por { e o vetor diretor

2, .2
. . ) + =1
Exemplo 1.4: Obter a forma implicita cuja base é dado por vy e a reta
2yt 422 =4
diretriz é r: (1,2, —1) + \(1,0,—1)
Solugao: Como o vetor diretor é (1,0, —1), a reta passando pelo ponto (z,y, z) paralelamente

ut+w =x+=z2

a r é dado por (u,v,w) = (z,y,2) + A\(1,0,—1) de onde temos . Juntando com
v =y
u? + y? =1
. u? 4 v? =1 R -y’ +y* +uw? =4
0 sitema , temos S u* +y* +w® =4 = .
u? + v? + w? +/1—y*+w =x+z
U+ w =Ttz

conseqiiéntemente, temos +/1—y2 =z +2 = 1—9*> = (z + 2 — w)? com w?> = 3. Portanto,
1—y?= (:v+zi~\/§)2.

2 Superficie de rotacgao

A superficie de rotagdo é obtida, rotacionando uma curva em torno do eixo (reta) dado. Cada
ponto da curva descreve um circulo no espago, formando uma superficie (veja a figura 4). Note que,
os pontos da superficie de rotacao sao formados pelos pontos P que esta em algum circulo. Quando
a curva esta no plano coordenada e os eixos coincidentes com o eixo coordenada (que estd no plano
coordenada da curva), podemos obter a expressdo da superficie de rotacdo sem dificuldades. No
caso geral, nao é facil obter suas expressoes por envolver rotacao.

2.1 Rotagao da curva paramétrica

Seja (x(t),y(t)), uma curva paramétrica no plano XY
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Ao ser rotacionado em torno do eixo X, o ponto (u,v) = (u(t),v(t) da curva descreve um
circulo em y e z, de raio v, no plano paralelo ao plano coordenada Y Z, na posi¢io x = u (veja

y =v(t)cos

a figura 5). Assim, coordenadas y e z sao dados por { com 0 < 6 < 27w. Logo, a

x(t,0) u(t)
parametrizagao ¢ dado por ¢ y(t,0) = v(t)cosf com 0 <6 < 2.
z(t,0) = v(t)send

Exemplo 2.1: Obter a parametrizagio da superficie de rotagio da curva (y(t), z(t)) = (e',t?)
em torno do eizo Z.

Solugao: A curva estd no plano coordenada YZ e o eixo € o eixo coordenada contido no
plano coordenada XY . A rotacio do ponto (v,w) = (e',1?) da curva em torno do eizo Z descreve
um circulo de raio v na altura w (veja a figura 6). Assim, as coordenadas y e x sdo dados por
y(t,0) = vcosf = e cosf e x(t,0) = vsend = e'senf respectivamente. Como a altura dos pontos

z(t,0) = e'senf
do circulo é w, temos a parametrizagdo ¢ y(t,0) = e'cosf.
2(t,0 =12

z =v(t)send

2.2 Rotagao da curva implicita

Seja f(x,y) = 0 uma curva implicita no plano coordenada XY'.
Ao ser rotacionado no eixo X, o ponto (u,v) da curva descreve um circulo de raio v na po-
sicdo © = u (veja a figura 5). Assim, as coordenadas = e z do ponto do circulo devera satisfa-

zer a equacao y2 + z2 = v2. Como (u,v) é o ponto da curva, temos que f(u,v) = 0. Assim
b b b b

u,v) =20 . . -
teremos {fZ( )2 , € conseqiiéntemente, f (x,j: Y2+ 22) = 0, pois z = u. A equagdo
Yy +zr =

f <1:, VY + 22) = 0 representa a superficie gerada pela rotagdo da curva na parte y > 0 e a

equacao f (:L‘, —\/y? + z2> = 0 representa a parte correspondénte a curva com y < (.

Observacao: Uma curva implicita é rotacao da curva se existe plano na qual a intersecgao com
todos planos paralelos a ele é circulo 9degenerado ou nao). No caso de verificar se é cilindro paralelo
a algum eixo coordenada, ¢é facil, jA que a euqagao dos planos paralelos aos planos coordenadas é
da forma varidvel igual a constante.

Exemplo 2.2: Obter a forma implicita da superficie de rotagao da curva y> = sen(y + 2) em
torno do eixo Z.

Solucgao: A curva estd no plano coordenada Y Z e o eixo € o eixo coordenada contido no plano

,/

curva

eixo

circulo

Figura 4: Superficie de rotacao



Figura 5: Rotagao da curva

VALY
X P=(x,y,w)

Figura 6: Rotagao do exemplo 2.1 e 2.2



coordenada XY . A rotagcao do ponto (v,w) da curva em torno do eizo Z descreve um circulo
de raio v na altura w (veja a figura 6). Assim, as coordenadas y e x sdo dados pela equagao
y?>+ 22 = v% Como (v, w) é o ponto da curva, temos que v* = sen(v+w). Isolando o v da equagao
do circulo e substituindo, temos (£+/2? + y?)® = sen(£+/22 + y? + w). Observando que ndo hé
condigoes sobre w, exceto que seja terceira coordenada, temos (d=1/x2 + y2)? = sen(z 4 /22 + y?).

2.3 Rotacionando o grafico — parte 1

No caso em que a curva é dado pelo grafico da fun¢ado y = f(x) no plano XY e o eizo ser eixo
X (das varidveis indepéndentes), o ponto (u,v) com v = f(u) descreve um circulo de raio v no
plano paralelo ao plano X7 na posicao x = u. Procedendo como no caso da rotacao da curva
x(t,0) =t
parametrica, obteremos a parametrizacao ¢ y(t,0) = f(t)cosf com 0 <6 < 2.
z(t,0) = f(t)senf

Procedendo como no caso da rotacao da curva implicita, observando que a equagao implicita do
grafico de f é y — f(z) = 0, temos a forma implicita +1/y% + 22 — f(x) = 0 ou equivalentemente,
y>+ 22 = f(x). Caso precise da fungao, esta forma impicita pode ser resolvido em z, obtendo duas
fungbes z = £/ f(x)? — y2. Note que tera restricdo de dominio nas fungoes obtidas.

Exemplo 2.3: Obter a forma paramétrica e implicita da superficie de rotacdo do grdfico da
funcao z = e¥ em torno do eixo Y.

Solucao: O grdfico estd no plano coordenada Y Z e o eixo € o eizo coordenada contido no plano
coordenada XY . A rotacdo do ponto (v,w) = (e¥,y) do grdifico em torno do eizo Y descreve um
circulo de raio w na posi¢io v =y (veja a figura 7). No caso de parametrizagao, as coordenadas z
e x sao dados por z(v,0) = wcosf = e’ cosf e z(v,0) = wsend = e’senf respectivamente. Como
x(t,0) = e'send

t,0

v =y, temos a parametrizacao | y(¢,0) =t com 0 <6 < 2m.
z(t,0 =e'cosd
No caso de forma implicita, z e = sao dados pela equacdo z? + 2> = w? de onde w =

+vVx? 4+ 22.Como w = f(v) por (v,w) estar no grafico (e v = y), temos £vz2+22 = eV e

conseiiéntemente, x2 + 22 = e,

P=(x,v,z)

Figura 7: Rotagao do exemplo 2.3



2.4 Grafico da Funcao — Parte 2

Seja z = f(x) uma fun¢do e rotacionaremos o grafico de f no eixo Z (eixo do contradomino em
vez do eixo do dominio). O ponto (u, w) com w = f(u) no plano X Z descreve um circulo de raio
u no plano paralelo ao plano coordenada Y Z no nivel z = w (veja a figura 8).

Figura 8: Rotacao do grafico no eixo Z

Procedendo como no caso da rotacao da curva parametrica, observando que a parametrizacao do
grafico de f é dado por (x, f(x)) e tomando cuidado com as coordenadas, obtemos a parametrizagao

x(t,0) =tcosh
y(t,0) =tsenf com 0 <6 < 2.
2(t,0) = f(t)
Da forma similar a rotacao da curva implicita, tomando cuidado com as coordenadas e obser-
vando que a forma implcita do grafico de f é dado por z — f(x) = 0, obtemos a forma implicita da

superficie dado por z — f <:|:\/x2 + y2) = 0 que pode ser escrito como sendo z = f <:|: x? 4+ y2)
que também pode ser analisado como duas funcoes.
A funcao f <\/:c2 + y2) representa a funcao cuja grafico é a rotacao do grafico de f para z > 0

e f <—\/x2 + y2) representa a parte obtida pela rotacao do grafico de f na parte x < 0.

Observacao: Apesar da parametrizacao pode ser obtido facilmente a partir da funcao z =

x(t,0) =tcosh

f <j: 2 + y2>, a forma paramétrica ¢ y(¢,0) = tsenf com é mais usada, pois forcece a posigao
2(t,0) = f(t)

exata de acordo com o angulo de rotacao.

Exemplo 2.4: Obter a forma paramétrica e implicita da superficie de rotacdo do grdfico da
fun¢ao y = cosx em torno do eizo Y.

Solucao: O grdfico estd no plano coordenada XY e o eizo é o eixo coordenada contido no plano
coordenada XY . A rotagcao do ponto (u,v) = (x,cosx) do grifico em torno do eizo Y descreve um
circulo de raio u na posicao v = cosx (veja a figura 9). No caso de parametrizacao, as coordenadas
x e z sdo dados por z(u,0) = ucosf e z(u, ) = usend respectivamente. Como v = cosu por (u,v)

x(t,0) = tsend
estar no grafico, temos a parametrizacao ¢ y(t,6) =cost com 0 <6 <27,
2(t,0 =tcosb
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No caso de forma implicita, x e z sao dados pela equacdo 22 + 22 = ©? de onde u = £v/22 + 22
Como v = f(u) = cosu por (u,v) estar no grafico (e v = y), temos que y = cos (iva + 22) e
conseiiéntemente, x? + 22 = (arccos y)>.

4

(x,cos u,z)

Figura 9: Rotagao do exemplo 2.4

2.5 Superficie de rotacao com eixo paralelo ao eixo coordenada

Quando o eixo for paralelo ao eixo coordenada, podemos proceder da forma similar, tomando
cuidado no raio e centro do circulo. Note que no caso implicito, nem sempre consegue “limpar” a
equacao para caso em que as curvas nao estejam no plano paralelo aos planos coordenadas, mesmo
que eixo seja eixo coordenadas. No caso de eixo qualquer, precisara analisar o plano ortogonal ao
eixo (que contém o circulo), o que torna mais complicado.

Exemplo 2.5: Obter a parametrizacao e a forma implicita da superficie de rotacao da curva
(z(t),y(t),2(t)) = (t,t3, cost) em torno do eizo r(t) = (1,2, —1) +(0,2,0).

Solucao: Como a reta r é paralelo ao eixo Y e a parametrizagdo é dado por (z,y,z) =
(1,242X, —1). ao rotacionar o ponto (u,v,w) desta curva (que nao estd mais no plano coordenada)
em torno do eizo (que é paralelo ao eizoY ) serd circulo de centro (1,v, —1) por circulo ser paralelo
ao plano coordenada X Z e estar no eizo. Conseqiiéntemente, o raio serd R = |(u,v,w)—(0,v,0)| =

Vu? +w? (veja a figura 9). No caso da parametrizacdo, temos R = \/t? 4 (cost)?. Assim, temos
x(t,0) =1+ \/t%2 + (cost)?cosb e

No cado da forma implicita, observe que (t,3, cost) é dado implicitamente por z = cosz e
y = 3. logo o ponto (u,v,w) da curva deve satisfazer v = u e w = cosu. O ponto do circulo
anterior deve satisfazer 22 + 22 = u? + w?. Como eixo & paralelo ao eixo coordenada Y, temos
v = y. Usando ele, podemos escrever u = /y e w = cos /y. Substituindo na equagao do circulo,
obtemos x? + 2% = Yy + cos /y. Observe que o raio da equagao do circulo possui duas varidveis,
o que torna complicado de resolver no caso implicito. em geral, nem sempre é possivel eliminar «

e w.

3 Cone

Dado uma curva e um ponto, definimos a cone como sendo a superficie formado pelos pontos das
retas que passam por um ponto da curva e o ponto (veja a figura 11). A curva dada é chamada de
curva base e o ponto dado é chamado de vértice. Quando a curva estd contido no plano paralelo
ao plano coordenada e o vértice estd na origem, podemos obter a expressao da forma implicita.
No caso geral, somente a forma paramétrica ¢ facil de ser obtido.



3.1 Paramétrica

Seja (x(t), z(t), 2(t)) curvas paramétricas no espaco e V = (v,, vy, v,) o vértice dado.

Uma reta que passa por um ponto X (¢) = (x(t),y(t), 2(t)) e vértice V é dado pela parame-
trizacdo P(A\) = V 4+ A onde v = X(t) — V. Assim, a parametrizacdo é dado por s(t,\) =
V4+AX({)—V)=AX(t)+ (1 — AV onde X (¢) é a parametrizacdo da curva original.

3.2 Implicita

Seja dada curva implicita no plano paralelo ao plano coordenada XY determinado pela equagao
f(z,y) = 0 no nivel z = ¢. Consideremos a cone com esta curva base e vértice na origem. A
seccao pelos planos paralelos aos plano coordenada XY (z = constante) determina uma curva
semelhante ao original, mas com tamanho dependente do nivel em que situa. Pelo fato do ponto
da origem, ponto da seccao e o pontos da curva base serem colineares, podemos verificar que a
escala é diretamente proporcional ao nivel. Assim, temos % = 5 por ter escala 1 no nivel z = c.

Logo, a escala no nivel z ¢ A = 2. Lembrando a mudanga de escala na forma implicita, a curva de
nivel da cone no nivel z é dado por f (i, i) = 0. Esta equacao é a forma implicita da cone.
zfc? z/c

No caso candnico na qual a curva esta no nivel z = 1, temos a equagao f (f, %) = 0.
Observacao 1: Para cone com vértice fora da origem (e curvas contidas no plano paralelo ao
plano coordenada), procederemos como

1. Transladar com —V para que vértice venha para origem
2. Obter a cone com vértice na origem

3. Transladar a cone obtida com V' para colocar na posicao desejada.

Observagao 2: No caso de cone vertical (curva no plano paralelo ao plano coordenada XY, nem
sempre pode obter como grafico de duas fungoes em = e y, mas podemos tentar isolar o z da
equagao implicita. A condicao para que z seja dada pelos graficos das (duas) fungoes, é ter todos
raios partindo da projecao do vértice no plano XY cortar a projecao da curva no plano XY, no
méaximo em um tUnico ponto. No entanto, isto nao garante que podemos isolar o z.

3.3 Cone do grafico da funcao

Considere a fun¢do z = f(x) no plano paralelo ao plano coordenada X Z na posicao y = ¢. Como
pontos do grafico de z = f(x) é dado pela equagdo implicita z — f(x) = 0, usando a técnica do

Figura 10: Rotacao do exemplo 2.5



z

caso da implicita, obteremos a equacao o~

f (i) = 0, o que pode ser reescrito como sendo
y/c
z=14f <@) para pontos y # 0. Assim a funcao em duas variaveis que fornece a cone como grafico
c Y

¢ dado por f(z,y) = vf (%) para y # 0. Note que o dominio de f é uma cone formado pelo
dominio de f.

3.4 Observacao

O vértice da cone é um ponto singular da superficie conica. Isto significa que a vértice nao satisfaz
condigoes exigidas pelas superficies.

Figura 11: cone
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Figura 12: Cone do grafico
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