Aula 1

Velocidade instantinea e derivadas

1.1 Velocidade instantianea

Suponhamos que um ponto mével M desloca-se ao longo de uma linha reta horizontal,
a partir de um ponto O.

As
O M < >

0 s= s(t) .'so= s(t,) |51= s(to+At) s

A4

S

O deslocamento s, de M, em relacdo ao ponto O, é a distdncia de O a M, se M
esta a direita de O, e é o negativo dessa distancia se M esta a esquerda de O. Assim, s é
positivo ou negativo, conforme M se encontre, respectivamente, a direita ou & esquerda

de O.

Com estas convengdes, a reta passa a ser orientada, e a chamamos de eixo s,
sendo O sua origem.

O deslocamento s depende do instante de tempo t, ou seja, s € uma funcio da
variavel t:

s=s(t)

Em um determinado instante ty, o deslocamento de M é sy = s(ty). Em um
instante posterior t1, o deslocamento de M é s; = s(ty).

A velocidade média do ponto M, no intervalo de tempo [to,t;] é dada por

_ S1— S0 _ S(t1) —S(to)

Vi =
™ =t t -t
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Podemos também escrever t; = to + At, ou seja, At = t; — ty, e também As =
s(t1) —s(to) = s(to + At) — s(to).

Teremos entdo

_s(to+At) —s(to) _ As
" At C At

Por exemplo, vamos supor que s(t) = %at2 (o ponto moével é uniformemente
acelerado). Assim, no instante t =0 o ponto mével esta em s(0) = Ja-0% = 0.

A partir de um certo instante ty, temos uma variacdo de tempo At. Seja t; =
to + At. Podemos ter At > 0 ou At < 0 (quando At < 0, o instante t; antecede ty).
Teremos entdo

1 1
s(t1) = s(to + At) = za(to +At)? = 5 (atd +2ato - At + a(At)?)

A variacdo do deslocamento do ponto mével, nesse intervalo de tempo, sera

As =s(t1) - s(to) = %até +aty- At + %a(At)2 - %até

ou seja,
a(At)?

As = aty - At
S =aty + 5

A velocidade média do ponto, no intervalo de tempo [to,t1], sera dada por

2
As aty- At + 250 s aAt
At At )
Se At ~ 0, entdo também teremos As = aty- At + a(ATt)Z ~ 0. No entanto,
As aAt
A_t =aty + T ~ aty

De um modo geral, definimos a velocidade instantdnea v(ty), do ponto M, no
instante ty, como sendo o /imite da velocidade média no intervalo de t; a ty + At,
quando At tende a zero (esta foi uma ideia de Isaac Newton, um dos criadores
do Calculo Diferencial e Integral no século XVII), e escrevemos

No nosso exemplo,
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1.2 Derivada de uma funcao

Uma fun¢&o f & uma lei que associa cada valor x de um certo conjunto A (o dominio de
f), um Gnico valor f(x) de um certo conjunto B (o contra-dominio de f). Neste curso,
teremos sempre A c R e B ¢ R. Veja também a observacdo 1.1, mais adiante nesta
aula. Muitas vezes diremos “funcdo f(x)", em lugar de “funcdo f".

Dada uma fungdo f(x), a fungdo derivada f’(x) (leia-se “f linha de x") é a fungdo
definida quando consideramos, para cada x no dominio de f(x)?!, sujeito a uma variagdo
Ax # 0, a variagdo correspondente de y = f(x),

Ay = Af = f(x + Ax) - f(x)

e entdo calculamos o valor limite da razio
Af  f(x+Ax) - f(x)
Ax Ax

quando Ax tende a 0, ou seja, quando Ax se aproxima indefinidamente de 0. Escrevemos

entdo

ooy e AF L f(x+ Ax) - f(x)
POO=Mmac AT Ax

Para um valor especifico de x, digamos x = xy,

—f
() = Jim "0 A2 T(0)

é a derivada de f (ou de f(x)), no ponto xy.

Como estabelecemos na segdo anterior, para um ponto mével M em movimento
retilineo sobre um eixo s, se s(t) indica sua posicdo no instante t, entdo a velocidade
instantdnea de M no instante t é a derivada s’(t).

Como primeiro e importante exemplo de célculo de derivadas, temos

Regra 1.1. Se f(x) = x™, n inteiro positivo, entdo f'(x) = nx"'.

Demonstragdo. Da algebra elementar, temos as seguintes férmulas de fatoragso:
b?-a’=(b-a)(b+a)
b*-a’=(b-a)(b*+ab+a?)

b*-a* = (b-a)(b®+ab’+a’b +a’)

lou para cada x em um intervalo aberto contido em D(f)
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que o leitor pode verificar, simplesmente efetuando os produtos a direita, e entdo sim-
plificando. De um modo geral, para n >4, vale a seguinte férmula:

b"—a"=(b-a)(b™ +ab™? +a’b" P + -+ a" b2+ a" b+ a™ ) (1.1)
Sendo f(x) = x™, temos para Ax # 0,
Af = f(x+Ax) —f(x) = (x + Ax)™ = x" (1.2)
Substituindo b=x+Ax e a=%, em 1.1, temos b — a = Ax, e entdo obtemos
Af = Ax - ((x+ A)™ T+ x- (x + AX)V2 4+ X2 (x + Ax) + XM

do que ent3o

Af
— = (X AT (X AX)E 4+ X (X + AX) + X
Ax
Dai,
Af
im— = x4+ x X" XM X
Ax—0 Ax
=X x T x4 X = !
n parcelas
Portanto, (x™)’ = nx™ . -

1.2.1 Notacoes simbdlicas para derivadas, habitualmente em-
pregadas

Sendo y = f(x), também escrevemos Ay = Af = f(x + Ax) — f(x), e denotamos

dy . ~ . Ay
o (derivada de y em relagdo a x) = AliIE}O A
dy

Assim temos T f’(x). Indicamos ainda

X
dy dy
£/ =(=2 = —=
(x0) (dx)xxo dx

X=X0

A razdo
Ay f(xo+Ax) - f(xo)

Ax Ax
é a taxa de variacio média de y, em relagdo a x, no intervalo [xo,xo + Ax] (ou
no intervalo [xo + Ax,xq], se Ax <0).
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O valor q A
/(xo) = (—y) - lim Y
dx Jx—x, M0 Ax
é chamado de taxa de variacdo (instantdnea) de y em relacdo a x, no ponto
X =Xyp.

Outras notagdes frequentemente utilizadas para as derivadas (os simbolos abaixo
tem o mesmo significado):

f’(x) (notagdo de Lagrange)

(f(x))’

% (notagdo de Leibniz, leia-se “dé f dé x")
Y (sendo y = 1(x)

d

—(f

(1))

x(t) (notagdo de Newton, derivada de x em relagdo a variavel t (tempo))

Também tem o mesmo significado as seguintes notacdes para a derivada de f no
ponto Xo:

Ploa) (0 & ()
dy d
ax s, ™ (%)) jx=xo

Exemplo 1.1. De acordo com a regra 1.1, temos
(x)" =(x") =1x1"1=x0=1, ou sgja (x)' =1.
(x?)"=2x+1 = 2x.

(x3)" =3x31 = 3x2.
(x190)7 = 100x77.

Observacdo 1.1 (Intervalos da reta, e dominios das fun¢des que estudaremos). Aqui,
e no restante do texto, estaremos assumindo sempre que nossas funcées sdo funcées de
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uma variavel real x, com valores f(x) reais, e estdo definidas em intervalos ou reuniées
de intervalos de R, ou seja, tem os valores de x tomados em intervalos ou reuniées de
intervalos.

Sendo a e b numeros reais, com a <'b, chamam-se intervalos de R, de extremos
a eb, os conjuntos de uma das formas:

={xeR|a<x<b} (intervalo fechado de extremos a e b),

b]
,b[={xeR|a<x<b} (intervalo aberto de extremos a e b);
b[={xeR|a<x<b} (intervalo de extremos a e b, semi-aberto em b)),
b]

={xeR|a<x<b} (intervalo de extremos a e b, semi-aberto em a).

Os intervalos acima s3o os intervalos limitados.

Os intervalos ilimitados sdo conjuntos de uma das formas:

[a,+o0[ ={xeR|x>a} (intervalo fechado de a a +o0);
Ja,+oo[ ={xeR|x>a} (intervalo aberto de a a +0),
]-o0,b] ={xeR|x<b} (intervalo fechado de —c0 a b);
]-o0,b[={xeR|x<b} (intervalo aberto de —co a b);
]- o0 +oo[ R (intervalo aberto de —co a +0),

sendo a e b niameros reais.

Como exemplo de fungées reais de varidvel real, cujos dominios sio intervalos ou
reunibes de intervalos de R, temos as seguintes.

1. |f(x) =+/x| é uma funcdo que estd definida para os valores reais de x para os

quais \/x existe e é um namero real, ou seja, para x > 0. Assim, dizemos que o
dominio ou campo de definicdo de f é o intervalo D(f) = [0, +oo].

2. |f(x) = 1/x| é uma fung¢do que esta definida para os valores reais de x para os quais

1/x existe e é um namero real, ou seja, para x + 0. Assim, o dominio ou campo
de definicdo de f é o conjunto D(f) = R — {0}, ou seja, a reunido de intervalos
]_ oo,O[U]O,+oo[.

estd definida para os valores reais de x para os quais

1
3. ‘f(X)Z\/z—X-F Noas

V2-x e 1/\/x -1 existem e sdo nimeros reais, ou seja, para x <2 (2-x>0)
ex>1 (x-1>0). Assim, o dominio ou campo de definicdo de f é o intervalo

D(f) =]1,2].
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Para um valor especifico de x, digamos x = xo, no dominio de uma funcdo f, ao
calcularmos o limite

/ . f(xo+ Ax) — f(x

estamos supondo que algum intervalo aberto, contendo xy, também é parte do dominio
de f, de modo que xy + Ax também estara no dominio de f quando Ax for ndo nulo e
suficientemente pequeno.

1.3 Primeiras regras de derivacdo (ou diferencia-
¢ao)

Diferenciac3o ou derivacdo de uma funcdo é o processo de calculo da derivada da funcéo.

Regra 1.2. Se f(x) é uma fungdo tendo derivada f'(x) e ¢ é uma constante,
entao

(cf(x))" = cf’(x).

Ou seja, a derivada de uma constante vezes uma funcdo é a constante vezes a
derivada da funcio.

Regra 1.3 (Derivada de uma soma de fungdes). Sendo f(x) e g(x) duas fungcdes
tendo derivadas f'(x) e g’(x), respectivamente, temos

(f() +g(x))" = f'(x) + g"(x).

Ou seja, a derivada de uma soma de duas funcbes é a soma das respectivas
derivadas.

Demonstragdo das regras 1.2 e 1.3. Alguns fatos sobre limites sdo assumidos intuitiva-
mente.

cf(x + Ax) — cf(x) f(x + Ax) - f(x)

(cfG0)" = fim ==k = fme- T
¢ Tim f(x + Ax) - f(x)
Ax—0 Ax

A
- fim 7 = ()
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Para deduzir a regra 1.3 escrevemos h(x) = f(x) +g(x) e tomamos Ax # 0. Entdo

Ah = h(x + Ax) - h(x)
= (f(x + Ax) + g(x + Ax)) = (f(x) + g(x))
= (f(x + Ax) = f(x)) + (g(x + Ax) — g(x))
=Af+Ag
Logo,

[f(x) +9(x)]" = h'(x)

. Af . Ag '
AN A AR A ST o) :

Exemplo 1.2. Sendo f(x) = 2x3 - 3x>, temos

f/(x) = (2x3 - 3x°)’
= (23 + (=3)x%)’

= (2)" + ((=3)x°)’ ((f+g) =f"+g')
=2(x°)" + (=3)(x")’ ((cf)" =cf’)
=2-3x%*+(-3)-5x* ((x™) =nx"T)

= 6x* - 15x*

Observacao 1.2. Por um argumento tal como o usado no exemplo anterior,
podemos facilmente deduzir a regra: (f(x) —g(x))’ =f'(x) - g’(x).

Regra 1.4. A derivada de uma fungdo constante é 0: se ¢ é uma constante real
e f(x) = ¢ para cada x real, entdo f'(x) = (c)' = 0.

Demonstragdo. Sendo f(x) = c para cada x real, entdo
Af =f(x+Ax) —f(x) =c-c=0.

Af 0 Af 2

Portanto, sendo Ax # 0, — =0 (R é igual a 0 mesmo antes de calcularmos

Ax  Ax
o limite).
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. Af
Logo Jm 3 = Jim 0-0

Assim, se ¢ & uma constante, (c)’ =0. O

Exemplo 1.3. Sendoy = —-3t® + 21t% - 98, calcular %

Aplicando as regras acima estabelecidas, indicando por ()’ a derivada de () em
relacdo a t,
dy
—= = (-3t°+21t* - 98)’
rraal Gl )
= -18t> + 42t

1
Exemplo 1.4. Sendoy = - calcular %

1
Temos y = —, e entdo tomando Ax + 0,
X

1 T x-(x+Ax) -Ax
Ay = —_ — = =
x+Ax x  x(x+Ax)  x(x+Ax)
Ay _ -1
Ax  x(x + Ax)
dy Ay . -1 -1 1

= lim — = lim = =
dx a0 Ax  Ax-0x(x+Ax) x-x  x?

1.4 Problemas

1. A posicdo de um ponto P sobre um eixo x, é dada por x(t) =4t +3t-2, com t
medido em segundos e x(t) em centimetros.

(a) Determine as velocidades médias de P nos seguintes intervalos de tempo:
[1;1,2], [1;1,1], [151,01], [151,001].

(b) Determine a velocidade de P no instante t = 1seg.

(c) Determine os intervalos de tempo em que P se move no sentido positivo
e aqueles em que P se move no sentido negativo (movimento retrégrado).
(P se move no sentido positivo ou negativo se x(t) aumenta ou diminui,
respectivamente, a medida em que t aumenta.) Para resolver este problema,
leve em conta que o grafico de x(t), em fungdo de t, é uma parabola.
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2. Se um objeto & langado verticalmente para cima, com velocidade inicial 110 m/s,

sua altura h(t), acima do chdo (h = 0), apés t segundos, é dada (aproximada-
mente) por h(t) = 110t — 5t> metros. Quais sdo as velocidades do objeto nos
instantes t = 3s e t =4s? Em que instante o objeto atinge sua altura maxima?
(Leve em conta que o grafico de h(t) como fungdo de t é uma parabola.) Em
que instante atinge o chdo? Com que velocidade atinge o ch&o?

. Calcule f’(x), para cada uma das fungdes f(x) dadas abaixo, cumprindo as se-

guintes etapas

i. Primeiro desenvolva a expressdo Af = f(x+Ax)—f(x), fazendo as simplificacdes
cabiveis.

i Af f Ax) - f
ii. Em seguida obtenha, uma expressio simplificada para i (x+ 2) (X)
X X

iii. Finalmente, calcule o limite lim —.

(a) f(x) =17 - 6x
(b) f(x)=7x*-5
() f(x) = x*+2x
(@) (x) = v

(¢) () = 1
() 0=

(@) )=

4. Usando as regras de derivacdo estabelecidas, calcule as derivadas das seguintes

funcdes.

a

(a) f(t)=-6t3+12t2-4t+7

(b) f(t)=(3t+5)* Sugestdo: Primeiro desenvolva o quadrado.
(c) f(x)=(-2x>+1)3 Sugestdo: Primeiro desenvolva o cubo.
(d) f(
(e) £(

) —
x)=(3x?-7x+1)(x*+x—-1) Sugestdo: Primeiro desenvolva o produto.
)

x> -x*+15

€ X

5. Determine o dominio de cada uma das seguintes funcdes. Represente-o como um

intervalo ou uma reunido de intervalos de R. No nosso contexto, o dominio de
uma fungdo f é o conjunto de todos os nimeros reais x para os quais f(x) é um
namero real.

(a) f(x)=x>-5x+3
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=—V4-x
= V4 -x?
=Vx?-5x+4
1
V2

1.4.1 Respostas e sugestoes

1. (a) 11,8; 11,4; 11,04; 11,004 (cm/s).
(b) T1em/s.

(c) P se move no sentido positivo quando t > —-3/8, e no sentido negativo quando
t<-3/8.

2. 80m/se70m/s. Emt=11s. Em t =22s, com a velocidade de —110m/s.

tAx
f'(

i Af= - 1=

i. Af=-6Ax
Af
. R = —6
iii. f'(x) =6

i. Af = 14xAx + 7(Ax)?

ii. 2L =14x +7Ax

i, f/(x) = 14x

i Af = (3x% + 2)Ax + 3x(Ax)? + (Ax)?
ii. AL =3x% +2+3x(Ax) + (Ax)?

i, f/(x) =3x%+2

L Af=Vx+Ax - /X
Af _ Vx+Ax—/x
- Ax
-1
X) = N
Sugestdo. Ao calcular o limite limoﬁ—i, o leitor chegara a expressio 0/0,
X—>

que n3o tem significado matematico. Para contornar este problema, devemos
“ajeitar’ algebricamente a expressio ﬁ—i para que o termo Ax desapareca do
denominador, através de simplificacdes, como as indicadas a seguir.

Af VXA - VX VX H A= VX Ve Ax+ VX
Ax Ax Ax VX + AX + /X
(x +Ax) —x AX 1

) Ax - (Vx + Ax ++/x) :M-(\/X+Ax+\/)_c) ) VX + Ax + /X

Aqui fizemos uso da identidade (v/a - v/b)(v/a++vb) =a-b.

—Ax
X+AX+5  x45  (x+Ax+5)(x+5)

Af _ -1

© Ax T (x+Ax+5) (x+5)
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i, f/(x) =
(f) f'(x) = 5x*

(@) F'0)=-3

1
T (x+5)2

a) f'(t) =-18t> + 24t -4

b) f(t) =18t +30

c) f'(x) = —48x> +48x> - 12x
d) f/(x)=12x - 12x*> - 18x + 8
f/(x) = 3x% - 2x

b) 1-
c) [-2,2]
d) 1-

€

()
(b)
()
(d)
(¢)
(a) R
(b)
()
(d)
(¢)

]
[
]
]
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