Aula 2

Derivadas e retas tangentes
Novas regras de derivacao

2.1 A derivada como inclinacao de uma reta tan-
gente ao grafico da funcao

Na aula anterior, o conceito de derivada foi apresentado através do conceito de velocidade
instantanea. Veremos agora uma interpretacdo geométrica da derivada, em relacdo ao
grafico da funcdo y = f(x). Esta é uma ideia de Fermat®.

Fixado um valor xy, sendo definido f(xy), seja Ax # O um acréscimo (ou decrés-
cimo) dado a xy. Sendo x; = x¢ + Ax, temos que a razdo

Ay _ f(xo+Ax) - f(xo) _ f(x1) — f(x0)
Ax Ax X1 — Xo

é o coeficiente angular da reta r, secante ao grafico da curva y = f(x), passando pelos
pontos Py = (X0, f(x0)) € P = (x1,f(x1)).

Observando os elementos geométricos da figura 2.1, temos que quando Ax tende
a 0, o ponto P tem como posicdo limite o ponto Py, e a reta secante PyP terd como
posicdo limite a reta t, tangente ao grafico de f no ponto Py.

Na figura, temos ainda, da geometria analitica elementar,

tg B = tangente do angulo 3
= coeficiente angular (ou inclinagdo) da reta secante PyP
Ay
= A
1Pjerre de Fermat, século XVII, um dos criadores da moderna Teoria dos Niimeros e também do
Calculo Diferencial e Integral.
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Figura 2.1. A derivada da funcdo f, em X, é a inclinagdo da reta t, tangente ao grafico
de f em Py. Quando Ax tende a 0, o ponto P tende a ocupar a posicdo Py, e a reta
secante 1 tende a posicdo da reta t, tangente ao grafico de f em Py.
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tg o = tangente do dngulo «

= coeficiente angular da reta t, tangente ao grafico de f, no ponto Py.

Note aqui diferentes empregos (com diferentes significados) da palavra tangente: a tan-
gente (trigonométrica) do angulo «, nos da a inclinagdo, ou declividade, ou coeficiente
angular, da reta t, que é (geometricamente) tangente ao grafico de f (ou que tangencia
o grafico de f) no ponto Py.

Quando Ax tende a 0, 3 tende a «, e entdo 2—‘;’( =tg 3 tende a tg .
AN
Dal, A].ililo B = tg .

Assim, com este argumento geométrico e intuitivo, interpretamos f/(xo) = tg o
como sendo o coeficiente angular (ou a inclinagdo) da reta t, tangente ao grafico
de f (ou seja, tangente a curva y = f(x)) no ponto Py = (xo,f(X0)).

Sabemos que a equacdo de uma reta, de coeficiente angular m, passando por um
ponto Py = (x0,Yo), é dada por

Yy-yYo=m(x—xg).
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Assim sendo, temos que a equagdo da reta t, tangente a curva y = f(x) no ponto
Po = (x0,Yo) = (%0, f(x0)) é dada por

Y —Yo="1'(x0) - (x=%o)

Em geral, se queremos aproximar a fun¢do f(x), nas proximidades de xy, por uma
funcdo da forma g(x) = ax + b, tomamos g(x) = f(xo) + f'(x0) - (x —x0). O grafico
de g sera ent3o a reta tangente ao grafico de f no ponto Py. Dizemos que g(x) é uma
linearizagdo de f(x) nas proximidades de x,.

A reta normal a curva y = f(x), no ponto P, dessa curva, é a reta que passa por
Po perpendicularmente a curva. Melhor dizendo, r é normal a curva y = f(x), no ponto
Po, quando 1 passa por Py e é perpendicular a reta tangente a curva nesse ponto.

Lembre-se que se duas retas sdo perpendiculares, tendo coeficientes angulares m

e m’, entdio m’ = -1/m.

Assim, se f'(xy) # 0, a equacdo da reta T, normal a curva y = f(x) no ponto
Po = (x0,Yo) tem equagdo

Exemplo 2.1. Qual é a equacdo da reta t, que tangencia a parabola y = x*, no ponto
P=(-1,1)? Qual é a equagdo da reta v, normal a parabola nesse ponto?

d .

Solugdo. Sendo y = x?, temos d—y = 2x. Em P, temos xy = —1. O coeficiente
X

angular da reta t é dado por

dy
=4 =2.(=1)=-2.
x| (1)

Assim, a reta t, tangente a curvay = x% no ponto P, tem equacdo

y-1=(-2)(x-(-1))

ou seja, y=-2x-1.

Para escrever a equacdo da reta v, normal a curva no ponto P, fazemos uso do

fato de que a declividade da reta v é m, = —m% = %

Portanto, r tem equagcdoy—1 = %(x +1), ou ainday = %x + %

Na figura 2.2 temos a representacdo da curva y = x? edasretast er, respectiva-
mente tangente e normal a curva no ponto P = (=1,1).
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Figura 2.2. Representacdo grafica da curva y = x? e das retas t e 1, tangente e normal
a curva no ponto P = (-1,1).

Exemplo 2.2. Determine o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de
y = f(x) = x* —4x, no ponto de abscissa (primeira coordenada) x, = p, sendo p um
namero real. Em qual ponto do gréfico a reta tangente ao grafico é horizontal?

Solucdo. O coeficiente angular da reta tangente a curva y = x* —4x, no ponto de
abscissa p, é m = f'(p). Como f'(x) = 2x — 4, temos m = 2p — 4.

No ponto (p,f(p)) em que a reta tangente é horizontal, temos m = 0, ou seja,
f'(p) =0. Logo, p =2. Assim, o ponto procurado é (2,-4).

2.2 Novas regras de derivacao

Regra 2.1 (Derivada de um produto de fungdes). Sendo f e g fungbes que tem
derivadas f' e g’, temos

(f-g)' =f"-g+f-g

Demonstragdo. VVamos admitir que D(f) = D(g). Para um x no qual existam f’(x) e
g’(x), temos

Af = f(x + Ax) - f(x), Ag = g(x + Ax) - g(x).
Portanto

f(x + Ax) = f(x) + Af, g(x + Ax) = g(x) + Ag.



DERIVADAS E RETAS TANGENTES. NOVAS REGRAS DE DERIVACAO 17

Assim sendo

A(fg) = (fg)(x + Ax) - (fg)(x)
=f(x + Ax)g(x + Ax) - f(x)g(x)
= (f(x) + Af)(g(x) + Ag) - f(x)g(x)
=f(x)g(x) + f(x)(Ag) + (Af)g(x) + (Af)(Ag) - f(x)g(x)
=f(x)(Ag) + (Af)g(x) + (Af)(Ag)

Portanto, se Ax # 0,

A9 _ 1929+ 2g() + 2(a0)

—f<x>ii I 3
E assim,
. A(fg) Ag Af Af Ag
Alzglo Ax Ax o(f( ) ( ) )
=f(x)g’ (X)+f (X)Q(X)+f (X)g (X)‘O
=f'(x)g(x) + g'(x)f(x)
Portanto, (f(x)g(x))’ =f"(x)g(x) + f(x)g’(x). O

Observacao 2.1. Para um valor especifico de x, digamos x = xo, temos
Af = f(xo + Ax) = f(x0).

Embora n3o tenhamos ainda mencionado, é fato que se podemos calcular o limite

Alimo & = f'(x0), entdo temos lir—{lo Af =0.

De fato,
Af
lim Af = lim o “Ax =1'(x9)-0=0.

Ax—0 Ax—0

Exemplo 2.3. Daremos um exemplo para ilustrar a regra da derivada de um produto,
que acabamos de deduzir. Considere p(x) = (x> +x+2)(3x-1)

Expandindo o produto que define p(x), obtemos p(x) = 3x3 +2x%+5x -2, e entdo
p'(x) = 9x? +4x +5.

Por outro lado, se aplicarmos a férmula da derivada de um produto, obtemos o
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mesmo resultado:

P'(x)=(x*+x+2)(3x-1)+(x* +x+2)(3x - 1)’
=(2x+1)Bx-1)+(x*+x+2)-3

=92 +4x+5

Regra 2.2. Sendo g uma fungdo derivavel, quando g + 0 temos
(5) =5
g 9%

Demonstragdo. Como na dedugdo da regra 2.1, temos g(x + Ax) = g(x) + Ag.

1
Sendo y = ——, temos

g(x)

1
S g(x+Ax) g(x)
1
Cg(x)+Ag g(x)
_9(x) - (9(x) +Ag)
(g(x) +Ag) - g(x)

-Ag

(9(x) + Ag) - g(x)

Ay

Logo,
Ay -Ag 1

Ax Ax (g(x)+Ag)g(x)

e portanto

Y _im 2Y
dx Ax=0 Ax
- lim ~29. :
A0 Ax o (g(x) +Ag)g(x)
oy g
IR TS R P

Aqui, fizemos uso da observagdo 2.1: sendo g derivavel, temos Alim0 Ag =0. O
X —>

Exemplo 2.4. Verifique a seguinte generalizacdo da regra 1.1 para expoentes negativos:
sendo n um inteiro positivo, (x ™)’ = -nx ",

Solugdo. Aplicando o resultado da propriedade 2.2, temos

=

1)’_ (xv)"  nxm!

X1 __(Xn)z T
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Regra 2.3 (Derivada de um quociente).
(f)'_ f'g-fg’

g g

Demonstracdo. Deixamos a deducdo desta regra para o leitor. Para deduzi-la, basta

escrever — = f- — e entdo combinar as regras 2.1 e 2.2. O]
Exemplo 2.5. Calculary’, sendo y = 7(3—_1
Pl &= I L e

Solu¢do. Aplicando a férmula para a derivada de um quociente, temos

) (x3—1)’:(x3—1)'(x3+1)—(x3+1)'(x3—1)

L P (x3+1)2
33 HT) =3 (3 - 1)
B (x3+1)2
X
S (x3+1)2

2.3 Problemas

1. Utilizando regras de derivacdo previamente estabelecidas, calcule as derivadas das
seguintes funcdes.

@) 109 - 357

(b) 7(2)= 2203

(€) f(w) = 22

(@) s =€+ %

(€) 1) = 1y
() () = S22

2. Deduza a seguinte férmula de derivagdo:
(fgh)' =f'gh+fg'h + fgh'

D& um bom palpite (chute) sobre como seria a férmula para (fyfy--f,_1f)".
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. Ache as equag¢des das retas tangentes ao grafico de y =

AULA 2

T nos pontos P =
(0,5), Q =(1,5/2) e R = (-2,1). Esboce (caprichadamente) o grafico dessa
curva, plotando pontos com os seguintes valores de x: -3, -2, -1,0, 1, 2e 3. No

mesmo sistema cartesiano, esboce também as retas tangentes a curva nos pontos
P,QeR

. Escreva as equacdes das retas tangente e normal a curva y =x3-3x? —=x+5 no

ponto de abcissa x = 3.

. Determine as equacdes das retas t e n, respectivamente tangente e normal a curva

y =x?, no ponto de abcissa p.

. (Teste sua sensibilidade sobre derivadas) Esboce o grafico de y = x?—4, plotando os

pontos de abcissas (valores de x) -2, -1, 0, 1, 2 e 3. Em cada um desses pontos,
esboce a reta tangente ao grafico, e tente adivinhar o seu coeficiente angular.
Marque seu chute ao lado do ponto. Em seguida, calcule cada coeficiente angular
usando a derivada y’. Compare seu chute com a resposta exata.
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2.3.1 Respostas e sugestoes

1. (a) f,(X) = ﬁ

, ~2722 4122+ 70
(b) t'(z) = (2-92)2

4w - 14
(c) f'(w)= m
2
(d) s’'(t)=2t- 3
T+2x+3x?
! - —
(&) 710) = (T+x+x2+x3)?
/ 2x+9 . £\ f
(f) f'(x) = Z (Quando ¢ é uma constante, temos a regra (E) =)

2. (frfyfnqfn) = Fifgfn 1o + Fifhefn 1 4+ oo+ Frfpof! o + Fyfpfn g fh.

3. As equagdes das trés retas sdo, respectivamente, y =5, 5x+2y-10 =0, e 4x-5y+13 = 0.
4. Reta tangente: y = 8x —22. Reta normal: x +8y-19=0.

5.ty = 2px - p?;

1
n:y=’%+§+lﬂz (se p#0); nix =0 (se p=0).
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