Aula 4

Limites. Uma introducao intuitiva

4.1 Conceituando limites através de exemplos

Nos capitulos anteriores, fizemos uso de um limite especial para calcular derivadas, a

saber o limite f/(x) = Alimo fx+ AXB{ - f(x) _

Neste capitulo veremos os limites como ferramentas de estudo do comportamento
de funcdes reais, provendo informac&es importantes sobre seus graficos.

A definicdo formal de /imite € matematicamente sofisticada, requerendo muitas
horas de estudo para ser entendida. O leitor interessado podera encontra-la em bons
livros-textos de Calculo!. Ocorre porém que, em um primeiro curso de Calculo, a de-
finicdo de limite tem pouca ou nenhuma serventia quando queremos calcular limites.
Faremos uma exploracdo intuitiva do conceito de limite e de suas propriedades, através
de exemplos e interpretacdes graficas.

Exemplo 4.1. Considere a fungcdo f(x) = 2x + 3. Quando x assume uma sequéncia de
valores aproximando-se mais e mais de 0, o nimero f(x) = 2x+3 assume uma sequéncia
de valores aproximando-se de 2 -0+ 3 = 3. Por exemplo, suponhamos que x assume
sucessivamente os valores da sequéncia

0,1; 0,01; 0,00T; 0,0001; 0,00001;

aproximando-se mais e mais do ndmero 0. Ento a funco f(x) assumird sucessivamente
os valores da sequéncia

3,2 3,02, 3,002; 3,0002; 3,00002;

aproximando-se mais e mais do nimero 3.

Para o leitor interessado, uma referéncia recomendada é Hamilton Luiz Guidorizzi. Um curso de
calculo: volume 1. 62 ed. Rio de Janeiro: LTC, 2018.
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Dizemos entdo que o limite de f(x), quando x tende a 0, é igual a 3, e escrevemos

limf(x) =3

x—0

Suponhamos que f(x) é uma fungdo real definida em uma reunido de intervalos, e
que Xo € um ponto no interior ou no extremo de um desses intervalos. Os matematicos
dizem que lim f(x) = L (L € R) quando podemos fazer f(x) arbitrariamente préximo
del, tomandoox suficientemente préximo de xo, mantendo x # xo. No exemplo em que

f(x) = 2x + 3, podemos fazer f(x) préximo de 3 o quanto quisermos, bastando tomar x
bem préximo de 0.

Exemplo 4.2. Aqui temos uma lista de exemplos intuitivos, em que fazemos uso de
propriedades intuitivas do célculo de limites.

1. limx=a (aeR)

X—=a

2. limx"=a® (neN, aeR)
X—a

3. Sendo p(x) = apX™ + ap X" '+ +a;x+ay, (neN, a,,...,ap todos
reais),

lim p(x) = anXd + anogX)" + -+ arxo + do = p(Xo)
X—=>Xo

o3 Im(¢-3) g_3
4. 1 _x _97o
x4 Hm(+1) 4+

1

Definicdo 4.1 (Continuidade de f(x) em xo). Nos exemplos anteriores, de limites
com x tendendo a x,, tivemos sempre xo no dominio de f e lim f(x) = f(xo).
X—=>Xo

Quando isto ocorre, dizemos que f é continua no ponto x,.

No préximo exemplo, é proposto o calculo de um limite em que x — xo, mas X
ndo esta no dominio de f.

. x>-8
Exemplo 4.3. Calcular 111121 :
Xx—>Z X —

Solugdo. Note que, sendo f(x) = X > temos que 2 ¢ D(f). Quando x se aproxima

de 2, x3 se aproxima de 8. Um célculo direto nos da entdo
x3-8 8-8

lim ———9
=2 x—2 2-2 0
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Este resultado, 0/0, € muito comum no calculo de limites, e ndo tem significado como
valor de um limite. A expressdo 0/0 é um exemplo de um simbolo de indeterminacio
ocorrendo em uma tentativa de calculo de um limite. A ocorréncia desta expressio
significa que o limite ainda n3o foi calculado.

Para evitar o simbolo de indeterminagdo 0/0, neste exemplo fazemos

3_ _ 2
im 8=1im(x 2)(x*+2x+4)
x>2 X—2 x=2 x—2
2
_ limM(X +2x+4)
x—2 x=2
= lim(x? +2x + 4) (pois x # 2)

x—2

=2242.2+4=12

Exemplo 4.4 (Calculo de um limite com mudanga de variavel).

o Yx+1-1
lim—— =

x—0 X

?

Um calculo direto nos da 0/0, uma indeterminaco.
Podemos fazer a mudanca de variavel. y = v/x + 1.
Temos entdo y3 =x + 1, e portanto x =y> - 1.

Quando x tende a 0, y tende a 1 (em simbolos: se x - 0, entdo y - 1). E ai
temos

3
limﬂ - lim y- 1
x—0 X y—1 y3—]
-1
- lim Y

v=1 (y-1)(y?+y+1)

- lim ]'M

Syl (Y=Y +y +1)
1 1

:ng%y2+y+1 "3

4.2 Limites infinitos. Limites no infinito

: 1 . :
Consideremos agora a fungdo f(x) = —. Temos que o dominio de f & o conjunto dos
X

nameros reais diferentes de 0, simbolicamente D(f) = R — {0}. Observe a tabela 4.1.
Ali fizemos uso do fato de que f é uma fungdo par: f(-x) = f(x) para todo x € D(f).

Na primeira coluna da tabela 4.1, temos valores de x (positivos e negativos) cada
vez mais proximos de 0. Na dltima coluna, vemos que os valores correspondentes de f(x)
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tornam-se cada vez maiores. Neste exemplo, podemos fazer f(x) maior que qualquer
namero real positivo, tomando x suficientemente préoximo de 0. Dizemos que o limite
de f(x), quando x tende a 0 é “+ infinito", e escrevemos

lin(}f(x) = +00

ou seja,
]
lim — =+00
x—0 X
Tabela 4.1.

X x2 f(x) =%
+1 1 1
+0,5 0,25 4
+0,2 0,04 25
+0,1 0,01 100
+0,01 0,0001 10000
+0,001 | 0,000001 | 1000000

A interpretacdo geométrica de ling(]/xz) = +o0 pode ser visualizada na figura 4.1,

em que temos um esboco do grafico da curva y = 1/x%.

Agora observe a tabela 4.2. Notamos agora que, & medida que x cresce indefi-
. : . . 1
nidamente, assumindo valores positivos cada vez maiores, f(x) = — torna-se cada vez
X

mais préximo de 0. Isto também é sugerido pela figura 4.1. Neste caso, dizemos que o
limite de f(x), quando x tende a “+ infinito”, & igual a 0, e escrevemos

Nas tabelas 4.1 e 4.2 também ilustramos:

limx? =0 2

lim x° = +o0
x—0 X—+00
Também podemos facilmente inferir
. ) .
lim x° = +o00 lim = =0
X—>—00 X—>—00 X




LiMITES. UMA INTRODUGAO INTUITIVA

37

Figura 4.1. lin31/x2 = +00, ou seja, a medida que x se aproxima de 0, y = f(x) torna-se
X—>

cada vez maior. Também lim 1/x* = 0, ou seja, a medida que x cresce, tomando

X—>+00

valores cada vez maiores, f(x) aproxima-se de 0. E ainda lim 1/x?=0.
X——00

AY
16|
8-
4__
2__
2 1 0 1
Tabela 4.2
X x? | f(x) = )%
1 111
2 4 }1 =0,25
5 25 215 0,04
10 100 | 0,01
100 | 10000 | 0,0001
103 100 | 10-¢

Com estes exemplos simples iniciamos uma algebra de limites com o simbolo oo:

(+00) + (+00) = +00

(£00)? = +00

(+00)3 = +00

(—00) + (-00) = -0
(+00)(-00) = -0

(—00)3 = —00
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(—oo)(inteiro positivo par) = 4 oo (—o0) inteiro posiivo impar) — _ oq
1 1 c
(£00)" = (zo0)" 300 0(m>0,neZ) T 0 (c constante)
+00 + € = +00 (C constante) —00 + ¢ = —o0 (C constante)
+oo sec>0 +oo sec<0
c-(+00) = c-(-o00) =
-00 sec<0 -00 sec>0
+oo | +oo sec>0 —oo | +o0 sec<0
C —00 sec<0 ¢ —00 sec>0

Mas atencdo! Cautela com essa nova “aritmética”! Os “resultados”
20 (4oo) - (+00)  (—o0)+(+00) 0 (xo0)
+00

sdo novos simbolos de indeterminacdo. Nada significam como valores de limi-
tes. Se chegarmos a algum deles no calculo de um limite, temos que repensar o
procedimento de calculo.

2 _ _
Exemplo 4.5. Calcular lim M
xotoo X3+ 4

Solugdo. Uma substituicdo direta nos da

3x2-2x -1 400 —(+00) -1

lim =
x—t+o0 X34+ 4 +o00 +4

Para evitarmos simbolos de indeterminacio, fazemos

o 3xE-2x -1 . x*(3-2-3%
lim ———— = lim ———2—=
X—>+00 x3+4 X—+00 X3(] + x_3)

2 1 2 1
3-i"v 3 i i

x X2 _ +o00

Xt x(1+ %) too(1+-4)
3503
+o0- (1+0)  +oo

=0

Exemplo 4.6. Calcular Jim (x> =x3)

Temos

XEE%C(X5 -x3) = (-00)? = (-0)3 = (-00) = (—00) = (-00) + (+00), portanto

chegamos a um simbolo de indeterminacg3o.
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Podemos no entanto fazer

lim (x° - x3) :XEIEOXS( - 5)=(-00)3-(1-2%) = (-00)- (1-0) = —oo0.

X—>—00

Nos limites da forma lim P em que p(x) e q(x) sdo polindbmios em x,

X—>+00 q(x)'
prevalecem os termos de maior grau de ambos os polinémios, ou seja, se

P(x) = anX™ + an X"+ + arx + ap,

q(x) = bpx™ + by x™!

entio lim w: lim X
X—+00 q(x) X—> 400 mem

+--+bix+ by

Deixamos a deducdo disto para o leitor, como um exercicio.

Por exemplo, no exemplo 4.5 estudado anteriormente, poderiamos ter feito

o 3x2-2x-1 . 3x? .3 3
im —————=1lm —=1lim —=— =0
X—>+00 XS + 4 X—+00 X3 X—>+00 X +00

Mas atencdo. Isto s6 vale para limites de quocientes de polindmios, em que

X — £00.

1
Exemplo 4.7. Calcular ling—.
x—=0 X

Solugdo. Aqui podemos ser induzidos a dizer, tal como no exemplo do limite ling )3—2
X—>
que lingj—( é infinito. Ok, mas qual “infinito"? +oo ou —co? A resposta &, neste caso,
X—)

nenhum dos dois!

Se x se aproxima de O por valores positivos, entdo 1/x tende a +o0o. Porém se x se
aproxima de 0 assumindo somente valores negativos, entdo 1/x tende a —oo (|1/x] fica
cada vez maior, porém 1/x mantém-se sempre < 0).

) : o]
Neste caso, dizemos que nao existe o limite 11113.—.
x—=0 X

1 .
O comportamento da fun¢do f(x) = —, nas proximidades de x = 0, serd melhor
X

estudado na préxima aula, quando introduziremos o conceito de limites laterais.
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4.3 llustracOoes geométricas da ocorréncia de al-
guns limites

Na figura 4.2 temos um exemplo de esboco de um grafico de uma funcio definida no
conjunto R — {x¢}, para a qual lim f(x) = a e lim f(x) =b = f(x;).
X—=>X0 X—>X1

Figura 4.2. xy ndo esta no dominio de f, lim f(x) = a, e lim f(x) = b = f(xy).
X—Xo X—>Xq

v

Na figura 4.3 temos um exemplo de esboco de um grafico de uma funcio definida
em todo o conjunto R, para a qual liI+n f(x) =ae lim f(x)=D.
X—+00 X—>—00

Figura 4.3. lim f(x) =q, e lim f(x)=b.

X—>+00

/\y

Na figura 4.4, pagina 42, temos um exemplo de esbogco de um grafico de uma
funcdo definida em R - {a}, para a qual lim f(x) = +o0.
X—=a
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Na figura 4.5, pagina 42, temos um exemplo de esbo¢co de um grafico de uma
funcdo definida em R - {a}, para a qual lim f(x) = —oo.
X—=a

Na figura 4.6, pagina 42, ilustramos um exemplo de esbo¢co de um grafico de uma
fungdo definida em R-{a}, para a qual lim f(x) = —co0, lim f(x)=be liI+Il f(x) = —o0.

4.4 Problemas

1. Calcule os limites.

2 4 N1
(2) 133%7;—2 0 55,
_ 2 —x im 2x2+5x -3
(b) £1—I;112x2+5x—7 / x=1/26x2 = 7% +2
K2-16 . x*+8
' k) lim ——
(c) Jim == () i, e
6s — 1
33 ) li
(d) %LT%(XJrh]: z ) 4259
x? 1
3 1 _
(e) &imz]:ljzg (m) xlfll(xq x—1)
' ! li 4-vie+h
(f) lim —7 (M
N o) 1 (5L
(&) M oy e (et e5)
, -2 _9-2
(h) lim (x2+3)(x-4) (p) hmw
xX—=>V2 h—0 h

2. Demonstre que se

1

p(x) = anx™ + an XM+ -+ aix + ag, €

q(x) = bpX™ + by x™ ! + - + byx + by,
sendo ayp,...,0n, bo,..., b, nimeros reais com a, +# 0 e b, # 0, entdo

() Jim p(x) = lim anx

(b) Tim PO - iy X"
gx

X—>+00 ( ) x—xo0 b XM
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Figura 4.4. lim f(x) = +o0.

My

y =fx)

Figura 4.5. lim f(x) = —oo.

T~y

x

y =fix)

Figura 4.6. limf(x) = —co0, lim f(x)=b, e lim f(x) = —oo.

o

y =fix)
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3. Calcule os limites.

. 2x+3 . (2x+3)3(2-3x)?
1
(@) lm, R (&) Jlim, =55
. (f) lim (Vx+a-+x)
x2 + X—>+o00
(b) lim = (g) lim (VX2 +ax-x)
() 1 2x2-x+3 (h) lim (x+ V1-%3)
x—+00 x3 —8x — 5
Z ) ;( . (i) X1_i)1+1%<)(\3/x+8x3—Zx)
. 2x*-3x -
(d) lim —— () lim x(Vx2+1-x)

4. Considerando as duas primeiras colunas da tabela 4.1, de valores para a funcio
g(x) = x?, Jodozinho argumentou que, quanto mais préximo de 0 é o valor de x,
mais proximo de —1 fica g(x). Explique por que Jodozinho esta certo. Isto quer
dizer que £i_r>% g(x) =-17 Explique.
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4.4.1 Respostas e sugestoes

1. ()4 (b) 1/9 (c) 32 (d) 3x* (e) 12 (f) ndo existe (g) +oo (h) 5v/2-20 (i) 15
() =7 (k) -3/8 (1) =23 (m) 2 (n) -1/8 (o) —64 (p) -1/4

2. (b)
n a1 aj ap
lim P _ lim X (] o T T gt T anX")
x—>x00 (% X—>+00 m bm-1 .. by _bo
q(x) bmx (1 Rl b T
a1 aj ap
n Gn-1 4L
- lim anX T + anXx Tt anxn-! anx™
x—+00 P, XM x—+o00 LU by _bo
m 1+ Tl T g
n n-1 4 ... 4 @1, Gdo
Cim O gy et e i
X—>+00 mem X—>o00 | 4 bm-1 4ot b bo
+00o +00 +00
anx™ T14+40+--+0 . apx"

lim . = 1i
x=400 b x™ T+0+--4+0 x—x00 bx™

3.(d)2 (b)0 (c)0
(d) +oo.
(2-3-4)

X% -3x -4 x2(2-3-4
Sugestdo. lim 22 —X=% _ (-3 1"2) - lim X )

e — m—
R B VT Trey B NN

Agora, como x - —oo, temos x < 0, e entdo |x| = —x.
(e) 72
(f) .

Sugestdo. \/x +a—+/x
(g) a/2 (h) 0.

Sugest3o. Para contornar a indeterminacdo +oo — oo, faca
T 33V %2 —x. 31 —x3 + (/1 —~x3)2

XJr\g/mz(xﬁt 1 x)[x3 x- V1 3x +(V1-x3)?]

x2—x- V1 =%+ (V1-x3)2

(a+Db)(a?-ab+b?)=a®+b3

(i) 0.

Sugest3o. Aproveite a idéia usada na solucdo do problema anterior, agora fazendo uso

da identidade (a-b)(a®+ ab + b?) = a® - b>.

(1) 1/2

4. Jo3ozinho esta certo, pois x“, sendo positivo, ao se tornar cada vez mais préximo de 0
fica também cada vez mais préximo de —1. Podemos notar que a sequéncia de quadrados
que aparece na tabela 4.1 é a sequéncia 1 0,25 0,04 0,01 0,0001 0,000001...
Cada termo a partir do segundo estd mais préximo de —1 que seu antecessor! Mas isto
n3o quer dizer que o limite de x> quando x tende a 0 seja —1. “Cada vez mais préximo"
n3o quer dizer “arbitrariamente préximo”, que & o termo correto no contexto de limites.

_(Wxra-vX)(Vx+a+Vx)
VX +a+x '

, € use a identidade

2





