Aula 6

Esbocando graficos: primeiros
Passos

Existe o processo simples de esbocar-se o grafico de uma fung¢io continua ligando-se um
namero finito de pontos Py = (x1,f(x1)),...,Pn = (xn, f(xn)), de seu grafico, no plano
cartesiano Oxy, por uma curva suave. Mas este procedimento nem sempre revela as
nuances do grafico. Nesta aula veremos como as derivadas sdo ferramentas fundamentais
para o esboco de graficos de funcdes derivaveis. As derivadas nos ddo informacdes
qualitativas que ndo podem ser descobertas através de uma simples plotagem de pontos.

6.1 Crescimento e decrescimento

Definicdo 6.1.

A fungdo f(x) é crescente no intervalo 1 (I c R) se, nesse intervalo, quando x
aumenta de valor, f(x) também aumenta de valor.

Em outras palavras, T é crescente se vale a implicacdo

X1 <Xy; => f(X]) < f(Xz)
para quaisquer x1,X; € I.
A fungido f(x) é decrescente no intervalo 1 (I c R) se, nesse intervalo, quando
x cresce em valor, f(x) decresce. Em outras palavras, f é decrescente se vale a

implicagdo
X1 <Xy = f(X]) > f(Xz)

para quaisquer X1,X; € 1.
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Figura 6.1. f é crescente em um certo intervalo 1.
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Figura 6.2. f é decrescente em um certo intervalo |.
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Teorema 6.1. Suponhamos que f é continua no intervalo fechado [a,b] e tem
derivada nos pontos do intervalo aberto |a,b] .

1. Se f'(x) > 0 nos pontos do intervalo aberto ]a,b[, entdo f é crescente no
intervalo [a,b].

2. Se f'(x) < 0 nos pontos do intervalo aberto |a,b[, entdo f é decrescente
no intervalo [a,b].

N3o iremos demonstrar o teorema 6.1 aqui. Iremos apenas ilustrar geometrica-
mente o fato de que esse teorema é bastante plausivel.

Na figura 6.3, em que f & crescente em um certo intervalo [a,b], todas as retas
tangentes ao grafico de f, no intervalo ]a,b[, sdo inclinadas para a direita. Dai os
coeficientes angulares dessas retas sdo todos positivos. Como o coeficiente angular em
um ponto P = (¢, f(c)) é f'(c), temos f’(c) > 0 para cada c €]a, b[.

O comportamento de f’(x) nos extremos do intervalo ndo precisa ser levado em
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Figura 6.3. Os coeficientes angulares, das retas tangentes, sempre positivos, € indicativo
de func3o crescente.
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consideracio. Na figura 6.3, temos f’(a) = 0 e f/(b) = +oo (a reta tangente em
(b,f(b)) é vertical, 111%1_ f/(x) = +00).

Na figura 6.4, em que f & decrescente em um certo intervalo [a, b], todas as retas
tangentes ao grafico de f, no intervalo ]a,b[, sdo inclinadas para a esquerda. Dai os
coeficientes angulares dessas retas sio todos negativos. Como o coeficiente angular em
um ponto P = (c,f(c)) é f'(c), temos f’(c) < 0 para cada c €]a,b[.

Figura 6.4. Os coeficientes angulares, das retas tangentes, sempre negativos, é indicativo
de func3o decrescente.

v

O comportamento de f’(x) nos extremos do intervalo ndo precisa ser levado em
consideragdo. Na figura 6.4, temos f’(a) = 0 e f/(b) = —oo (a reta tangente em
(b, f(b)) é vertical, 111%1 f'(x) = —00).

o
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Definicdo 6.2 (Pontos de maximo e pontos de minimo locais).

Um ponto xy, no dominio da funcdo f, é um ponto de minimo local de f se existe
um intervalo [a,b] contido no dominio de f, com a <xy < b, tal que f(x) > f(xo)
para todo x em [a,b].

Isto ocorre, por exemplo, no caso em que existem intervalos [a,x] e [xo,b]
contidos em D(f) tais que f é decrescente em [a,xo] e é crescente em [xy,b].
Veja figura 6.5.

Se, ao contrario, f(x) < f(x), para todo x em [a,b], xo é um ponto de maximo
local de f.

Isto se da, por exemplo, quando existem intervalos [a,xo] e [xo, b] contidos em
D(f) tais que f & crescente em [a,Xo] e decrescente em [xo,b]. Veja figura 6.6.

Figura 6.5. xo € um ponto de minimo local de f. Note que f/(xy) = 0 se f tem derivada
em X, pois, em um ponto de minimo local, a reta tangente ao grafico deve ser horizontal.

N y

6.2 Derivadas de ordem superior e concavidades
do grafico

Sendo f uma fungdo, definimos f’ como sendo a fungdo derivada de f, e " (lé-se “f
duas linhas") como sendo a derivada da derivada de f, ou seja

i f'(x + Ax) — f'(x)

P(x) = (F'(x)) = Jim =X

E costume denotar também, sendo y = f(x),
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Figura 6.6. X0 € um ponto de maximo local de f. Note que f’(xq) = 0 se f tem derivada
em X pois, em um ponto de maximo local, a reta tangente ao grafico deve ser horizontal.
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00 =120 5= 1 ()

2 . T3 - -1
A notacdo % é lida “de dois y de x dois".

Analogamente, definem-se

n 144 ! d3 d dz
() =190 - (110 = 4 - o (§)

e para cada n > 2,

00 = (10000 = T8 - &

dxn- 1

dn—] y
dxm  dx

Para a préxima definicdo, recapitulamos que um intervalo I é aberto quando I tem
uma das formas: ]a,b[, ]a,+oo[, |- o0, b[, |- 00, +00].
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Definicdo 6.3 (Diregdes de concavidade do grafico de uma fun¢do). Suponhamos
que f é uma funcdo derivavel em um intervalo aberto 1.

1. O gréfico de y = f(x) é cobncavo para cima (ou tem concavidade voltada
para cima) no intervalo aberto 1 se, exceto pelos pontos de tangéncia, a
curva y = f(x) esta, nesse intervalo, sempre no semi-plano acima de cada
reta tangente a ela nesse intervalo (veja figura 6.7).

2. O gréfico de y = f(x) é cbncavo para baixo (ou tem concavidade voltada
para baixo) no intervalo aberto 1 se, exceto pelos pontos de tangéncia, a
curva y = f(x) estd, nesse intervalo, sempre no semi-plano abaixo de cada
reta tangente a ela (veja figura 6.8).

Figura 6.7. A curva y = f(x) é cdncava para cima, para valores de x em um certo
intervalo aberto 1. Isto quer dizer que, exceto pelos pontos de tangéncia, a curva
y = f(x) (para x € I) estd sempre no semi-plano acima de cada reta tangente a ela.
Neste caso, 3 medida em que x cresce, cresce também o coeficiente angular da reta
tangente a curva no ponto (x,f(x)). Na figura vemos esse coeficiente angular passando
de negativo a positivo a medida que x cresce.

AN

~

Teorema 6.2. Suponhamos que f(x) é derivavel duas vezes nos pontos do in-

tervalo aberto 1.

1. Se f"(x) > 0 para todo x € 1, entdo a curvay = f(x) é céncava para cima

no intervalo 1;
2. se f"(x) <0 para todo x € I, entdo a curva y = f(x) é céncava para baixo

no intervalo 1.

N3o demonstraremos o teorema 6.2 aqui, mas faremos a seguinte observacdo.

Se f”(x) > 0 nos pontos x € I entdo, pelo teorema 6.1, a fungdo f’(x) é crescente
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Figura 6.8. A curva y = f(x) é cbncava para baixo, para valores de x em um certo
intervalo aberto 1. Isto quer dizer que, exceto pelos pontos de tangéncia, a curva
y = f(x) (para x € I) estad sempre no semi-plano abaixo de cada reta tangente a ela.
Neste caso, a medida em que x cresce, decresce o coeficiente angular da reta tangente a
curva no ponto (x,f(x)). Na figura vemos esse coeficiente angular passando de positivo
a negativo a medida que x cresce.

em I. Assim, f’(x) cresce a medida em que X cresce, como na figura 6.7. Desse modo,
temos a curva y = f(x) cdncava para cima em [.

Se f”'(x) < 0 nos pontos x € I entdo, pelo teorema 6.1, a fungao f’(x) é decrescente
em L. Assim, f’(x) decresce a medida em que x cresce, como na figura 6.8. Desse modo,
temos a curva y = f(x) cdncava para baixo em 1.

Definicdo 6.4 (Pontos de inflexdo da curva y = f(x)).

O ponto P = (x¢,T(x0)) é um ponto de inflexdo da curva y = f(x) se esta curva
é cbncava para cima (ou para baixo) em um intervalo Jo,,xo[ (o real ou —oo) e
cbncava para baixo (respectivamente, para cima) em um intervalo |xo, 3[ (P real
ou +00).

Adicionalmente, requer-se que f tenha derivada em xo ou uma reta tangente
vertical ao grafico em P.

Isto quer dizer que o ponto P = (xo,f(x0)) é um ponto de mudanca do sentido
de concavidade do grafico de f, e que o grafico é “suave” no ponto P. Veja figura
6.9.

Tendo em vista o resultado do teorema 6.2, se f”/(x) & continua, os candidatos a
pontos de inflexdo sdo os pontos (x,f(x)) para os quais f”(x) = 0.

Exemplo 6.1. Consideremos a funcdo f(x) = x? - 3x.

Temos f/(x) = 2x -3 e f”(x) = 2. Assim, f e suas derivadas f’ e f” sdo todas

continuas em R.
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Figura 6.9. P € um ponto de inflexdo do grafico de f.

/ X, X

Analisando a variacdo de sinal de f’(x), deduzimos:

f'(x)>0<=2x-3>0<x>3/2

Assim, f(x) é crescente no intervalo x > 3/2 (ou seja, no intervalo [3/2,+oo]).
Por outro lado, f(x) é decrescente no intervalo |- o0,3/2].

Desse modo, em xo = 3/2, temos um ponto minimo local, que acontece ser o
ponto de minimo de f(x). Note que f’(3/2) =0, pois se xo € um ponto de maximo ou
minimo local, de uma fungdo derivavel, a reta tangente ao grafico em (xo,f(xo)) deve
ser horizontal.

Como f”(x) = 2> 0 para todo x, o grafico de f tem a concavidade sempre voltada
para cima.

Com os elementos deduzidos acima, notando que f(3/2) = -9/4, e que 0 e 3 sdo
as raizes de f (solu¢des da equagdo f(x) = 0), temos o esbo¢o da curva y = x? — 3x na
figura 6.10.

Figura 6.10. Esboco da curva y = x? — 3x.

/\y

Aqui levamos em conta também que lim f(x) = +o00 e lim f(x) = +oo.
X—>+00 X—>—00
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Exemplo 6.2. Consideremos a fun¢do f(x) = x3 — 3x2.

Temos f/(x) = 3x? - 6x e T"(x) = 6x — 6. Assim, f e suas derivadas f’ e " sdo

todas continuas em R.
Analisando a variacdo de sinal de f’(x), deduzimos:

f'(x)=3x(x-2)>0<x<0oux>2

Assim, f(x) é crescente no intervalo |- c0,0] e também é crescente no intervalo
[2,+00[, sendo decrescente no intervalo [0,2]. Desse modo 0 é ponto de maximo local
de f e 2 & ponto de minimo local. Repare que 0 e 2 s3o raizes de f/(x). Assim, nos
pontos (0,f(0)) = (0,0) e (2,f(2)) = (2,-4) as retas tangentes ao grafico de f sdo
horizontais.

Analisando a variagdo de sinal de f”(x), temos
f’"(x)=6x-6>0<x>1

Assim, a curva y = x3 — 3x?, grafico de f, tem concavidade voltada para cima quando
x > 1, e para baixo quando x < 1. O ponto P = (1,f(1)) = (1,-2) é ponto de inflexdo
do grafico.

Com os elementos deduzidos acima, notando que O e 3 s&o as raizes de f (solugdes
da equagdo f(x) = 0), temos o esboc¢o da curva y = x3 - 3x% na figura 6.11.

Figura 6.11. Esboco do grafico de y = x3 — 3x2.
N y

Aqui levamos em conta também que lim f(x) = +o00 e lim f(x) = —oo.
X—>+00 X—>—00
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6.3 Problemas

Cada uma das fungdes f(x), enumeradas a seguir de 1 a 6, tem como dominio todo o
conjunto R. Para cada uma delas, siga o roteiro descrito nos itens de (a) a (g) para
analisar a fungdo e finalmente esbocar seu grafico.

(a) Calcule f’(x) e determine os intervalos em que f & crescente e aqueles em que f &
decrescente;

(b) Determine os pontos de maximo locais e os pontos de minimo locais de f, bem
como os valores de f(x) nesses pontos;

(c) Calcule f”(x) e determine os intervalos em que a curva y = f(x) & concava para
cima e aqueles em que ela é céncava para baixo;

(d) Determine os pontos de inflexdo da curva y = f(x);
(e) Calcule as raizes de f (solu¢des da equagdo f(x) = 0), quando isto n3o for dificil;
(f) Calcule os limites lim f(x) e lim f(x).

(g) A partir dos dados coletados acima, faga um esbogo bonito do grafico de f.

L f(x)==x?+2x+1
2. f(x) =x3-6x%+9x
3. f(x) =3x*—4x3 - 12x% + 8

x2+3
4. f(X) = m

5. f(x)=2x3-9x*+12x -6

4x

6. f(x) = 2.7
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6.3.1 Respostas e sugestoes

1. (a) f'(x) = -2x+2. f ~ (é crescente) em ] — 0o, 1], e \« (& decrescente) em [1,+oo].
(b) 1 & ponto de maximo local de f. (1) = 2. (c) f""(x) = -2. A curvay = f(x) é
sempre cdncava para baixo. (d) A curva y = f(x) n3o tem pontos de inflexdo. (e) As
raizes de f sio 1 -2~ -0,6 e 1 +/2=~2,4. (f) XEIPOO f(x) = —oo0, Xl_i)I_noo f(x) = —o0

2. (a) f'(x) =3x* = 12x+9. f 7 em ]-0,1], \ em [1,3], e ~ novamente em [3, +co].
(b) 1 é ponto de maximo local de f, 3 & ponto de minimo local. f(1) =4, f(3) =0. (c)
f"(x) = -6x—-12. A curvay = f(x) é ~ (cdncava para baixo) em ]-o00,2[ e - (cbdncava
para cima) em ]2,+oo[. (d) P =(2,2) é o anico ponto de inflexdo do grafico de f. (e)
As raizes de f sdo 0 e 3. (f) x{l}linoo f(x) = +o0, X1_1)1_11oo f(x) = —oo.

3. (a) f/(x) = 12x3 = 12x% = 24x = 12(x®> = x*> = 2x). f \ em ]-o0,-1], # em [1,0], \
m [0,2] e 7 em [2,+00[. (b) -1 e 2 sdo pontos de minimo locais de f, 0 é ponto
de maximo local. f(-1) = 3, f(0) = 8, f(2) = -24. (c) f"(x) = 36x* - 24x - 24 =
12(3x* —=2x—-2). Acurvay=f(x) é ~ em ] —oo,x1[ e em ]xz,+oo[, e & ~ em ]x7,%2[,
sendo x1 = (1 =\/7)/3 ~ 0,5 e x; = (1 +1/7)/3 ~ 1,2. (d) Os pontos de inflexdo do
grafico sdo (x1,f(x1)) e (x2,f(x2)). (e) As raizes de f ndo podem ser determinadas
com facilidade. Graficamente, poderemos notar que f tem uma raiz entre 0 e 1, e uma
outra entre 2 e 3. (f) Xl_ijrn(>o f(x) = +oo, Xl_i)x_noo f(x) = +o0.

4. (a) f'(x) = % f ~ em |- 00,0], e \x em [0,+00[. (b) O & ponto de méaximo
local de f. f(0) =3. (c) f"(x) = 4((3; 773 D) . Acurvay=f(x) &~ em ]-o00,—\3/3[

e em ]V/3/3,+oo[, e € ~ em | -/3/3,v/3/3[. (d) Os pontos de inflexso do grafico sdo
(—/3/3,5/2) e (\/3/3,5/2), sendo \/3/3 = 0,6. (e) f ndo tem raizes: f(x) > O para
todo x real. (f) ligrn f(x)=1, lim f(x)=1.

5. (a) f'(x) = 6x> —18x +12 = 6(x* =3x +2). f 7 em ]-o00,1], \ em [1,2], e 7 em
[2,+0o[. (b) T & ponto de maximo local de f, 2 é ponto de minimo local. f(1) = -1,
f(2) =-2. (c) f"(x) =12x-18=6(2x-3). A curvay = f(x) é ~ em ]3/2,+o00[ e &
~em ] -o00,3/2[. (d) O ponto de inflexdo do grafico é (3/2,-3/2). (e) As raizes de f
ndo podem ser determinadas com facilidade. Graficamente, poderemos notar que f tem
uma raiz entre 2 e 3 (f) Xl_iﬁrno<> f(x) = +o0, Xl_i)I_noo f(x) = —o0.

4(1-x%)
6. (a) f'(x) = Tad)e
é ponto de minimo local de f, 1 é ponto de maximo local. f(-1) =2, f(1) = 2. (c)

" (x) = 8(X1(XX2)3). A curva y = f(x) &€ ~ em |- o00,—\/3[, ~ em ]-V/3,0[, ~ em

10,+/3[ e ~ em /3, +00[. (d) Os pontos de inflexdo do grafico sio (-v/3,-/3), (0,0)
e (v/3,3/3) (e) A anica raiz de f & 0. (f) 11131 f(x) =0, lim f(x)=0.

f N em |-oo,-1], # em [-1,1], e x em [1,+00[. (b) -1
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Esbocos dos graficos:
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