Aula 7

Esbocando graficos: zeros no
denominador e retas assintotas

Na aula 6, estivemos concentrados no estudo de funcdes continuas em R, com derivadas
primeira e segunda também continuas.

Nesta aula, estaremos voltando nossa atencdo para fungées algébricas. Uma fungdo
é algébrica quando sua férmula f(x) envolve todas ou algumas das quatro operagcées
racionais +, —, x e +, e eventualmente extragdes de raizes n-ésimas (¥ ).

Na verdade, as funcdes da aula 6 sdo também funcdes algébricas.

As fungdes algébricas que estaremos estudando agora, porém, tem uma ou varias
das seguintes peculiaridades:

i) o denominador na férmula de f(x) se anula para um ou mais valores de x;

(i) para alguns valores de x, f é continua em x, mas f’ ndo o é;
(iii) para alguns valores de x, f e f’ sdo continuas em x, mas " ndo o &;

iv) quando x — +oo (ou quando x — —o0), a curva y = f(x) aproxima-se
indefinidamente de uma reta (chamada reta assintota da curva y = f(x)).
(Os graficos das fungdes dos problemas 4 e 6, pagina 62, tem retas assintotas
horizontais).
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7.1 Assintotas verticais, assintotas horizontais, as-
sintotas inclinadas

A apresentac3o desses novos aspectos no esboco de graficos de funcdes seréa feita através
de exemplos. Vamos a eles.

) 2x + 1 :
Exemplo 7.1. Esbocar o grafico de f, sendo f(x) = ):c+2 , ou seja, esbocar a curva
de equagdo 2x+1
u = .
quagaoy = ——
[ Detectando assintotas verticais.}
Repare que D(f) = R - {2}.
A lim f(x) =i 5+ lim f(x) =1 >
= = — = [o)e] = = — = -0
gora, XLI? X X1_1)1221 0 , € XLI? X x1_r)12'21 0
x> x<

Esses limites laterais, sendo infinitos, detectam que a reta vertical de equacio
X = 2 & uma assintota vertical do grafico de f. Mais precisamente, esses limites laterais
detectam que

quando x — 2%, os pontos correspondentes, no grafico, “sobem” no plano xy, aproxi-
mando-se indefinidamente dessa reta. Quando x — 2=, os pontos do grafico “descem”
no plano xy, também aproximando-se indefinidamente da reta assintota.

{ Crescimento e decrescimento.}

Temos
iy (2x+ 1)/ (x=2) - (x=2)"(2x+1)  2(x-2)-(2x+1)
Fiix) = (x=2)? ST 2y
Portanto s
AN

Assim sendo f’(x) < O para todo x em D(f) = R - {2}. Esta fun¢do f ndo pode ter
maximos nem minimos locais.

Temos entdo o seguinte diagrama de sinais de f’ e intervalos de crescimento e
decrescimento de f:

v

f N 7 f(2) N
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[Concavidades do gréfico.}

Temos

£(x) = l(x:—SZ)Z] S50 27 = 1000-2)7 = s 1_02)3

Temos ent3o o seguinte diagrama de sinais de f” e direces de concavidades do grafico
de f:

& _ 2 + X

A4

y=flx) M /

Como 2 ¢ D(f), o grafico ndo tem ponto de inflex3o.

{Comportamento de f no infinito (assintotas horizontais).}

lim f(x) = lim 20 22
X—>+00 X—+00 X —
Também lim f(x) =2

X—>—00

Assim, a reta y = 2 é uma assintota horizontal a direita e a esquerda do grafico
de f.

{Esbo,co do gréfico de f, com base nos dados estudados anteriormente: figura 7.1.}

2x + 1
x -2

Figura 7.1. Grafico de y = , com retas assintotas em tracejado.
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x2-2x+2

Exemplo 7.2. Esbogar o grifico de y = ]
X p—

[Detectando assintotas verticais.J

Por conveniéncia e para o bem da simplicidade chamaremos de y = y(x) a fungdo
a ser estudada.

Repare que D(y) =R -{1}.

x?-2x+2 1 x2-2x+2 1

Agora, lilm —————— = — = +00, e lim — = —00
& x=1t x—1 0+ x=1= x—1 0-
A reta vertical de equacdo x = 1 & uma assintota vertical do grafico da curva
X2 -2x+2
y= x—1

Quando x esta préximo de 1, pontos da curva y = y(x) “sobem” no plano xy,
aproximando-se da assintota, a direita, e “descem”, aproximando-se da assintota, a es-
querda.

{Crescimento e decrescimento da funcdo. Maximos e minimos /ocais.]

Temos
;o (22X +2) (x=1) = (x=1)/(x* + 2x + 2)
) (x=1)
(X -2)(x-1) - (x*-2x+2)  x2-2x
) (x-1)? S (x-1)?
Portanto
,:X(X—Z)
(x=1)

Assim, y’ =0 para x =0 e para x = 2.

As raizes do numerador de y’ sdo O e 2, enquanto que 1 é raiz do denominador.
Além disso, em cada um dos intervalos |- o0,0[, ]0,1[, ]1,2[ e ]2, +oo[, a derivada y’
mantém-se positiva ou negativa.

Esta permanéncia de sinal de y’, em cada um dos intervalos mencionados, nos é
garantida por um teorema da Anéalise Matematica, chamado teorema do anulamento, ou
teorema de Bolzano, que enuncia?!

Teorema de Bolzano Se uma funcdo continua f ndo tem raizes em um intervalo,
entdo f(x) mantém-se positiva ou negativa em todos os pontos x do intervalo.

LA forma original deste teorema é a contra-reciproca da afirmacdo enunciada aqui: Se em um
intervalo [a,b] a funcdo f é continua, e é tal que f(a) e f(b) tem sinais contrarios ent3o a fung¢do f
tem uma raiz no intervalo [a,b].
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Com base nessas observacdes, para analisar a variagdo de sinais de y’ podemos
recorrer ao seguinte argumento:

Quando x é muito grande, y’ = 222 5 0. Assim, y’ > 0 no intervalo x > 2 (pois

- —1)2
y’ é continua e ndo tem raizes q(lja]n)do x> 2).

Quando x “passa” por 2, y’ troca de sinal. Portanto, y’ <0 para 1 <x <2 (y’
n3o se define quando x = 1).

Quando x passa por 1, y’ ndo muda de sinal porque o termo x—1 aparece elevado
ao quadrado no denominador. Assim sendo, temos ainda y’ < 0 no intervalo
O<x<1.

Quando x passa por 0, y’ troca de sinal novamente e temos entdo y’ > 0 quando

x < 0.

Temos entdo o seguinte diagrama de sinais de y’ e intervalos de crescimento e
decrescimento de y (y(x) significa f(x)):

yl = 0 yl - 0
y' + 0 _ 1 _ 2 + X
° —O0— ° —>
y ~ pto.de \( Ay(1) \ pto.de 7
max. local min. local

Temos entdo que y cresce em |- c0,0], decresce em [0, 1] e também? em ]1,2],
e cresce em [2,+oo[ (tendo uma descontinuidade em x = 1).

{Concavidades e inflexdes do gréﬁco.J

Agora calculamos

"_ [XZ—ZX],: (2 =2x)"(x = 1)2 = [(x = 1)?]"(x? - 2x)

(x-1) -1y
C(2x=2)(x = 1)2 = 2(x - 1)(x* - 2x)
- (x-1)
(X -2)(x-1)-2(x*-2x) 2
- -1y MCENE

Sendo y” = ﬁ temos entdo o seguinte diagrama de sinais de y” e dire¢des de
concavidades da curva y = y(x):

yH _ 1 +

v

y=y(x) M W X

2Isto ndo quer dizer que Yy seja decrescente na reunido de intervalos [0, 1[u]1,2].
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Como y n&o é definido para x = 1, o grafico ndo tem ponto de inflex3o.

{Comportamento da funcdo no infinito (outras assintotas)J

_ X2 =2x+2 X
lim y(x) = lim ———— = lim — = lim x=+o0
X—>+00 X—>+00 x — 1 x—+00 X X—>+00
x2
Temos ainda lim y(x) = lim — = lim x = -0
X—>—00 X—>—00 X -

X—>—00

Assim, a curva n3o tem assintota horizontal.

{Esboc;o do grafico de y =y(x), com base nos elementos coletados acima: figura 7.2}

x2

Figura 7.2. Um primeiro esbo¢o do grafico de y =

v X

[Assintotas inclinadas! J

- 2x+2

x—1

Ha algo mais que pode ser agregado ao grafico esbocado na figura 7.2: a existéncia,

até aqui insuspeita, de uma assintota inclinada (também chamada assintota obliqua).

Se xl_ifio[f(x) —(ax+b)] =0, para certos nimeros reais a e b, temos que a reta
Yy = ax+b é uma assintota do grafico de f a direita, sendo uma assintota inclinada
se a+0.
Neste caso, a medida em que x cresce, tornando-se cada vez maior, com valores
positivos, f(x) torna-se cada vez mais préximo de ax +b.
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Analogamente, a reta y = ax + b é uma assintota do grafico de f, a esquerda,
quando lim [f(x) - (ax+b)] =0.
X——00

Sa retay = ax+b é uma assintota do grafico de f, como determinar os coeficientes
aeb?

Para determinar a, note que se liin [f(x) - (ax+Db)] = 0, entdo
X—>+00

lim f) _ lim [f(x) - (ax+b)] + (ax +b)

X—too X X—+00 X
. f(x)-(ax+Db . ax+b
= lim (x) = )+ lim ——
X—>%00 X X—>%00 X
=—+a=a
+00

Assim, se a reta y = ax + b & uma assintota do grafico de f entdo

. f(x
lim Q =a
X—+00 X
Calculado o valor do coeficiente a, para determinar b calculamos (usando o mesmo
sinal para oo usado no limite anterior)

lim (f(x)-ax)=b

X—>+00

. . f )
Reciprocamente, se a € R, e se 111+n ﬁ =aq, e 111+n (f(x) — ax) = b, entdo
X—>+00 X X—>+00

11131 [f(x) - (ax+b)] =0 e aretay=ax+b éuma assintota do grafico de f
quando x — +oo. Observacdo analoga é valida se x - —o0.

No caso da curva que estamos estudando,

2 _
1 f(x) tim Y- om X 2x+2
X—>£00 X X—>xo00 X X—>+00 X(X_ ])
2_ v 4+2 2
- lim TS lim T
X—>+00 X —X Xﬁioox

e assim obtemos a = 1.
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Além disso,

) (x2—2x+2 )
Iim [ ——— - ax

X—>+00 x—1

_ (x2—2x+2 )
lim | — —x

X—>£00 x =1

2_ “x(x —
lim X 2x+2-x(x-1)
X—>£00 x =1
-x+2

li =-1
ijiIgo x =1

e assim obtemos b = —1.
Portanto, a reta y = x — 1 é assintota inclinada da curva.

Com base nos elementos coletados acima, incluindo a informacdo adicional sobre
a assintota inclinada, temos um novo esboco, mais preciso, da curva da figura 7.2, na
figura 7.3.

: 2-2x+2
Figura 7.3. Esboco do grafico de y = % mostrando (em tracejado) uma reta
X

assintota inclinada.

7.2 Um exemplo de funcao continua com derivada
descontinua

Exploraremos agora um interessante exemplo de uma func3o continua cuja expressdo da
derivada tem um zero no denominador.
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Exemplo 7.3. Esbogar o grafico dey = f(x) = (x +2)/(x - 3)2.

O grafico desta funcdo f n3o apresenta assintotas verticais, visto que a funcdo f é
continua em todo o conjunto R, isto &, em todos os pontos de R.

{Crescimento e decrescimento. Maximos e minimos /ocais]

Temos y = (x +2)/(x —3)?.

Para calcular y’, primeiro faremos

y=(x+2)(x-3)*
Desse modo, pela regra da derivada de um produto,
y'=(x-3)"+(x+2)- %(x—:s)-‘/3

Agora, para facilitar a anéalise de sinais da derivada, primeiramente colocamos em evi-
déncia a fragdo 1/3, e também a poténcia de x — 3 de menor expoente (que no caso é

(x - 3)13)
y' = %(x—3)"/3 [3(x=3)" +2(x+2)]
= %(x—3)_'/3-(5x—5)
_ g(x—3)"/3-(x—1)

Para termos clareza quanto aos sinais de y’, reescrevemos y’ usando radicais:

r_ S(X_])
Y 3vx-3

Note que a fungdo f é continua em todos os pontos de R, mas f’(x) ndo se define e é
descontinua quando x = 3.

As raizes do numerador e do denominador de y’ sdo 1 e 3, sendo y’ =0 para x = 1.

Temos entdo o seguinte diagrama de sinais de y’, e correspondentes intervalos de
crescimento e decrescimento de f:

y + 1 _ 3 + X
PY >
y p pto.de \( pto.de
max. local min. local
y'=0 4y'(3)

Temos entdo que f cresce em |- oo, 1], decresce em [1,3] e cresce novamente em
[3, +oo[. Aqui temos uma “novidade™ f ndo tem derivada em xo = 3, mas xo =3 é um
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ponto de minimo local de f! Como é a geometria do grafico de f nas proximidades do
ponto xo = 37 A resposta a esta quest3o vira com o estudo das concavidades do grafico.

| Concavidades e inflexées da curval

Para calcular y”, retomamos a expressao de y’ com expoentes fracionérios.

y'=[30-370 o]
= %5(x—3)‘4/3(x— 1)+ g(x—3)‘1/3
_ g(x—3)‘4/3[—(x— 1)+3(x-3)']

_ g(x _3)5(2x - 8)

= 1?O(x— 3) B (x-4)
Para estudo dos sinais de f”" consideramos a expressdo da segunda derivada usando
radicais.
£(x) = 10(x -4)
93/ (x=3)4

Temos o seguinte diagrama de sinais de y”’ e dire¢des de concavidades do grafico de
f (resista a tentag&o de simplificar o radical ¥/( )*, isto pode trazer mais complica¢des):

yu _ 3 _ 4 +

v

y=flx) M M N\

Deduzimos portanto as direcdes de concavidades do grafico e o fato de que o
ponto (4,f(4)) = (4,6) é ponto de inflexdo do grafico.

Deixamos ao leitor a verificacdo de que o grafico de f n3o tem retas assintotas no
P . . £
infinito, pois lim % = 400.
X

—+00

Com base nos elementos coletados acima, temos um esbogo da curva y = f(x) na
figura 7.4.

Neste esboco levamos em conta as aproximacdes f(1) = 3v/4 ~ 3-(1,6) = 4,8,
£(0) =2v/9 ~2-(2,1) = 4,2. Levamos em conta também que -2 e 3 s3o raizes de f
(isto &, solugBes de f(x) =0).

Note que, antes e pouco depois de xo = 3, o grafico tem concavidade voltada
para baixo. Como f decresce em [1,3] e cresce em [3,+oco[, temos, no grafico de f,
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Figura 7.4. Esbog¢o do grafico de f(x) = (x +2)</(x - 3)2.
y N

a formacdo de um “bico” agudo, ou mais apropriadamente de uma caspide® no ponto
(3,0). Isto explica a inexisténcia de derivada em xo. Ndo ha reta tangente ao grafico
no ponto (3,0).

Observagdo 7.1 (O grafico de uma fungdo f em pontos nos quais os limites laterais
da derivada s3o infinitos).

Quando uma funcdo f é continua em um intervalo contendo um ponto xy no seu
interior, e a derivada f’ é continua em todos os pontos desse intervalo, exceto em X, e,
além disso, lim f’(x) = +00 ou —oo, temos uma reta vertical tangente ao grafico de f

X—=>Xo

em P = (xo,f(x0)). Estes dois casos s&o ilustrados na figura 7.5.

Quando lim f’(x) = +oo0 e lim f’(x) = —o0, o grafico forma um bico (ou uma
x=>x{ —X5

ctspide) em P = (xo, f(x0)), tal como no ponto P do grafico a esquerda na figura 7.6.

Na figura 7.4 o ponto (3,0) é uma cispide da curva do grafico, sendo 111? f'(x) =

—o0 e lim f’(x) = +o0.

x—3*

Quando lim f/(x) = —o0 e lim f’(x) = +00, temos novamente um bico em P, s6
X—)XO X—>X5

que agora apontando para cima, tal como no gréfico ilustrado a direita na figura 7.6.

30 ponto em questdo é uma cispide do grafico, ou seja, um ponto P = (xo,f(x0)) tal que f
é continua mas n3o derivavel em xp, sendo o limites laterais de f'(x) em x¢ infinitos e de sinais
contrarios.
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Figura 7.5. A esquerda, lim, ., f’(x) = —co. A direita, lim, ,, f'(x) = +o0

Xo X

Figura 7.6. A esquerda, lim, s f'(x) = +o0, e lim, f/(x) = —oco. A direita,

lim, s f/(x) = =00, € lim,,; '(X) = +00

? >
XO X XO X

7.3 Problemas

Um importante teorema sobre funcdes continuas, chamado teorema de Bolzano ou te-
orema do anulamento, enuncia o seguinte:
Teorema de Bolzano ou Teorema do anulamento Se f é uma fun¢do con-

tinua no intervalo [a,b], com f(a) <0 e f(b) >0 (ou com f(a) >0 e f(b) <0),
entdo f tem uma raiz no intervalo |a,b[, isto é, existe xo, a < xo < b, tal que

f(Xo) =0.

Na pagina 68, desta aula, foi enunciada uma versdo equivalente deste teorema.

Este teorema esta ilustrado nos graficos das fung¢des (continuas) dos problemas 3 e
5, pagina 64, da aula 6. A func3o do problema 3 satisfaz f(0) >0 e f(1) <0, e também
f(2) <0 e f(3) >0, o que lhe garante a existéncia de uma raiz entre 0 e 1, e de uma
outra entre 2 e 3. Ja a fungio do problema 5 possui uma raiz no intervalo ]2, 3[.

1. Usando o teorema do anulamento, enunciado acima, mostre que

(a) f(x)=x>+x+1 possui uma raiz no intervalo |- 1,0[.

(b) A equagdo x3 —4x +2 =0 tem trés raizes reais distintas entre si.
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2. Mostre que todo polinémio p(x), de grau impar, com coeficientes reais, tem ao
menos uma raiz real.
Sugestdo: Considere os limites lim p(x) e lim p(x).
X—>+00 X—>—00

Para cada uma das funcdes dadas abaixo,

(a) Determine o dominio da fun¢do e, com base nisto, verifique se a curva y = f(x)
tem retas assintotas verticais.

(b) Calcule f’(x) e determine os intervalos em que f & crescente e aqueles em que f &
decrescente;

(c) Determine os pontos de maximo locais e os pontos de minimo locais de f, bem
como os valores de f(x) nesses pontos;

(d) Calcule f”"(x) e determine os intervalos em que a curva y = f(x) é concava para
cima e aqueles em que ela é concava para baixo;

(e) Determine os pontos de inflexdo da curva y = f(x);

(f) Calcule as raizes de f (solugdes da equagdo f(x) = 0), quando isto n&o for dificil;
(g) Verifique se a curva y = f(x) tem retas assintotas horizontais ou inclinadas.

(h) A partir dos dados coletados acima, faga um esbogo bonito do grafico de f.

(i) Indique os pontos do grafico onde a reta tangente é vertical e os pontos onde inexiste
tal reta tangente (procure por pontos onde f é continua, mas f’ n3o é definida).

3. f(x) = xzx—z 4 £(x) = - 5. f(x) = V/x2—1

6. f(x)=V1-x3 7. f(x)=V6x2-x3 8. f(x)=2x-2Vx3+1

7.3.1 Respostas e sugestoes

Para cada um dos problemas de 3 a 8, daremos como respostas apenas as derivadas primeira e
segunda, e o esboco do grafico, indicando graficamente as assintotas quando houver.

x2+2 2x3 + 12x
3. f'(x)=- R 7 (x) = - o2y
2
4 F(x) = 2X +x 2

(1+x)% 00 = (1+x)3
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Esbocos dos graficos. Retas assintotas sdo indicadas em tracejado.

3.

"(x) = 2 Mix) = =
(%) 3 f7(x) 9\/—

x2 £ -2x
(X)) = — ,—X3)2 ()_W

// 8
() = —= 6)2 f7(x) = —x4(x—6)5
2

) =2m e () = e

3(3 )2 VO +1)?

My
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. Dado numérico: V4~ 1,6

N Ty

N (4,294
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8. Dado numeérico: {/1/2~0,8
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/\y
0

('11'2)

(-3172,-4172)

(0,-2)
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