Aula 8

Maximos e minimos

Nesta aula estaremos explorando alguns procedimentos estratégicos para determinar os
valores extremos de uma fun¢3o real de variavel real f(x), ou seja, o valor maximo e o
valor minimo de uma func3o continua f, em um intervalo I c R, no qual f tem derivada
exceto possivelmente em um namero finito de pontos, sem recorrer a um esboco do
grafico de f nesse intervalo.

Um teorema da Analise Matematica, conhecido na literatura como Teorema de

Weierstrass, nos garante:

(Teorema de Weierstrass) Se uma fungio f é continua em um intervalo fechado
[a,b] (sendo a e b nidmeros reais), entdo existem pontos Xy e x; em [a,b] tais
que f(xo) e f(x1) sdo, respectivamente, os valores maximo e minimo de f(x),
para x em [a,b].

Os pontos xg e x; aos quais se refere o teorema de Weierstrass sdo chamados
ponto de minimo de f e ponto de maximo de f, respectivamente, no intervalo [a,b]. O
teorema é ilustrado na figura 8.1.

Elucidando os conceitos aqui apresentados, sendo I c D(f) um intervalo (limitado
ou ilimitado), dizemos que

1. f(xo) € o valor minimo de f (ou de f(x)) em I se

f(xo) < f(x), para cada x em L.

2. f(x;7) & o valor maximo de f (ou de f(x)) em I se

f(x1) > f(x), para cada x em L.
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Figura 8.1. A fungdo f, continua em [a,b], tem Xo e X1 como seus pontos de minimo e
de maximo, respectivamente. f(x) e f(x;) sdo os valores minimo de maximo de f(x)
em [a,b].

Por exemplo, no intervalo I =[-1,3], a fun¢do dada por f(x) = x? tem um ponto
de minimo xo = 0, sendo (0) = 0 seu valor minimo, pois x? > 0 para todo x € I.

Nesse intervalo, f tem também um ponto de maximo x; = 3 pois se -1 < x < 3
entdo f(x) =x?2<9 e f(x7) = f(3) =9 é o valor maximo de f(x) em L.

Observacdo 8.1 (Infimo e supremo de uma fungdo em um intervalo).

e No intervalo aberto I =]1,+o0o[ a funcdo g(x) = 3+ 1 ndo tem valor minimo
e nem valor méaximo. Parax > 1 temos também > >0, logo g(x) =3+1>3
para todo x € 1. Além disso, xlﬂrio g(x) = 3. Mas 3 ndo é o valor minimo
de g(x) em 1, pois ndo existe xy € I com g(xo) = 3. Neste contexto os
matematicos dizem que 3 é o valor infimo da fungdo g no intervalo 1.

o Sex el temos x > 1 e entdo + <1, dai g(x) =3+ 1 <4 Também
li:ql g(x) = liI1n (3+1) =4. Mas 4 ndo é o valor maximo de g(x) no
x—1+ x—1+
intervalo 1 pois ndo existe x; € 1 tal que g(x;) = 4. Neste contexto os

matematicos dizem que 4 é o valor supremo da fungdo g no intervalo 1.

8.1 Estratégias para determinar maximos e mini-
mos de uma func3do continua, em um intervalo

Sendo f uma fungdo continua no intervalo fechado [a, b], derivavel exceto possivelmente
em um namero finito de pontos, como determinar os pontos do intervalo [a, b] nos quais
f atinge seus valores maximo e minimo? Uma solucdo deste problema seria esbocar o
grafico de f nesse intervalo, conforme as estratégias desenvolvidas nas aulas 6 e 7, e
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ent3o localizar os valores extremos de f. Mas como determinar os valores maximo e
minimo de f, no intervalo [a,b], sem recorrer ao estudo do esbo¢o de seu grafico? E
isto que trataremos de responder.

Recapitulando um conceito introduzido na aula 6, diremos que xo € um ponto de
minimo local de f se existe um intervalo aberto I c D(f), com x, € I, tal que

f(xo) < f(x), para todo x em I

E neste caso, f(xq) € um valor minimo local de f.

Figura 8.2. Pontos de minimo tipicos de uma fun¢o continua no intervalo [a,b].
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Figura 8.3. Pontos de maximo tipicos de uma fung¢do continua no intervalo [a,b].
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Analogamente, diremos que x; € um ponto de maximo local de f, e que f(x;) é
um valor maximo local de f, se existe um intervalo aberto I c D(f), com x4 €1,
tal que

f(x1) > f(x), para todo x em I

Teorema 8.1. Se f tem derivada em um intervalo aberto 1, e se xy € I é ponto
de minimo local de f, entdo f'(xy) = 0. Se x; € I é ponto de maximo local de f,
entdo f'(x1) = 0.
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Demonstragdo. Suponhamos que xy é ponto de minimo local de f e que existe f/(xy).
Ent3o f(xo) € o valor minimo de f(x) para x em um certo intervalo aberto J c I.

Mostraremos que /(xg) = 0, usando a definicdo de derivada.
Tome Ax # 0, com xp + Ax € J.

Entdo f(xo) < f(xo + Ax) e dai Af = f(xo + Ax) —f(xo) > 0.

Se Ax > 0, temos % >0, e se Ax <0, temos % <0.

X X
Temos f/(xo) = Alirilo g
Neste caso, f'(xg) = Alxii%+ % = Alxi_r)%_ 2—::
Mas Jim 5= Jim 520 i 7~ Jim 7 <0
Ax>0 Ax<0

Logo, f'(xg) >0 e f’(x0) <0, e portanto f'(xq) = 0.

Deixamos ao leitor a deducdo do resultado para pontos de maximo locais. ]

Observacdo 8.2. Observemos que se xy é um ponto de minimo (absoluto) de f,
entdo xo tem uma das seguintes caracteristicas:

(i) xo € também um ponto de minimo local de f, e f tem derivada em x,. Neste
caso, conforme o teorema 8.1, f'(xy) = 0.

(ii) xo € um ponto de minimo local de f, mas f ndo tem derivada no ponto x,.

(iii) xo é um dos extremos do intervalo [a,b], ou seja, xo = a ou X = b.
Os casos (i), (ii) e (iii) sdo ilustrados na figura 8.2.
Observacao 8.3. Analogamente, se x; é um ponto de maximo de f, entdo x;
tem uma das trés seguintes caracteristicas:

(i) x; é também um ponto de maximo local de f, e f tem derivada em x;. Neste
caso, conforme o teorema 8.1, f'(x1) = 0.

(ii) x; é um ponto de maximo local de f, mas f ndo tem derivada no ponto x;.

(iii) x1 é um dos extremos do intervalo [a,b], ou seja, x; = a ou x; = b.

Esses casos so ilustrados na figura 8.3.
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Definicdo 8.1. Um namero real x é chamado um ponto critico de f quando
f’(x) =0 ou quando f é continua em x mas nao existe f'(x).

Assim, um ponto de maximo ou de minimo de uma funcdo f, em um intervalo
[a,b], & um ponto critico de f ou uma das extremidades do intervalo, conforme
a definicdo 8.1 e as observacdes 8.2 e 8.3 feitas anteriormente.

Exemplo 8.1. Determinar os valores maximo e minimo de f(x) = 2x3 + 3x? - 12x, no
intervalo [-3,3].

Solugdo. A fungdo f & continua no intervalo [-3,3].

Temos f/(x) =6x? +6x - 12=6(x? +x - 2).

As solugdes de f’(x) = 0 sdo x; = =2 e x; = 1. Estes s3o os pontos criticos de f
no intervalo [-3,3].

Calculando os valores de f nos extremos do intervalo e nos pontos criticos, temos:

f(x1) = (~2) = 20, f(x2) = F(1) = 7, f(~3) = 9 e £(3) = 45.

Assim sendo, por comparacdo dos valores obtidos, o ponto de minimo de f, para
-3<%x<3, éXmin=%x2=1, sendo f(1) = -7 o valor minimo de f nesse intervalo.

Ja o ponto de maximo de f, para =3 < x <3, é Xmax = 3, sendo f(3) =45 o valor
maximo de f nesse intervalo. Como ilustracdo, temos um esbo¢co do grafico de f, no
intervalo [-3,3], na figura 8.4.

Exemplo 8.2. Determinar os valores maximo e minimo de f(x) = ¥/x2 - (x - 2)2, no
intervalo -1 <x <1,

_4(2x2-5x +2)
- T _

Solugdo. A fungdo f é continua no intervalo [-1,1]. f/(x)

Temos f’(x) =0 se e somente se x =2 ou x = 1/2.

Agora, 0 também & um ponto critico de f, uma vez que f é continua no ponto 0,
mas n3o se define f/(0).

Assim, Como 2 ¢ [-1,1], os pontos criticos de f sdo x; =1/2 e x; = 0.
Calculando os valores de f nos extremos do intervalo e nos pontos criticos, temos:
f(a)=f(1/2)= 7~ 1,4 (V4~16), £(0) =0, f(-1) =9 e f(1) = 1.

Portanto, f(0) = 0 é o valor minimo de f, enquanto que f(-1) = 9 é seu valor
maximo.
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Figura 8.4. No intervalo [-3,3], -2 & ponto de maximo local de f e 3 é o ponto de
maximo absoluto. O ponto 1 é ponto de minimo local e absoluto de f. f(1) = -7 e
f(3) =45 s&o os valores minimo e maximo de f no intervalo.

/

45

Questdo Como determinar os pontos de um intervalo 1 ¢ D(f), nos quais f
atinge seus valores maximo e minimo, se I & um intervalo aberto ou ilimitado, e
f & continua em I7

Para esta pergunta a resposta é:

Sendo f continua em um intervalo 1, comparamos os valores de f nos extremos
que efetivamente pertencem ao intervalo com os valores de f nos seus pontos
criticos desse intervalo. Comparamos ainda esses valores com os limites de f(x)
quando x tende a extremos que ndo pertencem ao intervalo.

Como reforco estratégico na pesquisa de maximos e minimos locais, temos também
o seguinte teorema.

Teorema 8.2. Sendo f uma funcdo continua, com f' também continua, em um
intervalo aberto 1, e xo um ponto de 1,

1. se f'(x0) =0 e f"(x¢) >0, entdo xo é um ponto de minimo local de f;
2. sef'(xg) =0 ef"(xo) <0, entdo xo é um ponto de maximo local de f;

N3o faremos a demonstracdo do teorema 8.2 aqui, mas faremos a seguinte obser-
vacdo geométrica, que o torna intuitivamente ébvio.
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Figura 8.5. O teste da segunda derivada quando f’(xp) = 0. Se f”(xq) >0, xo € ponto
de minimo local. Se f”(xy) <0, Xo & ponto de maximo local.

fix) =0

flx)=0
) >0 f"(xo_) <0

Se f’(x0) = 0, a reta tangente ao grafico de f, em P = (xo,f(x0)), & horizontal.

Se, além disso, f”(x0) > O, temos a concavidade do grafico de f, em P, voltada
para cima, e assim Xy € um ponto de minimo local de f. Se f”(xy) < 0, a concavidade
do grafico de f, em P, & voltada para baixo, e xy é entdo um ponto de maximo local de
f. Estas duas possibilidades sdo ilustradas na figura 8.5.

. . . 1
Exemplo 8.3. Determinar os valores maximo e minimo de f(x) = x + —, para x > 0.
X

Solugdo. Estamos procurando os valores maximo e minimo de f no intervalo ]0,+oo].

1
Temos f’(x) =1 - —, e portanto f'(x) =0 (com x > 0) se e somente se x = 1.
X

: 1 :
Agora, 1113 f(x) =0+ or St lim f(x) = +00. Portanto, f ndo tem valor

maximo em |0, +oo|.

2
Temos ainda f”(x) = — e f(1) > 0. Assim, x; =1 & ponto de minimo local de
X

f. Como f ndo tem outros pontos criticos, 1 é o ponto de minimo global de f, sendo
f(1) = 2 o valor minimo de f no intervalo ]0, +oo[.

8.2 Aplicacoes a problemas de otimizacao

Exemplo 8.4. Qual é a maior drea retangular que pode ser cercada com 200 m de tela
de arame?

Soluggo.

(Passo 1) Analisamos o problema, e desenhamos um diagrama incluindo toda a
informaggo. Introduzimos variveis.

Fazemos isto na figura 8.6.
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Figura 8.6. O perimetro do retangulo é 2x + 2y = 200 m.

y

(Passo 2) Expressamos a quantidade a ser otimizada como uma fungdo de uma
variadvel. Determinamos o dominio dessa funcdo a partir das condicées do pro-
blema.

A area A do retangulo deve ser maximizada, sob a condicdo de que o perimetro é

2x + 2y = 200 metros

Essa area é dada por A =xy. Como y =100 - x, temos
A =A(x)=x(100-x)

e, nas condicdes do problema, temos 0 < x < 100.

(Passo 3) Determinamos o ponto de maximo e o valor maximo da funcdo, no
intervalo em que ela esta definida.

Usando os procedimentos discutidos anteriormente, sendo A(x) = 100x—x?, temos
A’(x) =100 - 2x.

A’(x) =0 se e somente se x = 50. Temos A(50) =50- (100 —50) = 50% = 2500.
Temos ainda A(0) = A(100) = 0 (valor minimo da area).

Assim, o valor maximo de A(x) é atingido quando x = 50 m. Assim, o retangulo
de perimetro 200 m, com area maxima, é um quadrado de 50 m de lado.

Exemplo 8.5. Uma grande caixa deve ser construida cortando-se quadrados iguais dos
quatro cantos de uma folha retangular de zinco, de 3 m por 8 m, dobrando-se os quatro
lados (abas laterais) para cima e soldando-se as arestas verticais que ficaram justapostas.
Encontre o maior volume possivel para esta caixa.

Solucgso.
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(1) Um diagrama contendo todas as informac¢des do problema, bem como a introdugdo
de uma variavel, é mostrado na figura 8.7

Figura 8.7. Um quadrado de lado x sera recortado de cada canto da folha retangular. A
parte remanescente da folha sera dobrada segundo a linha tracejada para formar a caixa.

8m

LN
< rd

(2) O volume da caixa ilustrada no diagrama da figura 8.7 é dado por

V=V(x)=x(8-2x)(3-2x), para0<x<3/2

Note que o lado x do quadrado recortado n3o pode exceder a metade do lado
menor do retangulo, dai a condi¢do x < 3/2. A rigor deveriamos considerar x no intervalo
10,3/2[, mas vamos tomar o intervalo fechado para descomplicar.

(3) V/(x) = 0 se e somente se x = 2/3 ou x = 3 (esta Gltima solugdo estd descartada,
pois 3 ¢ [0,3/2]).

O dnico ponto critico de V é 2/3. Nas extremidades do intervalo [0,3/2] temos
V =0. Como V >0, o ponto critico s6 pode ser um ponto de maximo local, e portanto
de maximo absoluto.

Assim, xo = 2/3 & ponto de maximo de V, e as dimensdes da caixa de volume
maximo sdo 8 — xo = 20/3, 3 -2x0=5/3 e xo = 2/3m, tendo ela volume 200/27 m3.

Exemplo 8.6. Deseja-se construir uma lata cilindrica totalmente fechada, de volume
v, gastando-se, em sua confeccdo, a menor quantidade de material possivel. Determine
a razdo entre a altura e o didmetro dessa lata.

Soluggo.

(1) Diagramas contendo todas as informagdes do problema, bem como a introdu¢io de
uma variavel, estdo na figura 8.8.

(2) A superficie externa total da lata cilindrica, ilustrada na figura 8.8, & dada por

S = 27tr? + 21rh
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Figura 8.8. Dedu¢do da area externa total de um cilindro de raio da base r e altura h.

area do topo = mr?

r
¥\/ h area da superficie
lateral= 2mrh
v=nr’h |h
<t 2nr
v area da superficie externa total
area da base = mr? = nri+ nr2 + 2nrh

v -
Como mrh =v, temos h = —, € entdo
T

S=S(1) :27TT‘2+ZTV

sendo S(r) definida somente para 1> 0.
2v
(3) S/(r) =4mr - 3
A% L L. .
S’"=0se esomentese r=7+ 2— e este € o unico ponto critico de S no intervalo
V 21t

r>0.

Temos também que 1111018(T) = +o00 e lim S(r) = +o00. Assim, S(r) n3o tem

T— T—>+00

valor maximo, e seu Gnico ponto critico sé6 pode ser ponto de minimo local. Isto é

: v :
confirmado observando-se que S”(r) = 47+ — > 0 para todo r > 0. Portanto, o grafico
T

: : : Y
de S = S(r) tem concavidade voltada para cima, o que confirma r = \3/2— como seu
s

ponto de minimo local, e também ponto de minimo absoluto da funcéo S.

Sendo 1 = {/v/(27), temos

h v v v

1'_7-[1'3_ , Vs_’n(l)_
7t( Zr) 2m

Portanto, h = 2r, ou seja, a altura da lata deve ser igual ao didmetro da base se
quisermos minimizar o material a ser gasto em sua confeccio.

Este é o padrdo, ao menos aproximado, de algumas latas de conservas, tais como
latas de creme de leite e latas de compotas de frutas. Por questbes de praticidade,
muitas latas fogem deste padrdo, como por exemplo as latas de 6leo comestivel.
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8.3 Problemas

Encontre os pontos de maximo (Xmax) € de minimo (Xmi,), bem como os valores f(Xmax)
e f(Xmin), Maximo e minimo, de cada funcio f(x) dada, no intervalo indicado.

1. f(x) = Ix(x+4), xe[-4,2]
Resposta. Xmin = =1, Xmax = 2, f(=1) = =3, f(2) = 62 ~7,6.

2. f(x)=x*+2x-4, xe[-2,2].
Resposta. Xmin = =1, Xmax = 2, f(=1) = =5, f(2) =4.

e
3. f(X) = m, x € R.
Resposta. Xmin = =1, Xmax = 1, f(=1) ==1/2, f(1) =1/2.

4. f(x):ﬁ,thH.

Resposta. f ndo tem valor maximo e nem minimo.

Resolva os seguintes problemas de otimizacao.

1. Um recipiente de lata, de forma cilindrica e aberto no topo, deve ter capacidade
de v litros. Determine a raz3o entre a altura h e o didmetro d da base de modo
que a quantidade de lata usada na sua fabricac3o seja a menor possivel.

Resposta. h/d =1/2.

2. Um estudante quer construir um viveiro retangular para seu hamster, usando parte
de uma parede como um dos lados e cercando os demais trés lados com 3 metros
de tela disponiveis, obtendo a maior area retangular possivel. Quais devem ser as
dimensdes de seu viveiro?

Resposta. O viveiro deve ter 1,5m na frente e 0,75 m nos lados.

3. Determine as dimensdes de um cilindro, de volume maximo, inscrito em uma esfera
de raio R. Determine ent3o a raz3o entre o didmetro da base e a altura do cilindro.

Sugestdo. Faca um desenho visualizando o cilindro de perfil dentro da esfera. No
desenho, vocé terd um retdngulo dentro de um circulo. Demarque a altura h do
cilindro, e diametro da sua base, 2r. Demarque também o raio R da esfera dentro
do retangulo. Use o teorema de Pitagoras obter uma relacdo entre h e r. O
volume do cilindro & dado por V = (drea da base) - (altura) = mr? - h.

Resposta. T = raio da base = \/gR, h = altura do cilindro = /2. 2r/h = V2.
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4. Determine as dimensdes de um cilindro, inscrito em uma esfera de raio R, cuja
area da superficie externa total é a maxima possivel. Determine entdo a razdo
entre o diametro da base e a altura do cilindro.

Resposta. r = raio da base = %R, h = altura do cilindro = 2/ %ER. 2r/h =
@ (esta é a razdo area maiort).

Sugestdo. Uma atencdo necessaria. Escolhendo r como variavel, em algum mo-
mento serdo buscadas solucdes da equacio rv/R2 — 12 = 2r2 — RZ. Quadrando am-

bos os membros chegaremos a 12 = %Rz. Mas se 12 = %Rz entdo 2r2-R? < 0,
o que descarta um dos valores de 2.

5. Determine as dimensdes de um retangulo ins- y
x? (0,b)

. : 2 ) L
crito na elipse 27 + %5 = 1, de area maxima,
com dois de seus lados paralelos ao eixo x (e

. . (_alo) 0 (a,O)
os outros dois paralelos ao eixo y). >
Sugestdo. Os quatro vértices do retangulo, K/

todos pertencentes a elipse, serdo pontos (0,-b)

(1), (%), (x,y) e (-x,-y).
Resposta. O retangulo tem dimensées v/2a e \/2b.

6. Quer-se construir um tanque de aco para armazenar gas propano, com a forma de
um cilindro circular reto, com um hemisfério (semi-esfera) em cada extremidade.
Se a capacidade desejada para o tanque é 100 decimetros cubicos (litros), quais
as dimensdes que exigem a menor quantidade de aco? (Despreze a espessura das
paredes do tanque).

Resposta. O tanque deve ser esférico, de raio 3/75/m ~ 2,88 metros.

7. Qual ponto da parabola y = x? + 1 esta mais préximo do ponto A = (3,1)7
Sugestdo. A distancia de um ponto qualquer P = (x,y) ao ponto A é dada por
d=+/(x-3)2+(y-1)% Se P & um ponto da parabola, temos y = x2 + 1, e
entdo d = \/(x-3)2+x* Como d > 0, temos que d tera seu valor minimo
quando d? assumir seu valor minimo. Assim, basta procurarmos o valor minimo
de f(x) = (x - 3)? + x*. Resposta. (1,2).

8. Um veterinario tem 100 m de tela de arame. Com isto deseja construir seis canis,
primeiro cercando uma regido retangular e depois subdividindo essa regido em seis
retdngulos menores, através de cinco cercas divisérias internas, paralelas a um
dos lados. Que dimensdes externas, dessa regido retangular, maximizam sua area
total, se o veterinario gasta os 100 m de tela nessa construcio ?

Resposta. 25m por 50/7 ~ 7,14 m.

10 namero ¢ = @ chamado raz3o durea maior aparece em geometria como a raz3o entre a
= V5-1 _
=5 =¢

diagonal e o lado de um pentagono regular. Seu inverso ¢~ —1 & a razdo durea menor.
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9. Ao procurar o ponto da hipérbole x? —y? = 1 mais préximo da origem, Jo3ozinho
raciocinou da seguinte maneira.

Temos que procurar, dentre os pontos da hipérbole, aquele para o qual

d = \/x? +y? tem valor minimo. Como d > 0, d serd minimo quando d? for
minimo. Agora, sendo P = (x,y) um ponto da hipérbole, temos y? = x> — 1, logo
dZ=x2+y2=2x2-1.
Procurando o valor minimo de d* = f(x) = 2x? - 1, calculamos f'(x) = 4x. Temos
f'(x) = 0 se e somente se x = 0. Para x =0 porém, temos y>=0*-1=-1, uma
impossibilidade. Logo, ndo ha nenhum ponto da hipérbole cuja distancia a origem
seja minima.

2 2
X y_l

Explique o erro no raciocinio de Jo3ozinho, XL
a

ja que um esboco da hipérbole (faga-o) re-
vela que os pontos (+1,0) sdo seus pontos o
mais proximos da origem. o 1

Sugestdo. Analisando-se a equacdo da hi-
pérbole, em quais intervalos de valores de
x define-se a coordenada y? Isto define o

dominio da funcdo d.
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