Aula 9

Funcoes exponenciais e
logaritmicas
Uma revisdo e o nimero ¢

Nesta aula faremos uma pequena revisdo sobre as fun¢des f(x) = a* e g(x) = log, x,
sendo a uma constante real, a >0 e a # 1. Faremos ainda uma apresentacdo do nimero
e, uma constante importante da matematica universitaria.

9.1 Pequena revisao de poténcias

Sabemos que, sendo a um namero real positivo,

{a”“ = Yaeamn= ‘\‘/a_mJ

se myneZ, en>0. Assim define-se a poténcia de base a e expoente p, aP (l&-se “a
elevado a p"), para todo p € Q.

Se o« € um namero irracional, existe uma sequéncia de nimeros racionais que tende
a o (uma sequéncia de aproximagdes de o« por nimeros racionais), ou seja, existe uma
sequéncia de nimeros racionais

K1y X2y X3y eeeyKppyeoo

tal que lim o, = «.

n—>+oo

Por exemplo, se & = /2 ~ 1,414213562, existe uma seqiiéncia de aproximacdes de
/2, cujos cinco primeiros termos sio dados na primeira coluna da tabela abaixo:
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o =14 (o2 =1,96) oty — o ~ 0,014213562 < 0,1

o = 1,41 (o = 1,9881) o — o] ~ 0,004213562 < 0,01
o = 1,414 (o = 1,999396) los — | ~ 0,000213562 < 0,001
oy = 1,4142 (02 =1,99996164)  |oy — | ~ 0,000013562 < 0,0001

a5 =141421 (@ =1,99998992) | — | » 0,000003562 < 0,00001

Uma calculadora nos fornece uma aproximacio de /2 com 12 casas decimais: /2 =

1,414213562373. A sequéncia acima, de aproximacdes sucessivas de /2, é tal que

|0t = V2| < 107, e assim lim |, — V2| = 0, e entio lim o, = /2 (a segunda coluna
n—+oo n—+oo

da tabela acima sugere que lim o =2).
n—+oo

Sendo a € R, a >0, e sendo 3 um namero irracional, e 31, 32, B3, ... uma sequén-
cia de racionais com limite 3, af é definido como o limite da sequéncia?

aPr , aﬁ*z) CLB3, aﬁ4) .
Por exemplo, 2V2 é o limite da sequéncia
21 214 141 ol

Uma calculadora nos fornece as aproximagdes:

21=2
214 _ 914710 _ 10/714 ~ 2,6390
2141 _ 91417100 _ 190/5141 ~ 2,6574
21414 _ 51414/1000 ~ 2,6647
)]
21,4142 _ 514142/10000 ~ 2,6651

No que diz respeito a poténcias de base real positiva e expoente real, temos as
seguintes boas propriedades, que aceitaremos sem demonstrac3o:

SeaeR,a>0,b>0ex,yeR

ax .a¥ = ax+y
(a) = 0
1 ax
—X X— 0
a*=—, aV=— a =1
ax ay
a*-b* = (ab)*

A existéncia do limite da sequéncia aP, quando n — +o0, pode ser demonstrada num tratamento
tedrico de fundamentos do Calculo.
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9.2 A funcao exponencial

Sendo a um namero real, positivo, a # 1, define-se a funcio exponencial de base
a por
f(x) =a*, paracadaxelR

Tomamos a # 1 pela simples razdo de que 1* =1 para todo x € R, o que torna a*
constante no caso em que a = 1 (fungBes constantes ndo s3o classificadas como fungdes
exponenciais). Além disso, tomamos a > 0 porque, se a <0, a* ndo se define para uma
infinidade de valores reais de x. Por exemplo, se a = —4 ent3o, paracadaneN, n> 1,
al/2n = (—4)V/2n = X/_4 n3o se define como nimero real.

Assumiremos que, se a >0 e a # 1, a fungdo exponencial dada por f(x) = a*, é
continua em R, isto &,

lim a* = a*, paracadaxyeR

X—>Xo

Assumiremos também que

(i) se a>1, a fungdo f(x) = a* é crescente, com lim a* = +oo;

X—>+00

(i) se 0 <a<1, afungdo é decrescente, com lim a*=0*(=0).

X—>+00

Na figura 9.1 temos esbogos dos graficos de f(x) = 2% e g(x) = (%)X

Figura 9.1. Esbogos dos graficos de (a) y =2%, (b) y=(1/2)~.
(a) (b)
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Temos agora as seguintes novidades na algebra de limites:

Sea>1, a*® =+o00, a® = ] :L:O+(=O)
ate® +o?

Se0<a<l, a**=0"(=0), a> =

Qe or %

Por exemplo,

lim 2¥=2%° = +00

X—>+00

lim 2*=2">=0

X—>—00

‘IX ‘]+(>0
im (L) = (1) -
xiﬂo(z) (2) 0

(-

9.3 Logaritmos e funcdes logaritmicas

Sea>0,a#1,ex>0, o logaritmo de x na base a, denotado por log,x, é o
expoente ao qual devemos elevar a para obtermos x, ou seja

log,x =y se esomentese a’=x

Assim sendo,

(:110gaX =X

Por exemplo,
log, 8 = 3, pois 23 = §;
log, 27 = % pois 93/2 = /93 = 33 = 27;
logZJ—1 = -2, pois 272 =1/4;

log;,, 16 = —4, pois (%)_4 =16;

log,5 ~ 2,3219, pois 223217 ~ 4,9999.

log, 5 ndo &€ um namero racional, pois se log, 5 = =, com m e 1 inteiros positivos,
entdo 2™/" = 5. Dai, 2™ = (2™/™)" = 5™, 0 que & impossivel pois 2™ & par e 5™ & impar.
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Listamos aqui, sem deduc3o, algumas propriedades elementares dos logaritmos:
Sendo x e y reais positivos, z real, e a>0,a # 1,
log,(xy) =1log, x +log,y
X
log, 1; =log,x —log,y
log,x* =z-log,x
1
log, x'/? = 08a X (se z+0)
z

|
log,x = O8p X

" log, @’ (seb>0,b=1) (mudanca de base)
b

Assim, por exemplo, a passagem dos logaritmos decimais (base 10) para os loga-
ritmos de base 2 é dada por

_logpx  logx

1 - -
82X " 10g,,2  log2

Sendo a fungdo f(x) = a* continua e crescente quando a > 1, e decrescente quando
0<a<1, temos que log, x é definida para todo x > 0.

Por exemplo, poderiamos perguntar se existe log, 5. Para responder a esta questdo,
notamos que f(x) = 2% é crescente, 22 =4 e 23 = 8. Pela continuidade de f, a imagem
do intervalo [2,3], pela fungdo f, & o intervalo? [4,8]. Existe entdo x¢ € [2,3] tal que
2% =5. Assim, log,5 = x¢. Portanto, realmente existe o niamero real log, 5.

Além disso,
(i) se a>1, f(x) =log, x é crescente;
(i) ese 0<a<1, f(x) =log, x é decrescente.

Na figura 9.2, temos esbogos dos gréficos de f(x) =log, x e g(x) = log;, x.

Admitiremos que f(x) = log, x é continua no seu dominio ]0,+oc[, ou seja,

se xo > 0 entdo lim log, x = log, xo
X—=>X0

2Um teorema sobre funcdes continuas é o Teorema do Valor Intermediario: Se f é uma funcdo
continua em [a,b] c D(f), ento a imagem do intervalo [a,b] pela funcdo f, que é o conjunto
f([a,b]) = {f(x) | x € [a,b]} € o intervalo fechado [m, M] sendo m e M os valores minimo e maximo
de f em [a,b].
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Além disso, temos ainda (observe os graficos da figura 9.2).

) -0 sea>l
lim log, x = log,(0") =
x—0* +o0 seO<ax]l

bem como também (confira observando os graficos da figura 9.2)

) +o00 sea> 1
lim log,x =log,(+o0) =
X0 -0 se0<acx<]

Figura 9.2. Esbogos dos graficos de (a) y =log, x, (b) y = log;, x.

(a) (b)
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9.4 O ndamero e

Na matematica universitaria, ha duas constantes numéricas muito importantes. S3o elas

o namero pi, , e 0 nimero e, .

O namero e é definido como sendo o limite

e= lim (1-1—1)

n—>+oo n
neN

Pode ser demonstrado que o nimero e € irracional.

Observe a tabela 9.1, de valores (aproximados) de (1 + ]]—1)“ paran=1, 10, 100,

1000, 10000, 100000.



FUNGCOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS. UMA REVISAO E O NUMERO e 101

Tabela 9.1.
n|l/n 1+1 (1+ T]—l)TL
11 2 21=2
10 | 0,1 1,1 (1,1)10~ 2,59374
100 | 0,01 1,01 (1,01)1% ~ 270481
1000 | 0,001 1,001 (1,001)100 » 2.71692

10000 | 0,0001 | 1,0001 (1,0001)10000 ~ 271815
100000 | 0,00001 | 1,00001 | (1,00001)700000 5 271828

Note que lim (]+%)=]++1To=1-

—>+00

. . . . . n
Assim, podemos enganosamente intuir que, quando 1. é muito grande, (1 + %) ~
1™ = 1 (mesmo calculadoras de boa qualidade podem nos induzir a este erro). Neste
. v~ L, . . n

caso, nossa intuicdo é falha, pois pode ser demonstrado que o nimero a, = (1 + Tll)
cresce a medida que n cresce, sendo a; =2, e 2< a, < 3 para cada n > 2. Na tabela

9.1, ilustramos o fato de que

para valores de n muito grandes, (1 + TlL) ~2,71828

Assim sendo, temos [um novo simbolo de indeterminago: 1*°°}.

Vamos admitir, sem demonstracdo, que também, para x real

lim (1+1—) =e

X—>+00 X

Neste caso, podemos deduzir:

Proposicao 9.1.
. 1\
lim (1 + —) =e
X—>—00 X

Demonstracdo. De fato, fazendo a mudanca de variavel

x=—(y+1)

temos y = —x — 1, e portanto x - —oco se e somente se Yy - +0oo.
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Assim, sendo

1 X 1 —(y+1)
lim (1 +—) = lim (1 - )
X—>—00 X Yy—too y+1
=(y+1)
_ lim( Y )
y—+oo \ Y + 1
y+1
- lim (9”)
Yy—+00 y
-] y+1
= lim (1 +—)
Yy—+oo y
1\Y
= lim (1 +—) lim (1 +—)
Yy—+00 y Yy—+00 y

Como consequéncia, temos também

Proposicao 9.2.

11113(1 +x)% =e

Demonstracdo. Mostraremos que

111£(1 +X)x =e, e lir£(1 +X)x = e.

Pondo o = 1/x, temos que x — 0" se e somente se &« — +o0. Dai
1 [04
lim (1T +x)x = lim (1 +—) =e
x—0* oX—>+00 X
Além disso, x — 0~ se e somente se & - —oco. Dai, pela proposi¢do 9.1,

‘I 09
lim(1+x)%: lim (1+—) =e
x—0~ (—>—00 X

Se x > 0, chama-se logaritmo natural ou logaritmo neperiano de x ao logaritmo

Inx =log, x

Como e ~ 2,71828 > 1, a fungdo f(x) = lnx & crescente e seu grafico tem,
qualitativamente, a forma do grafico de g(x) = log, x, figura 9.2 a.

A passagem dos logaritmos naturais para os logaritmos decimais (base 10) é dada
por
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9.5 Levantando indeterminacoes da forma 1*®

Mostraremos com um exemplo simples um procedimento habitual para se calcular um
limite do tipo limf(x)9®) quando este & indeterminado na forma 1*~. Em outras
X—=>x

palavras, nesta indeterminagdo estamos supondo que lim f(x) = 1 (com f(x) # 1 quando
X—=>

x esta nas proximidades de «) e lim g(x) = +oo0.
X=X

_ 2-x
Exemplo 9.1. Calcular lim (1 ZX)

x—>+o0 \ § — 2%
Soluggo.
3 oo 1 -2x o .
Um calculo elementar nos da lim ok 1, e portanto o limite é indeterminado
X—>+00 J—

na forma 1-*.

Para “levantar’ a indeterminacdo, podemos recorrer a uma mudanca de variavel
escrevendo

Isolando 11] temos

e chegamos a

5-2x 2x-5
Y=y "3
Neste momento deduzimos que se X — +oo entdo também y — +oo.

Isolando x a partir da @ltima igualdade, temos 2x -5 = 4y e entdo x = 2y + 7

Voltamos ent3o ao limite proposto inicialmente usando a nova variavel y:

_ 2-x 2-(2y+3) -2y-1
lim (1 ZX) - lim (1+%) Y 2 lim (1+l) ’

-2y _%
_ lim (1+l) (1+l)
y—>+oo y y

x—+oo \ 5 — 2x y—+oo y—+oo

Y

1 —ZX)Z_X 1
5-2x
Observacdao 9.1. Em um procedimento mais geral, porém nio mais facilitador, se
limf(x) =1 (com f(x) # 1 quando x estad nas proximidades de «) e lim g(x) = oo,
X—> X=>x

Portanto lim (

X—>+00

e’
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para levantar a indeterminacdo da forma 1+ no limite lim f(x)9®), podemos tomar
X=X

@(x) =f(x) -1, e tendo em conta que lim (1 + (p(x))ﬁ = lin8(1 +y)% = e, obter
X=X y—

[ 1]<p(x)g<x> )

lim f(x)9*) = lim | (1 + ¢ (x)) 7 —e

X=X

com L = }(irrol(((p(x)g(x)), este limite sendo indeterminado da forma 0 - (+o0), pois
111101( @(x) = linolc(f(x) -1)=0.

9.6 Problemas

1. Calcule os seguintes limites. Lembre-se que 1> & um simbolo de indeterminacdo.
(a) lim (1+2)

X—>+00

Sugest3o. Para contornar a indeterminacdo 1>, faca 1+ % =1+

(b) lim ()"

1
Yy

X—>+00 T+x
Sugestdo. Para contornar a indeterminacdo 17, faca 3= =1 +113
(243 ) (31X
(c) lim (23) (d) Jim (53)
: 3x+1)* 1
(e) Jm (53) Xl_l,nlo (1- 3_)

Respostas. (a) €2 (b) 1/e (c)e (d) +oo (e) 0 (f) 1/ve?

ah-1 _
— =Ina.

Sugest3o: Trate o caso a = 1 em separado. Para a # 1, faca a mudanca de variavel
ah-1=z eentdo h=1In(z+1)/Ina.

3. Usando o resultado do problema anterior, calcule

(a) lim 1 n-(a/m=1)  (sendo a>0, ax1)

(b) lim <=1

x—0
Sugestao. 11m L=lim(a- <) =a-lim <=1
g x X—>O( ) x—0 ax
. bx
c) lim &=
(c) lim ==
. ax_1)_ bx_]
RTINS ()
x—=0 x—0 x
[ —1
(d) 11m -

Respostas. (a) Ina (b)a (c)a-b (d) a/b

4. Sendo f(x) = 2%, calcule os limites laterais 11%1 f(x) e lirél f(x).
x—0F x—0~

Resposta. +o0o e 0, respectivamente.



FUNGCOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS. UMA REVISAO E O NUMERO e 105

5. Sendo

calcule os limites laterais lim g(x) e lim g(x).
x—at x—a~

Resposta. 0 e 1, respectivamente.
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