Aula 10

Derivando funcoes exponenciais e
logaritmicas

Nesta aula estaremos deduzindo as derivadas das fun¢des f(x) = a* e g(x) = log, x,
sendo a uma constante real, a>0e a=#1.

O que faz do namero e uma constante t3o especial 7 A resposta esta no seguinte
teorema

Teorema 10.1.

1. Se f(x) = eX, entdo f'(x) = e*. Ou seja, a derivada da fungcdo exponencial
de base e coincide com a prépria funcio.

2. Sef(x)=a* (a>0), entdo f'(x) =a*-Ina.

Demonstragdo. Seja f(x) = e*. Entdo

, oo f(x+Ax)—f(x) . exrix—eX
fim = i, O < S

ex. eAx —ex

Mx—0  AX

Para justificar o altimo passo na deducdo acima, nos resta demonstrar:

Proposicao 10.1.

h-0 h
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Demonstracdo. Faremos o calculo do limite através de uma estratégica mudanca de
variavel.

Fazendo e -1 =z, temos e" =1 +z, e entdo h =1log, (1 +2)

Assim sendo, h — 0 se e somente se z — 0, e entdo

. et—1 z . 1
lim =lim———=lim
>0 h 250 log,(1+2z) 250 log.(1+2z)
z
=lim ] L =1 [

=0 Jog, [(1 +Z)1/Z:| ) log.e 1

Continuac3o da demonstracdo do teorema 10.1.

Em virtude da proposicdo 10.1, sendo f(x) = e, temos f/(x) = AlimO AL = ex,
X —>

Para calcular a derivada de a*, fazemos
a = eloge a* _ exlogea — exlna — e(lna)x
Pela regra da cadeia, (e%)’ =e*-u’, logo
(ax)/ _ [e(lna)x]' — e(lna)x . ((ln Q)X), _ e(lna)x .Ina=a‘lna

O

Em se tratando de fun¢des logaritmicas, temos as seguintes propriedades com
relacdo as suas derivadas.

Teorema 10.2. SendoaeR, a>0, a1,
I. (Inx)’'= 2. (In|x])" =

1
4. (1 I =
xlna (loga x]) xlna

X |=
x| =

3. (log,x)" =

Demonstracdo. Se y =Inx, entdo y = log, x, e portanto x = eY.

Por derivagdo implicita em relagcdo a x, temos (x)’ = (eY)’, logo 1 =eY-y’.

1
Portanto y’ = — = ou seja, (Inx)" =1/x.
ey  x

1 " (Inx)’ 1
Assim sendo, (log,x)’ = ( nx) _ (Inx) _ .
Ina Ina xlna
Para derivar ln|x|, ou log, [x|, lembremo-nos de que |x| = x quando x > 0, e [x| = —x

quando x < 0. Assim, se x >0, recaimos nos itens 1 e 3.
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Se x < 0, empregando derivacdo em cadeia,

(Infx])’" = (In(-x))" = L+(-x)" = =-(-1) = 1. Oitem 4 & deduzido analogamente.
[

Vimos anteriormente que o« € um namero racional, entdo (x*)’ = ax®'. Com o
emprego da funcdo In podemos generalizar este resultado para expoentes irracionais.

Proposicdao 10.2. Sendo « uma constante real, racional ou irracional, e x > 0,

(Xoc)/ — OCX‘X_]

Demonstracdo. Se y =x* entdo Iny =Inx* = alnx.

Por derivagdo implicita, em relagdo a x, temos (Iny)’ = (xlnx)’.

Logo, l-y’: oc~l.
y X
Portanto,y’:y-oc-—:ocx“-]—:ocx‘H. O
X X

Observacdo 10.1 (Derivagdo em cadeia envolvendo fun¢des exponenciais e lo-
garitmicas). Combinando a regra de derivacdo 3.1 (regra da cadeia) com os re-
sultados estabelecidos nos teoremas 10.1, 10.2 e na proposicdo 10.2, podemos
imediatamente estabelecer que se w = u(x) é uma fungdo derivavel, e a > 0,
a+l, exelR,

1. (eu(x))l — eu(x) 'LL,(X)

2. (@) = g4 . u/(x)-lna

3 (Inu(x))’ = ]X) ‘u/(x) = % quando u(x) >0

o

u

1:((;)), quando u(x) # 0

_ 1 _
4. (Imfu(x)])’ = ol - w(x) -
5. ((w(x)®)" = o (u(x))*"-u'(x)
Cautela portanto com calculo de derivadas de funcées envolvendo poténcias. Em
notacdo abreviada, sendo u funcdo derivavel e a uma constante real, a > 0, temos
Py (ua)/ — a.ua—l Su

e (a¥)'=a*-u'-lna
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No exemplo seguinte, fazemos uso da fun¢do In para derivar uma funcdo exponen-
cial de base e expoente variaveis.

Exemplo 10.1 (Derivada de uma fungdo exponencial de base e expoente variaveis).
Calcular a derivada de f(x) = x*.

Solugcdo. Sendo y = x*, temos Iny = Inx* = x-Inx.

Derivando ambos os membros em relacdo a x, temos

(Iny)’ = (x-Ilnx)’

1
—-y'=lnx+x-(lnx)’

y’:y(lnx+x-3—<) =x*(1T+1Inx).
Portanto (x*)’ =x*(1+1nx).

Observacdo 10.2. De um modo geral, sendo u(x) e v(x) duas fungcdes deriva-
veis, w(x) >0, para derivar y = u(x)"™, podemos também escrever

y= u(x)v(x) — elnu(x)"(") — ev(x)-lnu(x)
e entdo aplicar derivacdo em cadeia conforme a observacdo 12.1: (e*)’ = e*-u'.

Na expressdo final da derivada, substituimos e’ por u(x)¥(®). Estamos
usando o fato de que sendo a € R e a >0, a = elne,

10.1 Problemas

1. Calcule as derivadas das seguintes funcdes.

(a) y=e™ (b)y=e™® (y=a’ (d)y=7*
(e)y=e(1-x2) (ly=%7 (g) y=x"* (h)y=x"n
Respostas.

(a) —3¢73* (b) 4e**5 (c) 2xa¥’Ina (d) 2(x + 1)7**1In7 (e) e*(1 - 2x — x2)
() ooy (8) x'/*- 525 (h) md™ ' 4+ X" In e
2. Calcule as derivadas das seguintes fun¢des.
(a) y= 1Il|00<+b| (b) y =log,(x*+1) (c) y=Ins5=
(y=Inpx?*+x  (fy= g1o(3x2 +2)°
(g) y= xlnx (h)y= (lnx)3 () y=In(x+Vx*+A) (A+0)
(i) y =logo(Inx) (k) y =55 In[§3] (a+0)

e
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Respostas. (a) o (0) gyma. () e (@) 75 () 35

n 2 . .
(f) (3x2ig§1nlo (g) 1+Inx (h) 3(1xX) (i) \/,ﬁ () xlnx11n10 (k) azl—xz

3. Calcule y’, calculando Iny, expandindo o segundo membro, utilizando proprieda-
des de logaritmos, e entdo derivando implicitamente em relaco a x.

x(x2+ x+1)2 x(14x2
(@) y=+/ ((,H)]z) (b)y= % (c)y= (]1+_Xz)
(d)y-= \/(3x2 +2)Veéx -7

Respostas. (a) %\3/% : (J—( + X%L - X%]) Sugestdo. Como sugerido no enunci-
ado do problema, faga Iny = In y/ X((XX_ZBIZ) Expandindo o segundo membro, obtemos

Iny = 1§(1nx+1n(x2+1)—21n |x—1]). Por derivagdo implicita, em relagdo a x, obteremos
vl 2x 2

y ox o x2+1 0 x-1°

1)(5x2+14x+5 2 x4 /c
(b) _(szi(z)z(;s;;) (c) ]\;% (d) (% +2(T377))\/(3Xz+2) ox =7

4. Calcule dy/dx, se y = f(x) é definida implicitamente pela equacdo

(a) 3y - x? +1n(xy) =2
(b) xIny-ylnx =1
(c) ev—x3+3y2=11

dy _ (2x2—1)y dy _ yz—xylny dy _ 3x27yexy
Respostas. (a) dx = x(3y+1) (b) dx ~ xZ-xylnx (C) dx © xeXY+6y

5. Determine a equagdo da reta tangente a curva y = x? +1n(2x—5) no ponto dessa
curva de abcissa 3. Resposta. y=8x—15

6. Mostre que a funcdo y = Cie™ + Coe % é solucdo da equacido diferencial
y”"+3y’+2y=0.

7. A posicio s de um ponto mével P sobre um eixo horizontal s é dada por
s(t) = t2—4In(1 +t), t > 0, sendo s dado em centimetros e t em segundos.
Determine a velocidade e a aceleracdo do ponto P em um instante t qualquer.
Determine os intervalos de tempo em que o ponto P se move (a) para a es-

querda, isto é, em dire¢do contraria a do eixo s, e (b) para a direita. Resposta.
2
v(t) = 24D q(t) =2+ @) 0<t<T, (b)t>1.

t+1

4
(t+1)2-

8. Esboce o grafico de f(x) = e!/x, analisando a funcdo f através de derivadas e
calculos de limites apropriados.

Resposta.
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9.

10.

11.
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A reta x = 0 (eixo y) é assintota vertical
do grafico (somente para x > 0).

4 A reta y = 1 é assintota horizontal do
grafico.

f/(x) = —e!/*/x?

f7(x) = e*(2x + 1) /x*

Esboce o grafico de f(x) = H%/X -1, analisando a fun¢&o f através de derivadas

e calculos de limites apropriados.

Resposta.

y Sera atil saber que f & uma funcdo im-
1 par, ou seja, f(—x) = —=f(x), para cada
x#0 (verifique)/.
1 2 3x| 2el/x
M= ey
“2e'X e (2x = 1) + 2x + 1]
(1+el/x)3x4

-1 f"(X) _

Dado numérico. Raizes de f": ~ +0,4. Sendo f uma fun¢io impar, temos que ' &€ uma

fungdo par (f'(—x) =f'(x)), e " & também fun¢3o impar (veja problema 9, aula 3).
(a) Qual namero real é maior, (0,1)%" ou (0,2)%27

(b) Qual é o menor valor de x*, sendo x real e positivo?

Respostas. (a) (0,1)%' > (0,2)%2 (b) (1/e)/e. Sugestio para ambos os itens.

Verifique os intervalos de crescimento e de decrescimento de f(x) = x*.

Mostre que 7€ < e™, sem o uso de maquinas de calcular.

_ Inx .
Sugestio. Considere f(x) = —. Mostre que f & crescente no intervalo ]0,e] e

decrescente no intervalo [e,+oo[. Use entdo o fato de que 7t > e.





