Aula 12

Derivando funcoes trigonométricas

Nesta aula estaremos deduzindo derivadas de funcdes trigonométricas. Estaremos tam-
bém apresentando as funcdes trigonométricas inversas e deduzindo suas derivadas.

Admitiremos que as seis funcdes trigonométricas sdo continuas nos pontos onde
estdo definidas.

Recordemo-nos de que, pela proposicdo 11.1, aula 11, temos o primeiro limite
fundamental,

senh
lim
h—0

=1

Como consequéncia, deduziremos agora as derivadas das fun¢bes seno e cosseno.
Teorema 12.1.

(senx)’ =cosx

(cosx)’ = -senx

Demonstragdo. Seja f(x) =senx. Consideremos entdo, fazendo Ax = h,

Af f(x +h) - f(x) sen(x +h) —senx

Ax h h
senx cosh +senh cosx —senx
h
cosh-1 senh
=38enx:- T + COSX -
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F1(x) = lim f(x+h]i—f(x)

. cosh-1 . senh
=gsenx-lim ——— +cosx-lim
h—0 h h—0

._senh
Agora, temos ]111% ™ =1, e

. cosh-1 . (cosh-1)(cosh+1) .. (cos?h-1)

lim ——— = =lim ———=

R hoo h(cosh+1) hoo h(cosh+1)
: -sen’h ._senh . —senh 0
=lim ———  =lim -lim =1-=-=0
h-0 h(cosh+1) h=0 h h-0cosh+]1 2

Portanto, f/(x) = (senx) -0+ (cosx) -1 = cosx.
Assim (senx)’ = cosx, para todo x € R.

Agora, cosx = sen (% - x). Por derivacdo em cadeia,

(cosx)’ = [sen(g —x)]/

= cos(g —x) : (; —x)/ = (senx)-(-1) = —senx

Proposicao 12.1.

(tgx)’ = sec’x
(cotgx)’ = —cosec? x
(secx)’ =secx tgx

(cosecx)’ = —cosecx cotgx

Demonstragdo. Para deduzir estas novas férmulas, basta fazer uso das relagdes

senx cos X 1 1
tgx = cotgx = secx = cosecx =
cosx sen x CosX sen x
. L . u)’ uv-w’ .
e aplicar a regra de derivagdo de um quociente, ( — | = ————. Deixamos o prazer
v %

da descoberta para o leitor.

O
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12.1 Fungoes trigonométricas inversas e suas
derivadas

A funcdo arco-seno. Para cada namero real a, -1 < a < 1, existe um anico arco
orientado «, —7t/2 < & < 7t/2, tal que sen « = a.

Dizemos que « é o arco cujo seno é a, ou que « é o arco-seno de a, e denotamos
isto por

X = arcsen a

Sumarizando,

senx =a
X = arcsena se e somente se

/2 < x<T/2

Figura 12.1. Interpretacdo geométrica de o = arcsen a no circulo trigonométrico.

/\y

o =arcsena

Assim, por exemplo (confira),

arcsenl = =, arcsen T arcsen(—l) - T arcsen(-1) = T
-2 23 2] -2

A funcdo arco-cosseno. Para cada namero real a, -1 < a <1, existe um (nico arco

orientado 3, 0 < 3 <, tal que cos f = a.

Dizemos que 3 € o arco cujo cosseno é a, ou que [3 é o arco-cosseno de a, e
denotamos isto por

[3 = arccosa

Sumarizando,
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Figura 12.2. Interpretacdo geométrica de 3 = arccos a no circulo trigonométrico.

Y B=arccosa

p
X
o
cosB=a
[} =arccosa se e somente se
0<pB<m

Assim, por exemplo, arccos1 = 0, arccos(v/2/2) = m/4, arccos(-1/2) = 2m/3,
arccos(-1) =

A funcio arco-tangente. Para cada namero real a, —oo < a < +o0, existe um Gnico
arco orientado vy, —-1/2 <y < 7/2, tal que tgy = a.

Dizemos que y é o arco cuja tangente é a, ou que Yy é o arco-tangente de a, e
denotamos isto por
vy =arctga

Assim, por exemplo, arctg 1 = 7t/4, arctg\/3 = 7t/3, arctg0 = 0, arctg(—/3/3) = -7/6.

Figura 12.3. Interpretacdo geométrica de y = arctg a no circulo trigonométrico.

4 y N y'
= 2
y =arctga / o

“n/2
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Sumarizando,

a=tgy

Y =arctga se e somente se
-m/2 <y <2

Assim, definem-se as funcdes arcsenx e arccosx, para cada x tal que -1 <
x < 1, e arctgx para cada x € R. Algumas calculadoras cientificas chamam essas
fungdes pelas teclas [INV] [SIN], [INV] [COS][INV][TAN]J, e as vezes pelas teclas
[SIN-'],[cOS1] [ TAN-T|.

Vamos ent3o as derivadas das funcdes trigonométricas inversas. Chama a atencdo
o fato de que essas funcdes tem fungdes algébricas como derivadas.

Proposicao 12.2.

(arcsenx)' = ——, -T<x<1
V1-x2
1
(arccosx)’ = - — -1<x<1
- X
(arctg;x)’:1+ 5y =00 <X < 400
pe

Demonstracdo. Sendo -1 <x <1,

Yy =arcsenx se e somente se seny=x, € —7/2<y<7m/2

A partir da igualdade seny = x, por derivagdo implicita em relagdo a x , temos

(seny)'=1= (cosy) -y’ =1
1 1 1

cosy /1 -sen?y V-

=y’ =

1
V1-x2

Para -1 <x <1, y = arccosx se e somente se cosy =%, e 0 <y < 7.

Portanto (arcsenx)’ =

Por derivagdo implicita em relagdo a x temos

(cosy)'=1= —(seny) -y’ =1
1 1 1

ﬁy = — = — =

seny /1 - cos?y VX
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Portanto (arccosx)’ = -

1
V1-x2

Finalmente, para x € R,

AULA 12

y =arctgx seesomentese tgy=x,e -m/2<y<m/2

Por derivagdo implicita temos

Portanto (arctgx)’ =

(tgy)' =1= (sec’y) -y =1

1 1 1

=y'=

1+x2

secly 1 +tg’y T T4

Observacdo 12.1 (Derivagdo em cadeia envolvendo fungdes trigonométricas,

diretas e inversas). Combinando a regra de derivagdo 3.1 (regra da cadeia) com os
resultados estabelecidos no teorema 12.1 e nas proposicées 12.1 e 12.2, podemos
imediatamente estabelecer que se u = u(x) é uma funcdo derivavel, entdo, em
cada item, desde que se defina a funcdo composta, vale a regra de derivacdo dada
pela igualdade.

1.

2.

(senu)’ = (cosu) - u’
(cosu)’ = —(senu)-u’
(tgu)’ = (sec?u)-u’
(cotgu)’ = —(cosec?u) - u/

(secu)’ = (secu-tgu)-u’

(cosecu)’ = —(cosecu-cotgu) -
!
(arcsenu)’ = e
V1-u?
!
(arccosu)’ = - s
V1-u?
u/
tgu)’ =
(arctgu) T

ul
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12.2 Problemas

1. Sendo f(x) = senx, mostre que f'(x) = cosx, fazendo uso da férmula

P;qcospzq

senp —senq = 2sen

para calcular o limite de

Af _ f(x+Ax) - f(x) _sen(x + Ax) —senx
Ax Ax - Ax

quando Ax — 0.

2. A distdncia d = OA (veja figura 12.4) que um projétil alcanca, quando disparado
de um canh3o com velocidade inicial vy, por um cano inclinado com um angulo
de elevacdo ¢ em relagdo ao chdo (horizontal), é dada pela férmula

d-= \QsenZ(p
g

sendo g a aceleracdo da gravidade local.

Qual é o angulo @ que proporciona alcance maximo? Resposta. 45°.

Figura 12.4. Trajetdria e alcance de um projétil lancado com angulo de elevacdo .

XV

3. Calcule as derivadas das seguintes fun¢des.

=secvx—1

)y b) y = cosec(x? +4)
c) y = cotg(x® - 2x)

)y

)

(
(d) f(x) = cos3x?
(f)

(
(

a

e g(x) =cos?3x  (cos? a significa (cos a)?)

(

(

&Y= T enix
(g) y = tg?x sec3 x h) f(x) = tg®(3x + 1)
(

(

(

i) y = x?sec? 5x j) f(x) = In|cosecx + cotg x|
)

k) y=etg/x

(1) g(x) =1In(Insec2x)
m) y = xsenx (n) f(x) =1n|secx + tg x|
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Respostas. (a) % (b) —2x cosec(x? + 4) cotg(x? + 4)
(c) —(3x* - 2) cosec?(x® = 2x)  (d) —6x sen 3x? (e) ﬁ (f) —3sen6x
(g) 3tg®xsec* x + 2tgxsec®x  (h) 9tg?(3x + 1) sec (3x +1 )
(i) 2xsec?5x + 10x?sec?5x tg5x  (j) —cosecx (k) & Zs\e/c_ VX _ 3¢ tg . /x
(

|) 2tg 2x
Insec2x

senx ( senx)

(m) x cosx-Ilnx + (n) secx

Calcule as derivadas das seguintes funcdes.

(a) y = arcsen/x

(b) f(x) = (1 + arccos3x)?
(c) f(x) =Ilnarctgx?

(d) y-= Jarcsenx?

(&) 9(x) = (tgr)=ess

Respostas. (a) 1/(2y/xV/T-x)  (b) =9(1 + arccos 3x)?/v/1 - 9xZ
(C) W-?&)z#gxz (d) (3 1113))(2 .3aTCSenx3/m

(e) (tgx)*teX[cotg x sec? xarctgx + (Intgx)/(1 +x?)]
Determine y’ por derivag¢do implicita.

(a) y=xseny
(b) e* cosy =xeY

(c) x?+x arcseny = ye*

Respostas. (a) y' = 24—

1-xcosy

(b) y/ _ e* cosy-—eY

eX seny+xeY

_VI- yZ(ye* - arcseny - 2x)
x—eX/1-y2
Esboce os graficos das funcdes dadas, analisando-as previamente através de deri-
vadas e limites apropriados.

(a) y=x+senx
(b) y =arctgx
(c) y=x+arctgx

Respostas. (Daremos as derivadas como suporte as solugdes. Esbogos dos graficos sdo
dados mais adiante.)
(a) y'=1+cosx, y” = —senx.

Sugestdo. Ao pesquisar retas assintotas do grafico, vocé vai se deparar com os limites

lim 28X Use o seguinte raciocinio. Como —1 < senx < 1 para todo x € R, temos

X—>+00
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=l ¢ senx ¢ 3—( para todo x > 0. Dai, usando o teorema do confronto, teorema 11.1,

X - X -
temos lim % =0. Calcule também lim 2%,
X—>+00 X—>—00

" —2x

(b)yl=ﬁ:9 = 022

(c)y’:1+ﬁ,y”:ﬁ

Esbocos dos graficos. Retas assintotas do grafico s3o indicadas em tracejado.

(a) (b)

3zt Y y
nf2t———————————
2+ nfht--- ‘
11 X
T
n+t 0 1
X
% % % % % e —-n/2
T 27 3n

y1 y=x+n/2,
Y
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P v
P v
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