Aula 13

Limites indeterminados e as regras
de L'Hopital

Nesta aula, estaremos apresentando as regras de L 'Hopital, regras para calcular limites
indeterminados, da forma 0/0 ou oo/oco, usando derivadas. Estaremos também exami-
nando graficos de funcdes envolvendo funcdes exponenciais.

Diremos que o limite lim f(x)/g(x) tem a forma indeterminada 0/0, se o quociente
de fungdes reais f(x)/g(x) esta definido em um conjunto da forma I[-{a} (sendo
I um intervalo, e a uma extremidade ou ponto interior de I), f(x) e g(x) sdo
continuas e derivaveis para x # @, e }(1&1& f(x) = lxl—{% g(x) =0.

Diremos que o limite }(i_rﬁf(x)/g(x) tem a forma indeterminada oo /oo, se o quo-
ciente de fungdes reais f(x)/g(x) esta definido em um conjunto da forma I-{a}
(sendo I um intervalo, e a uma extremidade ou ponto interior de I), f(x) e g(x)
sdo continuas e derivaveis para x # a, e lim f(x) = oo, }H% g(x) = +oo.

X—=a

Os mesmos conceitos sdo definidos analogamente se tivermos x — a* ou x - a-,
ou ainda se a = +oo.

Sdo duas as chamadas regras de L'Hopital. Uma para formas indeterminadas 0/0
e outra para formas indeterminadas oco/oo. Ambas podem ser enunciadas conjuntamente
em um 0nico teorema (que ndo demonstraremos).
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Teorema 13.1 (Regras de L'Hopital). Se limf(x)/g(x) tem uma forma inde-
terminada 0/0 ou oo/o0, entdo

I f(x) f/(x)

m——- =lim —=
wag(x) xagl(x)
caso o limite limf’(x)/g’(x) exista (sendo finito ou infinito). O mesmo vale se
X—=a
a é substituido por a* ou a-, ou se a = +co0 ou —oo.

.o x2-x-2
Exemplo 13.1. Calcular £1£121m

Solugdo. Um calculo direto nos da a forma indeterminada 0/0. Isto quer dizer que 2

é raiz do numerador e do denominador de (x? - x —2)/(3x? - 5x — 2). Pelo método
algébrico ja estudado, fatoramos x — 2 em ambas as expressdes quadraticas e obtemos:

lim x2-x-2 i (x-2)(x+1)
x523x2-5x -2 x52 (x-2)(3x+ 1)

o x2Y(x+ 1) x+ 1
_£13M(3x+1)_£1£1213x+1 -

3/7

Aplicando regras de L'Hopital, ndo necessitamos da fatoracdo:
oxtP=x=-2 . (x¥*-x-=2)" . 2x-1

1 _ - ]_ = ]. = 3 7

b -2 B o2y Be5

No caso de quociente de polinémios, ndo precisamos das regras de L'Hopital, mas

as vezes as regras de L'Hopital sdo nosso tnico recurso para o calculo de um limite, que
é o caso do limite do préximo exemplo.

. X-—senx
Exemplo 13.2. Calcular lim ————
x—0 X3
O limite é indeterminado, da forma 0/0, a agora ndo podemos colocar em evidéncia
nenhuma poténcia de x. Aplicando L'Hopital, temos

. x-senx .. (x-senx)’
lim ——— =lim ——F—~
x—0 X,3 x—0 (X3)’
. 1-cosx : Wy
=lim ———— (= 0/0, aplicamos novamente L'Hopital)
x=0  3x?
. senx . senx
=lim =1/6 (usando lim =1)
x—0 6X x=0 X

2x
Exemplo 13.3. Calcular lim &

X—>+00 X3
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Aqui temos uma indeterminagdo da forma oo/oco. Aplicando L'Hopital, temos

= lim (= 00/00, aplicamos novamente L'Hopital)

(= 0o0/00, aplicamos novamente L'Hopital)

Il
g

I
,é'_.:

No calculo de limites, sabemos que também 0- oo e (+00) — (+00) sdo simbolos
de indeterminacdo. No caso 0- oo também podemos aplicar regras de L'Hopital, apés
uma manipulacdo conveniente das funcdes no limite.

Suponhamos que lim f(x)-g(x) é indeterminado na forma 0-co, isto &, lim f(x) = 0

Xx—=a

e lim g(x) = oo.

Neste caso, podemos fazer

lim £(x) - g(x) = lim — )~ 0/0

e 317900

e entdo, aplicando L'Hopital, calculamos

lim %)
x=a (1/g(x))’

ou alternativamente

g(x)

}(ig}f(x) -g(x) = lim 17100 =00/ + 00
e entdo, por L'Hopital, calculamos
g'(x)

)y

Exemplo 13.4. Calcular lim x-Inx.

x—0%
Temos 1irg1 x-Inx=0-(-00). Recorde-se de que li.'%l Inx = —oco (veja aula 9).
x—>0* x—0+

Neste caso, fazemos

lim x-Inx = lim Inx (= —o0/ + 00, aplicamos L'Hopital)

x—0* x—0* 1

= lim (lnx? = lim 1/x = lim(-x) =0
x—0+ (l) x—0* —1] /Xz x—0+

X
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13.1 Regras de L'Hopital frente a novos simbolos
de indeterminacao em limites

Estudaremos agora procedimentos para lidar com os simbolos de indeterminacdo 0°, co®
e 1°°, usando regras de L'Hopital.

Em toda a literatura de matematica universitaria, adota-se, ainda que sub-limi-
narmente as vezes, a definicio 0° = 1. No calculo de limites no entanto, 0° é um
simbolo de indeterminacdo. O exemplo abaixo explica porqué.

Consideremos a funcdo f(x) = x¥/I2x (k constante), definida para x > 0. Vimos na
aula 9, que lim+ Inx =1ln0* = —c0.

x—0
Assim, utilizando algebra de limites, temos 11151+ f(x) = 0K/In07 = Qk/=o0 = 00,

k/Inx k.
No entanto, f(x) = xk/Ix = gln(x*/™%) — ey nx

constante e*, e portanto lilgl f(x) = ek
x—0*

= eX, ou seja, f(x) é a fungdo

Também s3o formas indeterminadas, ou seja, simbolos de indeterminacdo, as
expressdes 1 e ool

Suponhamos que o limite lim f(x)9() tem uma das formas indeterminadas 0°, co®

Xx—=>a
ou 1°°. Aqui deveremos ter f(x) > 0 no dominio da fung¢do f9.

Em qualquer um desses casos, fazemos

f(x)g(x) — elnf(x)g(") - eg(x)-lnf(x)

e entao
lim f(x)9®) = et

sendo
L = lim[g(x) - Inf(x)]

Para as formas indeterminadas 0°, 0o® e 1°°, o limite L = lim[g(x) - In f(x)] tera
X—=a
sempre a forma indeterminada 0 - oo (ou oo -0), e entdo podemos aplicar L'Hopital
segundo truques anteriormente estudados.

Exemplo 13.5. Calcular lin(}xX (aqui, x > O significa x - 0*).

Solucdo. Aqui temos uma indeterminacdo 0°. Seguindo procedimento descrito acima,

fazemos
_ sxInx
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e entdo lim x* = el, sendo L = lim xInx.
x—0* x—0*
Pelo exemplo 13.4, L = 0 e portanto 11151 x*=e’=1
x—0*

Exemplo 13.6. Calcular 11113(1 +sen 2x)'/x.

Aqui temos uma indeterminagdo 1°°.

Fazemos (1 +sen2x)!/x = eln(l+sen20)!/ _ oin(I+sen2x)  Enisg
1111(}(1 +sen2x)!/* = el, sendo

X—

L =lim L In(1 + sen 2x) = limg 20 £2e02%)
x—=0 X X

Aplicando L'Hopital,

(= 0/0).

lim In(1 +sen2x) _ lim [In(1 +sen2x)]’ ..

= —— - 2cos2x = 2.
X0 X x—~0 (x)’ x-0 1+ sen2x

Portanto 11113(1 +sen2x)!/x = e2.
xX—>

As regras de L'Hopital, nos casos de indeterminacdo 0/0 e oo/co, dizem que
limf(x)/g(x) = lim f’(x)/g’(x), mas somente quando este ltimo limite é efetivamente
X—=a X—=a
computavel.

No exemplo 13.7, temos uma indeterminagdo oo/oo para a qual a regra de L'Hopital
ndo se aplica porque o limite lim f’(x)/g’(x) ndo existe, mas o limite lim f(x)/g(x) é
X—=a X—=a
calculavel por outros meios.

Exemplo 13.7. Calcular lim xrsenx

X—>+00 X

Solucdo. Temos senx > —1, dai x + senx > x — 1 para todo x € R.

Logo lim (x +senx) > lim (x—1) = +co. Assim sendo, lim (x +senx) = +oo,
X—+00 X—>+00 X—>+00
X +Senx

e o limite lim ————— & indeterminado na forma oo/co.
X—>+00 X

. g . . (x+senx)’ . -
Aplicando L'Hopital, consideramos lim (x+sen)’ = lim (1+cosx). Este limite
X—+00 X X—>+00

ndo existe (ndo é finito nem infinito) pois quando x cresce indefinidamente, cosx fica
oscilando indefinidamente entre —1 e +1.
senx

Entretanto lim
X—>+00 X

=0, pois, sendo x >0, como -1 <senx < 1,

senx

< <

x| =
X |=

X

o] . senx . senx
Como lim — =0, temos 0 < lim <0, e portanto lim =0.

X—>+00 X x—>+o00 X X—>+00 X
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Assim, lim 5% _ im (1 +Se::x): 140=1

X—>+00 X X—>+00

No préximo exemplo, temos um caso curioso em que o limite lim ) existe mas
x=a g’(x
a regra de L'Hopital se mostra ineficaz.
2v/x2
Exemplo 13.8. Calcular lim LvXEx
x—>+oo  2x + 1
Solugdo. O limite & indeterminado na forma co/co.
/
Aplicando L'Hopital, usando o fato de que (v/u)’ = Y teremos
2\/u
7 2x + 1
.2V ex L (2VXE+x)T . VX2 +x 2x + 1
lim —— = lim —— = lim ———= = lim ——
x—=+00  2x + ] X—>+00 (ZX + ])’ X—>+00 2 X—>+00 zm

e assim vemos que o efeito por aplicarmos L'Hopital foi a troca de posicdo entre nume-
rador e denominador na funcdo algébrica do limite proposto. Se aplicarmos L'Hopital
novamente, permutaremos numerador e denominador e retornaremos ao limite inicial.

O limite é calculado diretamente por uma manipulacio algébrica simples:

Zm m 2\/ xX*(1+ 2x\/1+1 1 +

im =
x—>+00 Zx + 1 x»+oo ZX + ] x»+oo zx(] ) X%Jroo
2£(1 + ZZ)

13.2 Novos exemplos de graficos envolvendo
funcoes exponenciais

Como veremos nos dois exemplos seguintes, as regras de L'Hopital sdo um recurso til
quando analisamos o comportamento de certas funcdes que envolvem funcdes exponen-
ciais.

Exemplo 13.9. Esbocar o grafico de f(x) = 2xe™".

Solugdo. Temos D(f) = R =]- oo, +oo[, e f/(x) = 2™ —4x2e™ = 2 (1 - 2x2).
Os pontos criticos de f sdo :I:\/Z/Z. Lembremo-nos de que, por derivacdo em cadeia,
(eu)/ =et.u’

Assim, Temos f/(x) > 0 se —/2/2 < x < \/2/2, e f'(x) <0 se x > \/2/2 ou se
X < —/2/2. Portanto f é crescente em [-v/2/2,1/2/2], e decrescente em cada um dos
intervalos [\/2/2,+00[ e ]-00,-v/2/2].
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X1 = —\/2/2 & um ponto de minimo local de f, e x; = v/2/2 & um ponto de maximo
local de f. Temos f(-\/2/2) = —v/2e7/2 e £(\/2/2) = \/2e"'/2. Para o esboco do
grafico, usaremos \/2e 2~ 1,4-0,6 = 0,84

£7(x) = —12xe™" + 8x3e™" = 4e~" (23 - 3x) = 4e"x(2x2 - 3).
f7(x) = 0 se e somente se x = +\/6/2 ou x = 0.

A variacdo de sinais de f”, com a correspondente analise das concavidades do
grafico de f, é dada no diagrama abaixo.

y" - V6/2 4 0 _ ez,
y = f(x) M W/ M

C
>V

Sso pontos de inflexdo do grafico os pontos Py = (-v/6/2, —/6e-3/2), P, = (0,0) e
P; = (v6/2,7/6e7312). Temos, V/6/2~ 1,3, f(-/6/2) = —/6e32 x -2,5-2,2 % -0, 6,
£(0) =0 e f(/6/2) = V6e-3/2 ~ 0,6.

Pesquisando a existéncia de assintotas do grafico temos

liIiIl 2xe™ = 200 e = +00 - 0.

Para evitarmos a indeterminac3o, fazemos

. 2 . 2x o0
lim 2xe™ = lim — (= —).
X—>+00 X—>+o00 X (9]

Aplicando regras de L'Hopital, temos

L 2x L (2x) . 2 2
]_ um— = ]_ = — = .
X—];I:t%o eXZ X—>+00 (exz)/ X—EEI&O zxexz +00 0

Assim, a reta y = 0 (eixo x) é assintota horizontal do grafico de f.

Com base nos elementos estudados, o grafico de f é esbocado na figura 13.1.

Figura 13.1. Esboco do grafico de f(x) = 2xe™*".
y

13

o
=
N —
X v

Exemplo 13.10. Esbogar o gréfico de f(x) =x*, x > 0.
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Solugdo. Do exemplo 13.5, temos lim x* = 1. Esta é uma informac&o relevante para

x—0*

esbocarmos o grafico de f nas proximidades de x = 0.
No exemplo 10.1, da aula 9, obtivemos f’(x) = x*(1 +Inx).
Assim, f’(x) =0 se e somente se Inx = -1, isto é, x =e”! = 1/e.

Como Inx =log, x tem base e > 1, a fungdo In é crescente, e portanto f'(x) > 0
quando Inx > -1, logo para x > e ' =1/e, e f/(x) <0 para x < 1/e.

Dai, a fungdo x* é decrescente no intervalo ]0,1/e] e crescente no intervalo
[1/e,+o0o[, sendo 1/e um ponto de minimo local (e absoluto) de f. Temos ainda
f(1/e) = (1/e)e~0,7.

Finalmente, f”(x) = x*- [(1/x) + (1 +1nx)?], e assim f”(x) > 0 para todo x > 0,
e entdo o grafico de f tem concavidade sempre voltada para cima.

Obviamente lim x* = +o0o. O grafico de f é esbocado na figura 13.2.

X—>+00
Além disso,
. f(x X .
lim Q = lim = = lim x*' = +o0
X—>+00 X X—>+00 X X—>+00

e portanto o grafico de f n3o tem assintotas.

Figura 13.2. Esbogo do grafico de y = x*.
y

4,,
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13.3 Problemas

1. Calcule os seguintes limites, aplicando regras de L'Hopital se necessario.

. XCOSX —senx . Inx
o) i Y ©) im %
X =2x2-x+2 : B "
(c) 1(151 RV (d) Jim x"e (n inteiro positivo)
(e) lim x"e™ (n inteiro positivo) (f) 111(1)1+x1nx
In(sen 2x) .
— h) 1 2)x
(g) lim In(sen 3x) (h) lim(x*)
(I) ].1118(] +3X)1/X (J) 111’111)(]/(’(*7)
(k) lim(cosx)!/* (I) lim x*e™* (A real positivo)

x—0 X—>+00

Respostas. (a) =1/3. (b) 0. (c) 1/2. (d) 0. (e) +oo se n & par, —co se . &€ impar.
()0. (g) 1. (h) 1. (i) €. (§) e. (k) 1. () 0.

2. Calcule as equagdes das retas assintotas do grafico de cada uma das seguintes

funcdes.
(a) F(x) = 1%‘ (b)y=(1+1)"
(c)y=2x-e'x (d) y=x%e™
(&) y - senx

Respostas. (a) y=0,ex=0. (b) x=-1,y=e. (¢c)x=0,ey=2x-2.
(d)y=0. (e) y=0.

3. Esboce os graficos das seguintes fun¢des.

(@) y=2xe™ (b)y=e™

(@ y=2¢e (@)y=222

Respostas.

(Daremos as derivadas como suporte as solu¢des.)
@)y =2(1-x)e™™, y"=2(x-2)e™™

(b) y' = “2xe ™y = (4x2 - 2)e ™

)y’ = 4xe"‘2(1 -x%), y" = 4e‘X2(1 - 5x%% + 2x*), os zeros de y” sdo :i:% 5+v17,
sendo aproximadamente +0,5 e +1,5.

(d) y' =2[1-1n(2x)]/x* y" = 2[-3 + 2In(2x)]/x>.
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(a) Dados numéricos. 2e™" ~ 0,7
4e2 ~ 0,5
y/

! | >
0 2 3 X

+-1

+-2

13
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(b) Dados numéricos. e'/? ~ 0,6.

(c) Dados numéricos. £(0,5) ~ 0,4

£(1,5) » 0,5

-1+

(d) Dados numéricos. e/2 ~ 1,4
3?2~ 22

2Ak






