Aula 15

Integrais indefinidas

15.1 Antiderivadas

Sendo f(x) e F(x) definidas em um intervalo I c R, dizemos que

F(x) é uma antiderivada ou uma primitiva de f(x), em I, se F/(x) = f(x) para
cada x e .

Ou seja, F é antiderivada ou primitiva de f se F € uma func3o cuja derivada é f.

Como primeiros exemplos, temos

f(x) primitiva de f(x)
3x? x3

2 2x

e ex

senx —Ccosx

Observacao 15.1. Se F é antiderivada de f em 1, e ¢ é uma constante, entdo
F + ¢ também é uma antiderivada de f em 1.

De fato, se F/(x) = f(x), para cada x € I, entdo

[F(x) +c]’ = F/(x) = f(x), e portanto F(x) + ¢ também & uma antiderivada de
f(x) em L

Assim, por exemplo x3, x3 +5 e x3 — /2 sdo primitivas (ou antiderivadas) de 3x?.

Veremos agora que, em cada intervalo I, duas primitivas de uma mesma funcéo
diferem entre si por uma constante.
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Proposicdao 15.1. Se Fy e F, sdo antiderivadas de f, em um intervalo 1 c R,
entdo existe ¢ € R tal que Fi(x) = F,(x) + ¢, para cada x € 1.

Para demonstrar a proposicdo 15.1, faremos uso do seguinte resultado.

Lema 15.1. Sendo I um intervalo de nimeros reais, se f é continua no intervalo
[ e f'(x) = 0 para cada x no interior de 1, entdo f é constante em 1, ou seja,
existe ¢ € R tal que f(x) = ¢ para todo x € 1.

Poderiamos aceitar o lema 15.1 como evidente e seguir adiante. No entanto, este
lema & consequéncia de um teorema importante sobre funcées derivaveis, conhecido
como Teorema do valor médio. Como tornaremos a fazer uso do teorema do valor médio
mais adiante, julgamos oportuno cita-lo agora.

Teorema 15.1 (Teorema do valor médio). Suponhamos que f é uma funcdo
continua no intervalo [a,b] e derivavel no intervalo |a,b[. Entdo existe ¢ € Ja,b[
tal que
f(b) - f(a)
=f'(c
i (c)

Aceitaremos este teorema sem demonstracdo, e faremos uma interpretacdo geo-
métrica de seu resultado.

f(b) - f
O quociente M é a taxa de variacdo média, —, da func3o f, no intervalo
-a
[a,b], sendo Ax=b-a e Af = f(b) - f(a).
f(b) - f
% é também a inclinagdo da reta passando por A = (a,f(a)) e B =
(b, f(b)).
f(b)-f
Figura 15.1. Interpretagdo geométrica do Teorema do valor médio: w =f'(c).
-a
flb) -
fla)4
flc) -
5 >

O teorema do valor médio diz que essa taxa de variagdo média é também a taxa
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. . . df .
de variacdo instantanea de f, em relacdo a x, d—(c) para algum ponto ¢ no intervalo
X
]a,b[.

Em termos geométricos, isto quer dizer que a inclinagdo da reta AB coincide com
a inclinacdo de uma reta tangente ao grafico de f em um ponto (c,f(c)), para algum
ce]a,b[. A figura 15.1 ilustra geometricamente o teorema do valor médio.

Uma interpretag¢do cinematica do teorema do valor médio é a seguinte: a velocidade
média de um ponto mével, em movimento retilineo, no intervalo de tempo [ti,t;],
coincide com sua velocidade instantanea em algum instante t, € Jty, t;[, isto &,

As  s(ty)) -s(ty) :
—=————>=5'(t em um Instante ty, com t;<ty<t
At s (to) 0 1<to<t

Por exemplo, se um carro, com velocidade variavel, faz um percurso de 180 km
em duas horas, sua velocidade média = 90km/h. Intuitivamente, sabemos que

em algum instante do percurso, seu velocimetro acusara a velocidade instantanea de
90km/h.

. 180km
€ “n

Demonstragdo do lema 15.1. Suponhamos que f’(x) = O para cada x no interior do
intervalo L.

Mostraremos que, quaisquer que sejam x; e X em I, x; < x,, tem-se f(x;) = f(xz).

Temos f continua em [x;,x;] e derivavel em |xy,x;[, pois |x1,X,[ esta contido no
interior do intervalo I.

f(x2) - f(x1)

=f'(c) para algum c € [x1, %] .
210 _1(c) para algum c €, x|

Pelo teorema do valor médio,

Como f’(c) = 0, temos f(x;) = f(x2), e como Xx; e x; sdo pontos quaisquer do
intervalo I, temos f constante em . ]

Demonstracdo da proposicdo 15.1. Suponhamos que, F{(x) = Fj(x) = f(x) para cada
x €I, T um intervalo de R.

Consideremos a funcdo ¢ = F; - F,.

Entdo, @’(x) = F{(x) - F5(x) = f(x) — f(x) = 0, para cada x € I.
Pelo lema 15.1, ¢ é constante no intervalo 1.

Assim, existe ¢ € R tal que F;(x) — F2(x) = ¢ para cada x € L.

Portanto Fi(x) = F2(x) + ¢, para cada x € L. O
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Definicdo 15.1 (Integral indefinida). Sendo F uma primitiva de f no intervalo I,
chama-se integral indefinida de f, no intervalo 1, a primitiva genérica de f em 1,
F(x) + C, sendo C uma constante real genérica. Denotamos tal fato por

f f(x)dx=F(x)+C

Em equagdes que exprimem integrais indefinidas, o intervalo 1 ndo é mencionado.

15.2 Integrais imediatas

Coletaremos agora algumas integrais indefinidas cujo calculo é imediato.

Proposicao 15.2.

ot+1

1+C, seox+ —1.

~

C [ x*dx =

X+

. fldx=ln|x\+C.
X

3. [senxdx =-cosx+C.

N

4. [cosxdx =senx+C.

5. [exdx=e*+C.

aX

(o)

. [axdx = +C (a>0,a#1).

Ina

~

. [sec?xdx =tgx+C.
8. [ cosec?x dx = —cotgx + C.
9. [secx-tgxdx =secx+C.

10. [ cosecx - cotgx dx = —cosecx + C.

11 /]—dx:arctgx+C.
1+x?

1
12. / dx = arcsenx + C.
V1-%x2

Demonstracdo. Para a deducio das integrais acima, basta verificar que a derivada do se-
gundo membro, em cada igualdade, é a funcdo que se encontra sob o sinal de integracio.
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Como exemplos,

xoerl \! o1
-1 = 1)- =x%
se & # '(oc+1) (x+1) 7=~

(In]x|)"=1/x:
se x>0, (In|x])" = (Inx)" =1/x;

se x <0, (In|x])" = (In(-x))’ = —lx (=x)"=T1/x.

a®. O]

a* )’ a*lna

XY = q*-1 |
(a¥)'=a*-Ina, Ogo(lna na

15.3 Manipulacoes elementares de integrais
Suponhamos [ f(x)dx = F(x) + Cy, e [ g(x) dx = G(x) + C,. Entdo
1. [F(x)+G(x)]" =F'(x) + G'(x) =f(x) + g(x), logo
J(f(x) +g(x))dx =F(x) + G(x) + C= [ f(x)dx+ [ g(x)dx (C=C;+Cy).
2. Sendo k uma constante real, [k-F(x)]’ =k-F/(x) = k- f(x), logo
[ kf(x)dx =kF(x)+C=k [ f(x)dx (kC;=C)
Reunimos os fatos acima, com outros também ateis, na seguinte proposicdo.

Proposi¢do 15.3. Se [ f(x) dx = F(x)+C e [ g(x) dx = G(x)+C, entdo, sendo
a,b,keR, a+0,

I [[f(x)+g(x)]dx =F(x)+G(x) +C

2 [k-f(x)dx=k-F(x)+C

W

. [f(x+b)dx=F(x+b)+C

N

. [f(x-b)dx=F(x-b)+C

S,

. [f(b-x)dx=-F(b-x)+C

6. ff(ax)dx=1;F(ax)+C

7. /f(ax+b)dx= ]EF(ax+b) +C

Demonstracdo. As duas primeiras propriedades ja foram deduzidas anteriormente. Das
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cinco propriedades restantes, as quatro primeiras sdo consequéncias imediatas da altima,
a Gnica que deduziremos.

Por hipétese, F/(x) = f(x).
Logo [F(ax+b)]"=F/(ax+b) - (ax+b)’ = af(ax +b), de onde

(L) - Lor(ory oo

Portanto ff(ax+b) dx=%F(ax+b)+C. O

15.4 Exemplos elementares

1. [cosxdx =senx+ C. Logo, pela proposi¢do 15.3,
(a) [cos3xdx=3sen3x+C
(b) [cos(2x-3F) dx=1sen(2x-3F)+C
2. [exdx=e*+C. Logo, pela proposicdo 15.3,
(a) [ePdx=e+C
(b) [er*dx=-e2*+C
(c) [exdx=3e>+C
3. Calcular [ tg”xdx.
Temos [ sec?xdx =tgx + C.
Temos ainda cos?x +sen?x = 1, logo 1+ tg?x = sec? x.
Logo, pela proposi¢do 15.3,
[teg?xdx=[(sec?x-1)dx= [sec?x— [Tdx=tgx-x+C

4. Calcular [(5cosx +cos5x) dx.

/(5cosx+c035x)dx=5[cosxdx+fcosSxdx

=5senx + %sen5x+ C

5. Calcular [ senxcosx dx.

Temos sen 2x = 2senx cosx, logo senxcosx = %sean. Dai

1
/senxcosxdx:zfsenZde

1
(-cos2x)+C = —ZCOSZX—F C

N =

1
2
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6. Calcularf\/;“r]dx.

X

X172
:m+ln|x|+C=2\/§+1n|x|+C

15.5 Integracao por mudanca de variavel ou
integracdo por substituicao

Suponhamos que
f f(x) dx = F(x) + C (15.1)
Suponhamos que x = @(t) é uma fungdo derivavel de t, para t em um intervalo
IcR.

Na aula 14 definimos a diferencial de x, como sendo
dx

dx = n

dt=¢'(t)dt
No contexto daquela aula, a diferencial dx foi definida como uma boa aproximacio
de Ax, quando dt = At é suficientemente pequeno.

Neste capitulo, a diferencial terd um sentido simbélico, sendo empregada quando
realizamos troca de variaveis no calculo de integrais.

Suponhamos definida no intervalo I a fungdo composta f(@(t)).

Como veremos agora, podemos substituir x = @(t) na expressdo 15.1, fazendo
dx = @’(t) dt, ou seja, de 15.1 obtemos

[ fle)- @' (®) dt=F(o(t)) +C (15.2)

De fato, aplicando derivacdo em cadeia,
dx

L Fo()] = L [F0]- 5
“F () ¢'(1)
=F(e()-¢'(t)
- (1) ¢'(1)
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logo, [ f(@(t))-@’(t)dt=F(e(t))+C.

Portanto

/f(x) dx=F(x)+C = ff((p(t))-(p’(t)dt=F((p(t))+C

pela mudanga de variavel x = @(t), tomando-se dx = @’(t) dt.

Na pratica, quando identificamos que uma integral é da forma [ f(@(t))¢’(t) dt,
podemos as vezes fazer uma substituicdo x = @(t), e levando em conta as consi-
deracdes anteriores passamos por uma sequéncia de igualdades tal como a seguir,

[ fle@e(mat= [ f(x)dx=Fx)+C=F(o(t)+C

Algumas vezes, no entanto, queremos calcular [ f(x) dx, e fazemos uma mudanca
de variavel x = @(t) passando entdo por uma sequéncia de igualdades em ordem
diferente tal como a seguir,

[f(x) dx:ff((p(t))(p’(t) dt = F(@(t)) + C = F(x) + C

fazendo uso da integral “mais complicada” [ f(¢@(t)@’(t) dt (da qual sabemos
como calcular uma primitiva) para finalmente obter [ f(x) dx. Isto é o que ocorre
em substituicdes trigonométricas, assunto que sera estudado adiante.

Neste caso, estamos assumindo implicitamente que

/f((p(t))-(p’(t) dt = F(e(t)) + C = [f(x) dx = F(x) + C

o que é justificado desde que possamos também expressar também t = {(x), como
funcdo inversa e derivavel de x = @(t), para que possamos, ao final dos calculos, obter
a integral indefinida como fun¢do de x, a partir de sua expressdo em funcéo de t.

Mas a melhor maneira de nos familiarizarmos com técnicas de integracdo por

substituicdo é através de exemplos. Vamos aos primeiros exemplos.

Exemplo 15.1. Ca/cular[

1
V3 -2x

dx.

Solugcdo. Comecamos fazendo a substituicdo uw =3 - 2x.

Entdo du=u'(x)-dx = (3-2x)"dx = -2dx.

Portanto dx = —%du.
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Assim, temos

1 R VO B O BT o
f\/s—zxdx_[ﬁ ( 2)‘1“‘ z/u du=-7 —%+1+C

Exemplo 15.2. Calcular [ tgx dx.

Solugso. [tgxdx:[senxdx.

COosX

Como (cosx)’ = —senx, tomamos u = cosx, e teremos
du = (cosx)’dx = —senx dx.

Assim,

ftgxdx:f ] senxdx=[l(—du)=—1n|u|+C=—1n|cosx|+C
cosx u

Exemplo 15.3. Calcular [ secx dx.

Solucdo. Calcularemos esta integral por uma substituicdo que requer um truque
“esperto’.

[Secxdx:[secx'(secx+tgx)dX:fSeC2X+SeCX~tgde
secx +tgx secx +tgx

Aplicamos a mudanca de variavel
u=secx+tgx

e teremos du = (secx + tgx)’dx = (secx tgx + sec’ x)dx.

Logo, /secxdx = / thdu =Inju|+ C=1In|secx +tgx|+ C.
Exemplo 15.4. Calcular [ cosecx dx.

Solugdo. Imitando o truque usado no exemplo anterior, o leitor poderd mostrar
que

[ cosecx dx = —1In|cosecx + cotg x| + C.
X

Vx2+5

Solugdo. Note que (x?+5)’ = 2x. Isto sugere fazermos

Exemplo 15.5. Ca/cu/ar/ dx.

1
u=x?+5, do que segue du = 2x dx, ou seja, x dx = zdu.

Temos entdo

/ x dx=/L-ldu:lfu‘1/2du:u1/2+C=\/x2+5+C
o 22

x2+5
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15.6 Ampliando nossa tabela de integrais
imediatas

Com a finalidade de dinamizar o calculo de integrais indefinidas, ampliaremos a lista
de integrais imediatas da secdo 15.2, adotando como integrais “imediatas’ as quatro
seguintes, que deduziremos em seguida.

Proposicao 15.4. Sendo a >0, e A # 0,
1 /a2+x2 arctg—+C
dx 1
2 f L
@2—x2 2a "

X
= arcsen — + C.

3 / dx
’ Va2 - x2 a
=lnlx+Vx2+A|+C

a+x

+ C.

a-x

dx
Vx2+ A
Demonstragéo. [m a2/1+( )2

Fazendo % =y, temos dx = ady, e entdo

1
fa2+x2 az.[ler2 v= fy2+1dy

1
:—arctgy+C——arctg—+C

Para deduzir a segunda integral, lancamos m3o da decomposi¢io

1 1

]_E+2a

a2-x? a+x a-x

Assim sendo,

1 1 1 1 1
[az—xzdx_£/a+xdx+Z[a—xdx

:;—a1n|a+x|—2]—aln|a—x|+C

1
=—1
Zan

la+ x|

+C

|a—x]

Para deduzir a terceira integral, fazemos uso da integral indefinida

dx = arcsenx + C

1
V1-x2
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e procedemos a uma mudanca de variavel, tal como no célculo da primeira integral
acima. O leitor poderad completar os detalhes.

Para deduzir a quarta integral, apelaremos para um recurso direto, uma derivagio.

Mostraremos que

1
Infx+Vx2+A[)' =
- Vs

De fato, sendo w=x+Vx? + A, e sendo (v/W)' = ﬁ W/, temos

.u’

(Injx + Vx2+A|) = (Inful)' = l
u

1
——— - (x+ VX2 +A)’
X+ VXZ+A ( )
1 1
_ (1 + —— - Ix
X+ Vx2+A ( VX2 + A P
~ 1 \/x2+?\+x_ 1
X+VX2+A  VXE+A VX2 + A

15.6.1 Nossa tabela de integrais imediatas

Adotaremos como integrais imediatas as integrais da tabela 15.1 da pagina 164. Esta
tabela inclui as integrais imediatas da proposi¢do 15.2, e também as integrais calculadas
nos exemplos 15.2, 15.3 e 15.4, e as integrais da proposi¢do 15.4.

15.7 Problemas

Calcule as seguintes integrais indefinidas, utilizando, quando necessario, mudanca de
variaveis. Sempre que julgar conveniente, faca uso da tabela 15.1 de integrais indefinidas

da pagina 164.
1. [(x+/X)dx. Resposta. % + % +C.

. [ (% - X4—X) dx. Resposta. (6v/x — 15x2\/x) + C.

2
3. /.X\/(j_(x. Resposta. £x*\/x + C.

N

~

2

1

. [(x2+?) dx. Resposta. "5—5+%x2\3/x2+3\3/7_<+ C.
X

. [ senaxdx. Resposta. —<%% + C.

(6]
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Tabela 15.1. Tabela ampliada de integrais imediatas (nas dltimas linhas, a >0 e A £ 0).

o

7.f

(]

10

11.

12

13

14

Xoc+1

1 +C, (% -1)

[x dx=(x+

/1dx=ln|x|+C
X

[ senxdx =-cosx+C

[ cosxdx =senx +C

[exdx=ex+C

aX
X dx =
[ axdx =

(a>0,a=+1)

[ sec?xdx =tgx+C

[ cosec?x dx = —cotgx + C

[ secx-tgxdx =secx +C

[ cosecx - cotgx dx = —cosecx + C

[ secxdx =1In|secx +tgx|+C

[ cosecx dx = —1In|cosecx + cotg x| + C

[tgxdx=-In|cosx|+ C

[ cotgxdx =In|senx|+ C

1
f ; +dex:arctgx+C

dx = arcsenx + C

1
Ui

X
=arcsen — + C
a

f dx
Va2 —x2

dx 1 X dx 1 a+x
—— — =—arctg—+C [—:—1 +C.
/a2+x2 aanga a? — x? 2ana—x
dx

=lnjx+Vx2+A|+C

/

X2+ A

Inx
——dx. Resposta. % +C.
X

/

dx. Resposta. —
sen? 3x P 3

dx
' 3x-7

cotg 3x

+ C.

. Resposta. 31n|3x - 7|+ C.

. [ tg2x dx. Resposta. —31n|cos2x|+ C.

. [ cotg(5x - 7)dx. Resposta. }1n|sen(5x —7)|+ C.

X
to —
[cog3

dx. Resposta. 3In|sen |+ C.

. [tg @sec? @ d@. Resposta. %tg2 @ + C. Sugestdo. Faca u=tgo.

. [ eXcotgeX dx. Resposta. In|seneX|+ C. Sugestdo. Faga u = e*.

. [ sen?xcosx dx. Resposta. 5%

sen3 X

+ C. Sugestdo. Faca u =senx.
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15. [ cos’xsenxdx. Resposta. —<%% 1 C.
x dx

' V2x2+3

x? dx
17. . Resposta. 2\/x3+1 +C.
VX3 +1 3

16 Resposta. %\/ 2x? + 3+ C. Sugestdo. Faca u =2x?+ 3.

senx dx 1
18. / o Resposta. 5~ + C.
t
19. COEX 4. Resposta. _cotg’x |
sen? x 2
20 dx Resposta. 2./tgx -1+ C
" J cos?x/tgx -1 posta: & '
sen 2x dx
21. ————— . Resposta. 2\/1 +sen?x + C. Sugestdo. Faca u=1+sen?x.
V1 +sen?x '
arcsenx dx arcsen? x
22. ﬁ Resposta. =5 — t C.
arccos? x dx 3
23. . Resposta. —#=5%=* + C.

V1-%x2

x dx
24, / T Resposta. 31n(1+x?) + C.

x+1
25. [ mdx. Resposta. 5 In(x? +2x +3) + C.

26. ZS:Z%dX' Resposta. 11n(2senx +3) + C.

27. / dx . Resposta. In|Inx| + C. Sugestdo. Faga u=1Inx.
xInx

28. [ 2x(x* +1)*dx. Resposta. (XZ%)S +C.

29. [tg'xdx. Resposta. % —tgx+x+C.

Sugestdo. Primeiro mostre que tg*x = tg?x - tg?x = sec?x - tg? x —sec?x + 1.

dx
30.[ " Resposta. }1n[3tgx + 1|+ C.
cos?x(3tgx+1) esposta. 5 In[3tgx + 1]+

£ 3
31. / gzx dx. Resposta. tg:" +C.
cos? x

32. [ e*dx. Resposta. 32+ C.

33. [xa*dx. Resposta. Zci—z +C.

x
na
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34, f 3 +e4ex dx. Resposta. 11n(3 +4eX) + C.

35. f1+2 >. Resposta. \/_arctg(\/_x)+C

36. Resposta. = arcsen(+/3x) + C.

/‘ dx
V1-3x2 V3

37. Resposta arcsen =4+ C.

/ dx
V16 -9x2

dx
38. [ ol +d . Resposta. 6arctg + C.

39. f % Resposta. ﬂ—zln‘ﬁfiﬂ +C.

dx
40. . Resposta. In(x + Vx?+9) + C.
Vx2+9
41 x*dx Resposta. —L=1In [+Y3| 1 C. Sugestdo. x° = (x3)2, e entdo u = x3
. R posta. —zIn |52 . Sug . X8 = : =x3.
x dx 1 2 = 2
42. Resposta. 5 arcsenx* + C. Sugestdo. Faga u =x?.

V1-x4

d
43. / X Resposta. 5L arctg ’g—i +C.

x4+ at
cosx dx 1 senx
44, f ——— —. Resposta. — arctg +C.
a? +sen?x a a
45 [ & Resposta. arcsen(Inx) + C
xV1-1n*x

arccosx — x
46. | ———===—"dx. Resposta. —}(arccosx)?+V1-x?+C.

V1-%x2

—arct
47. [ %dx. Resposta. 31n(1+x?) — 3 (arctgx)? + C.

\/1
48. / A * ax. Resposta. $/(1++/x)% + C.

3
cos® x
49. ™ dx. Resposta. - +C.
sen senx sen
= cos> x cos? x-cosx (1-sen? x) cosx _
Sugestao. Faga [ 95X dx = [ coxcosxgy - [ (Isen W cosx gy ¢ entfo u = senx.

2x+3

50. 2x+5

dx. Resposta. x —In|2x + 5| + C.





