Aula 18

Ampliando o repertério de
técnicas de integracao

18.1 Completando quadrados

Da nossa tabela ampliada de integrais imediatas, tabela 15.1, pagina 164, temos as
integrais da tabela 18.1 abaixo.

Tabela 18.1. (a >0, A #0)

a+x
+C.

f—dx —larct Xic f—dx —lln
a2+x2 a ga az-x2 2a

fiz:arcsen§+(f / dx =lnpx+Vx2+A|+C

az-x X2+ A

a—-x

Voltaremos nossa atencdo agora ao calculo das integrais indefinidas

dx (Ax +B)dx
I :/— - [ Ax+B)dx
ax?+bx+c ax?+bx+c

(Ax +B)dx

L= [ ===
vax2+bx+c

dx
g
vax2+bx+c

sendo a, b, ¢, A e B nimeros reais, e a # 0.

Veremos que, para calcular cada uma das integrais I;, I, I3, e 14, tudo (ou quase
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tudo) que temos a fazer é completar um quadrado em ax? + bx + ¢, e entdo usar a
pequena tabela de integrais 18.1.

Lembramos que completar um quadrado em ax? +bx + ¢ & escrever este trindmio
do segundo grau na forma a(x + m)? +n.

Para completar um quadrado em ax? + bx + ¢, primeiramente colocamos o coefi-
ciente a em evidéncia:

b c
ax2+bx+c:a(x2+—x+—
a  a

b c
Completamos ent3o o quadrado em x% + —x + —:

a a
x2+Bx+y:(X+E)Z+(Y_B_Z)

Fazemos ent3do, para o calculo de uma das integrais I;, I, I3, e 14, a substituicdo

u:x+%, du=dx

e teremos
X2+ Px+y=ut+k?

ax? +bx +c=a(u? £k?)

Agora, a menos de alguns pequenos ajustes, recairemos em integrais da tabela 18.1.

Exemplo 18.1. Ca/cular[m

Solugdo. Comegcamos fazendo
3 9 1
2 _ - bl A
2x"+3x+1= (x +=X+= )_ [( 4) 16+2]
=2|u?-

ey ]
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sendo u =x + 3/4.

Como du = dx,

f dx _f du 1 du
22+ 3x+1 Z[uz_(%)z]‘z w? - 2

1)
1
_ ] %:_l.%ln ‘]‘lL +C (tabela 18.1)
2 (JT) _uZ 2 24_1 Z—u
1+4u T+4x+3
:—]_ C=_].
n‘1—4u‘+ n‘1—(4x+3)‘
4x +4 2x+2 2x + 1
=-In 2 +C=-In ] +C=In 12 +C

x -1

Exemplo 18.2. Ca/cu/ar/—dx.
V1-x-x?

Solugcdo. Comecamos fazendo

T-x-x*=—( 2+x—1):—[(x+%)2—%—1]

e e ()]

Sendo, u=x+1/2, du=dx, ex=u-1/2,

dx

de: x-1
e e
:/‘ u-3/2 du

\/(Tﬁ)ﬁ 3 1

3
_I_EJ

sendo I = v ,e]= ] .
RO v e

[€))
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Para o calculo de I, fazemos w = (\/3/2)2 —1u?, e entdo dw = -2udu, e temos

1
14
=W C

Por sua vez,
]_/;du—arcsenLjLC (tabela 18.1)
(ﬁ)z_uz V5/2
2

2u 2x + 1

= arcsen — + C = arcsen +C
V5 V5

Portanto,
x—1 3
—dx=1-=
| o= 2
=-V1 —x—xz—éarcsenﬂ+C
2 V5

18.2 Algumas integrais envolvendo funcdes
trigonométricas

18.2.1 Integrais da forma [ sen™xcos™x dx, m e 1 inteiros nao
negativos

Primeiro caso: m ou n & um inteiro impar

Consideremos | = [ sen™x cos™ x dx.

Sendo m e n inteiros ndo negativos, no caso em que o expoente m é impar,
teremos m =2k + 1, e entdo

] = / sen”*! x cos™ x dx
— 2k n
= [ sen““xcos™ xsenxdx
= / (sen”x)* cos™ x senx dx

=/(1 — cos?x)* cos™ x sen x dx
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Agora fazemos cosx = t, e entdo dt = —senx dx, obtendo

] = f(1 -tk (~dt) = —f(1 -2k dt
que é uma integral de um polinémio em t.

Se m é par, mas n é impar, transformamos a integral ] em uma integral de um
polinémio, por um procedimento analogo.

Exemplo 18.3. Calcular ] = [ sen®x cos® x dx.

Solugao.

] = f sen®x cos’ x dx = f sen®x cos® x cos x dx
= f sen®x(cos? x)? cosx dx = f sen®x(1 - sen?x)? cos x dx

= f t®(1-t%)*dt, sendo t =senx, dt = cosxdx.

Teremos ent3o

]:/t6(1—2t2+t4)dt:f(t6—2t8+t]°)dt

t7 27 "
AT T
sen’x 2sen’x sen''x
= - + +C
7 9 11

Segundo caso: m e n sdo ambos pares

Neste caso, abaixamos os graus das poténcias de funcdes trigonométricas, mediante as
relacdes

By 1 +cos2a 5 1 -cos2a
cos’a=———— sen“a=——-——
2 2

(18.1)

ou seja, fazemos

] = / sen™ x cos™ x dx = [ sen”* x cos? x dx

= / (sen’x)*(cos®x)' dx

~ [ (1 —cos2x)k(1 +cost)z dx
- 2 2

Exemplo 18.4. Calcular I = [ sen*x cos? x dx.
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Solugo. 1= [ sen*xcos?xdx = [ (sen?x)?cos? x dx

Fazendo uso das relaces trigonométricas 18.1, temos

1+cos2x\? (1 + cos2x
I‘f( 2 )( 2 )dx

1-2cos2x +cos?2x\ {1+ cos2x
:/\ 4 ( 2 )dX

:%fﬂ +cos 2x — cos? 2x + cos’ 2x) dx

1 1 1 ) 1 3
—Sfdx—gfcosbcdx—g cos 2xdx+8[cos 2x dx

Calculando separadamente as quatro integrais, temos:
I = [dx=x (juntaremos adiante todas as constantes em uma s6)

I, = [ cos2xdx = 3 sen2x

1 4
I3=fCOSZZXdX:/$dX (cos?a = 1+c352a)

=%[dx+%[cos4xdx

1
= 4+ — . —
2 4

1
sendx = % + 3 sendx

N R

I = f cos® 2x dx (poténcia de cosseno, de expoente impar!)

= f cos” 2x cos 2x dx = f(1 — sen? 2x) cos 2x dx

= /(1 —t2)~% (t=sen2x, dt=2cos2xdx, logo cos2xdx = 1)

1 (t t3) _sen2x sen®2x

AEE) 2 6

Finalmente,

1=stmﬁxcm¥xdx=%(h—mz—13+h)
= lx— — sen2x — lx— lsen4x+ lse112x— lsen32x+ C
8" 16 16"~ 64 16 48

x sendx sen32x
== - +C
16 64 48
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18.3 Férmulas de reducido (ou de recorréncia)

As férmulas de reducdo, ou férmulas de recorréncia, frequentemente encontradas em
tabuas de integrais, sdo em geral obtidas através de integracdo por partes.

Nos exemplos abaixo, deduziremos duas delas e ilustraremos como sdo usadas.

Exemplo 18.5. Sendo n > 2, deduzir a férmula de reducio

tgxsec™2x mn -2
{[sec“xdx= gxsec1 WL T sec" 2 x dx
n- n-

(18.2)

Solugdo. Seja I, = [ sec™x dx. Temos

In:[sec“xdx: sec™ x sec’ x dx:uv—[vdu
———— ——
u dv

Sendo u = sec™2x dx, temos

du=(n-2)sec"3x-(secx)’dx = (n-2)sec™ 3 x-secxtgx dx

= (n-2)sec"?xtgxdx
Sendo dv = sec?x dx, tomamos v = tgx. Dai
I,=uv- / vdu

= tgxsec" 2 x — / tgx - (n—-2)sec"?xtgxdx

=tgxsec" 2x - (n-2) [ sec"? x tg? x dx
Agora, sendo | = f sec“*zxtgzxdx, temos

] = / sec™ % x(sec’x - 1)dx = / (sec™ x —sec™ 2 x)dx
= / sec" xdx — / sec"?xdx =1, -1,

Assim sendo,

I, =tgxsec"?x - (n-2)J]
=tgxsec" ?x - (n-2)(I, - L.2)

de onde
[1+(n-2)]L, =tgxsec"?x+ (n -2,
e portanto
tgxsec"2x n-2
In = In—Z
n-1 n-1
ou seja,

tgxsec"2x n-2
[ sec™ x dx = + sec™ 2 x dx
n-1 n-1
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Exemplo 18.6. Empregando a férmula de reducdo 18.2, calcule as integrais [ sec3x dx,
[ sec*x dx, e [ sec®x dx.

Aplicando a férmula 18.2, que acabamos de deduzir acima, temos, quando n = 3,

t 1
/sec3xdx=@+z/secxdx

t 1
=@+zln|secx+tgx|+C

Aplicando a férmula 18.2, para n =4, temos

tgxsectx 2
[sec4xdx= 207 T4 2 | sec? xdx

3 3
t 2x 2
= —gxs3ec X +§tgx+C

Para n =5, temos

tgxsecix 3

Sxdx=I5= 20 X 0
/sec xdx =I5 1 +4 3
tgxsecdx 3 (tgxsecx 1 )

e N _I
4 +4( 2 2
_tgxsec3x+3tgxsecx 3

2 3 +gln|secx+tgx|+C

Exemplo 18.7. Deduza a férmula de recorréncia

1 n-1
/ cos"xdx = —senxcos™ ' x + f cos" % x dx
n n

e entdo, usando-a, calcule [ cos*x dx e [ cos’ x dx.

Solugao.

/cos“xdx: cosTchosxdx:uv—fvdu
~——
u dv

Sendo u = cos™ ' x, temos du = —(n — 1) cos™ 2 x sen x dx.

Sendo dv = cosx dx, podemos tomar v = senx. Entdo
f cos"xdx =senxcos" ' x+ (n-1) / cos™? x sen” x dx
=senxcos"™ ' x+ (n-1) / cos™ % x(1 - cos?x) dx

:senxcos”‘1x+(n—1)(/ cos“‘zxdx—/cos“xdx)
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Logo,
f cos™x dx =senxcos" ' x + (n-1) [ cos"?xdx - (n-1) f cos™ x dx

Dai,
nf cos"x dx = senxcos" ' x + (n - 1) f cos™ % x dx

e entdo

1 n-1
/ cos™x dx = —senxcos™ ! x + / cos™ 2 x dx
n n
Deixamos para o leitor a aplicacdo desta férmula, para obter

3

4 1 3x
cos” x dx = 7 SEILXCOS X + 2 SENXCOSX + —~ + C

fcos7xdx—1senxcos6x+£senxcos4x+isenxcoszx+Esenx+C
-7 35 35 35

18.4 Problemas

Integrais que requerem completamento de quadrados
1. /m Resposta. } arctg X! + C.

f m Resposta. \/_ arctg 3\>_1 +C.

dx
3. /m Resposta 4]..'fl| ‘+C

4. [ 3X26X7X7+ ¥ dx. Resposta. In|3x?-7x+ 11|+ C.
ox -] R Sn(x2 - x+1 21, ¢
5. /mdx. esposta. 5In(x? —x+1) + \/garctg "5 .
6. f L Resposta. 1 arcsen &2 + C.
V2 - 3x - 4x2 ? VAT

dx
7. f— Resposta. J=1n|6x + 5 +/12(3x2 + 5x)| + C
V3x?% + 5% V3 | ( )

3
8. X0 ax Resposta. —1\/3 +4x — 4x? + L arcsen 271 + C.

V3 +4x - 4x?

2 b
STy dx. Resposta. 2/ ax? +bx +c+ C.
vaxZ+bx+c

©
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Integrais envolvendo funcdes trigonométricas

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

[ sen®x dx. Resposta. 3 cos®x —cosx + C.

[ sen®x dx. Resposta. —cosx + 3 cos®x — 1 cos’x + C.

1

[ cos*xsen®x dx. Resposta. —% cos®x + 5 cos” x + C.

3

cos3x

dx. Resposta. cosecx — +cosec3x + C.
sen* x 3

Sugest3o. Use o mesmo procedimento descrito & pagina 194, para o calculo da
integral [ sen™xcos™x dx, quando m ou . é um expoente impar.

4 3, _ sen2x , sendx
fSEIl x dx. Resposta. sX— =7+ = + C.

[ cos®x dx. Resposta. 1 (5x +4sen2x - X 3 sen4x) +C.

[ sen*xcos*x dx. Resposta. 735 (3x —sen4x + 285 4 C.

Sugestio. senxcosx = Z sen 2x.

[ tg® x dx. Resposta. % +1n|cosx|+ C.

Sugestdo. tg>x = tgxtg’x = tgx(sec?x - 1).

[ sec®x dx. Resposta. ;secxtgx + 31n|secx +tgx|+ C.

Sugestdo. [ sec3xdx = [ secx sec2x dx. Depois, use a identidade tg?x = sec? x—

u dv
1. Alternativamente, podemos fazer

3 _ Ccos X cosx dx = _
[secdxdx=[ L—dx= [ dx= [ Tooed7 € entdo u = senx.

[ sec*x dx. Resposta. tgx +1tg>x + C.
Sugestdo. sec’x = sec?xsec?x = (1 +tg?x)sec?x

sen3 x

\/ cos*x

dx
/4—5sen Resposta. 3ln‘z,c a

. A 2t 1-tg2 X
Sugestdo. Use a identidade senx = % (temos também cosx = %)
2

———— dx. Resposta. 2 cos’®>x+3cos™'3x+C.

2‘+C.

Faca tg3 =u, com J = arctgu e entdo dx = ﬁ du.

sen? x dx

. Resposta. \/2 arctg (tjl‘) -x+C.

Sugestdo. Como 1+tg*x = sec?x, deduzimos cos? x =

1+ cos?x

1
T+tg? x

esen?x = cos?xtg?x =

2 1

tg? x t2 -z ___1_
(2+t2)(1+t2) — 2+t2  1+t2

T+tg? x

. Facat =tgx, x = arctg t. Adiante, use a identidade
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23. [senaxcosbxdx (a #b). Resposta. —C"ZS((f:;’))X — C‘;s((;__;’))x +C.

Sugestdo. Considere as férmulas abaixo, e some-as membro a membro.

sen(a + b)x = sen ax cos bx + sen bx cos ax

sen(a — b)x = sen ax cos bx — sen bx cos ax

24. [senaxsenbxdx (a#b). Resposta. se;((f:;))x - Se;((c?:s))x +C

201

Sugest3o. Desenvolva cos(a - b)x e cos(a + b)x, e entdo calcule cos(a-b)x —

cos(a +b)x.

Férmulas de reducao

25. Deduza a férmula de recorréncia

t n-1
ftg“xdx: g X—ftg”‘zxdx
n-1

e ent3o, usando-a, calcule

(a) [tg’xdx. Resposta. % - % —1In|cosx|+ C.

b) [ tg®xdx. Resposta. tex _ tedx +tgx-x+C
5 3
Sugestdo. [tg"xdx = [tg" ?xtg’xdx = [tg" *x(sec?x 1) dx.

26. Deduza as férmulas de recorréncia

1 n-1
(a) /sen“xdx:—— cosxsen™ ' x + fsen“’zxdx
n n

(b) f x"e®™ dx = lx“e‘”‘ _n f x" e dx

a a
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