Aula 20

Aplicacoes selecionadas da
integral definida

20.1 Area de uma regido plana

Suponhamos que f e g sdo duas fung¢des continuas no intervalo [a, b], sendo f(x) > g(x),
para cada x € [a, b].

Para um namero real x; € [a,b], consideramos, apoiada a esquerda no ponto x;,
uma fatia retangular de base Ax e altura h(x;) = f(x;) — g(xi), como indicado na figura
20.1. A area dessa fatia sera dada por AA; = [f(xi) — g(xi)]Ax.

Figura 20.1. O retangulo elementar (fatia) de area AA; tem altura f(x;) — g(x;) e base
Ax.

y y = flx)
AA,; = [fx;) - g(x,)] Ax/
N
y=9(x)
a X; b x>
\ B
— —Ax
Se subdividirmos o intervalo [a,b], por pontos a = xo, X1, ..., Xn_1, Xn = b em

sub-intervalos de mesmo comprimento Ax, e sobre cada um dos intervalos [xi, xi,1], para
0 <i<n-1, construirmos um retangulo de drea AA;, como descrito anteriormente,

215



216 AUuLA 20

teremos a area entre as duas curvas, delimitada pelas retas verticais x = a e x = b, sendo
dada aproximadamente pela soma integral

n-1 n-1

> AA =) [f(x:) - g(xi)]Ax

i=0 i=0

A area entre as duas curvas, compreendida entre as retas verticais x =a e x = b,
sera dada pelo limite de tais somas integrais, quando Ax — 0, ou seja, sera dada por

A= lim ZAAI = A].}(Il'lo Z[f(xl) - g(Xi)]AX — [ab[f(x) - g(x)] dx

Ax—0

Sendo AA = [f(x)—g(x)]Ax, é costume simbolizar dA = [f(x)-g(x)]dx. Temos
entdo A = [ dA.

E costume dizer que dA = [f(x)-g(x)] dx é um elemento infinitesimal de area, de
altura f(x) — g(x), sobre um elemento infinitesimal de comprimento dx. O simbolo de
integragdo, [, provém da forma de um arcaico S, e tem o significado de “soma (veja isto:
Joma) de um namero infinito de quantidades infinitesimais”. Assim, se f(x) — g(x) >0,
fab(f(x) — g(x)) dx corresponde, grosso modo, a uma soma de elementos infinitesimais
de area, de alturas f(x) — g(x), e “bases’ dx, com x “variando” de a até b.

Exemplo 20.1. Calcular a drea da regido do plano delimitada pelas curvas y = x? e

y=Vx.

Figura 20.2. Regido plana delimitada pelas curvas y = x? e y = /x.

/4

Solucdo. As curvas dadas se interceptam quando x? = \/x, o que nos da (0,0)
e (1,1) como unicos pontos de intersecdo. Define-se uma regido entre as duas curvas
quando 0 < x < 1. Neste intervalo temos \/x > x2.
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Assim sendo, a érea entre as duas curvas (figura 20.2) é dada por

! ! 2 31 2 1 1
_ 2T Ay = 12 _ gy - |23 X 2 1 4.1
A .[o[\/; x*] dx —/O[X x*] dx [3x 3]0 373 0 3

20.2 Meédia ou valor médio de uma funcao

Seja f uma fun¢3o continua no intervalo [a,b]. Em [a,b] tomemos os n + 1 pontos
igualmente espacados

Xo=A<X1<X<...<Xp1<Xn =D

isto é, tais que
b-a

n

X1 —=X0=X2—=X] = e..= Xy —Xn_1 = Ax =

A média aritmética dos n + 1 valores f(xo), f(x1),f(x2),...,f(xn), € dada por

_ f(xo) + f(x1) + -+ f(xp)
n+1

n

Definiremos a média ou valor médio da fun¢do f, no intervalo [a,b], como sendo

f=1lim u,

n—oo

Mostraremos que

F fabf(x) dx
 b-a

b-a
De fato, sendo Ax = ——, temos
n

_ f(xo) + f(xq) + -+ f(xn)
Hn = : n]+1

) :1();01) " ﬁ (F(xa) + F(x2) + -+ f(xn)

_f(xo)+ n b-a
n+l o n+1 n b

_ f(x0) n 1 ( b-
_n+1+n+1 b-a fa)

_ f(Xo) n 1
=t g (f(x1)Ax + f(x2)Ax + -+ + f(xy ) AX)

1 m (f(x1) + f(x2) + -+ f(xn))
—a, .b‘a)

¢ )
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Logo, passando ao limite, com n — +oo,

Fotim = lim 09 T “1 . lim (Z f(xi)Ax)
i=1

n-o0 nsom+1 b-a noeon+l nooeo |l

0 ] 1 ’
=0+ — [a f(x) dx

] b
:—b—a./a f(x) dx

Exemplo 20.2. Determine o valor médio de f(x) = x?, no intervalo a < x < b.

Soluggo. O valor médio de f em [a,b], é dado por

. b 1 35 1 (s
F= f 2 dx = Xl L
b-a aX x b—a3Cl b—a(S 3)

(b-a)(a?+ab+b?) a’+ab+b?
3(b-a) - 3

20.3 Volume de um sdélido por fatiamento

Figura 20.3. O volume de uma fatia do sélido é aproximado pelo volume da fatia
cilindrica de “base” A(x;) e “altura” Ax.

AV, = A(x;)-Ax

Alx;)

[~

AX

W

_

Na figura 20.3, para um ponto x;, a < x; < b, um plano perpendicular ao eixo x
no ponto x; corta um sélido (seria uma batata ?), determinando no sélido uma sec¢do
transversal de area A(x;). Suponhamos que de x = a até x = b, definem-se todas as
seccdes transversais desse sélido por cortes de planos perpendiculares ao eixo x, sendo
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A(x) a area da sec¢do transversal determinada pelo plano perpendicular ao eixo no
ponto x € [a,b]. Suponhamos que A(x) é uma fung¢do continua da variavel x. Como
podemos determinar o volume do sélido usando a fungdo A(x)?

Suponhamos que o intervalo [a,b] é subdividido em 1 sub-intervalos, de compri-
mentos iguais a Ax = (b — a)/n, por pontos Xo = @, X1, X2y ++.y Xn_1, Xn = b.

Sex; (0 <i<m-T1)éum ponto dessa subdivisdo, como na figura 20.3, determina-se
o volume AV; de uma fatia “cilindrica”, de "base” com area A(x;) e “altura” (espessura)
Ax,
AVi = A(Xi) - Ax

Uma aproximacgdo do volume do sélido é dado pelo somatério desses varios volumes

cilindricos,
n-1 n-1
Vo ZAVi: ZA(X;L)'AX
i=0 i=0

Quanto mais finas as fatias “cilindricas”, mais préximo o somatério estara do volume
do sélido, sendo seu volume igual a

b
V= lim YAV, = lim Y A(xi) - Ax = fa A(x) dx

x—0

Os cientistas de areas aplicadas costumam dizer que dV = A(x)-dx é um elemento infi-
nitesimal de volume, construido sobre um ponto x, de um “cilindro” de area da base A(x)
e altura (espessura) “infinitesimal” dx. Ao “somar” os infinitos elementos de volume,
temos fab dv = fab A(x) dx igual ao volume do sélido.

Exemplo 20.3. Qual é o volume de um tronco de pirdmide, de altura h, cuja base é
um quadrado de lado a e cujo topo é um quadrado de lado b ?

Solugdo. Posicionemos um eixo x perpendicular as duas bases. Cada ponto (altura) x,
demarcada nesse eixo, corresponde, no tronco de pirdmide, a uma seccdo transversal
quadrada, de tal modo que x = 0 corresponde a base quadrada de lado a, e x = h
corresponde ao topo quadrado de lado b. Veja figura 20.4.

Procurando uma fungdo afim, f(x) = mx +n, tal que f(0) = a e f(h) = b.
encontramos f(x) = a + b;hax, como sendo a medida do lado do quadrado na altura x.

Para cada x, 0 < x < h, a area da seccdo transversal, na altura x, é dada por

A(x) = (a+ b}_lax)z
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Figura 20.4. A area da sec¢do transversal do tronco de cone, na altura x, é a area de
um quadrado de lado f(x) = a + 22%x.

/\X

b/ x=h ;‘

b

ay
/|

O volume do tronco de pirdmide é ent3o

h h b-a \’
V—fo A(x)dx-/o (a+ = x) dx

Fazendo u = a + %2%x, temos du = %% dx. Além disso, u=a para x =0, e u=b para
x = h, e entdo

h b h
V:[ A(x)dx:—h f wdu = el
0 b-aJa b-a 3

31b
SR B N L 2
_3(b—a)(b a)—3(a +ab+b%)

a

Note que o volume do tronco de piramide é 1/3 do produto de sua altura pelo
valor médio das areas das sec¢des transversais (veja exemplo 20.2). Conforme um antigo
papiro, esta férmula ja era conhecida pela antiga civilizacdo egipcia do século 18 a.C.

20.3.1 Volume de um sélido de revolucao por fatiamento

Quando rotacionamos uma regido do plano xy em torno do eixo x ou do eixo y, rea-
lizando uma volta completa, o lugar geométrico percorrido pelos pontos da regido é o
que chamamos um sdélido de revolucio.

Suponhamos que um sélido de revolucdo é obtido rotacionando-se, em torno do
eixo X, uma regido plana delimitada pelas curvas y = f(x), y = g(x), e pelas retas
verticais x =a e x = b, com a < b, sendo f(x) > g(x) >0 para a<x<b.

Para cada x € [a,b], um plano perpendicular ao eixo x, cortando este no ponto
x, determina no sélido de revolucdo uma seccio transversal. Esta seccdo transversal é
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obtida pela revolu¢do completa, em torno do eixo x, do segmento vertical A, By, sendo
Ay =(x,9(x)) e By = (x,f(x)). Veja figura 20.5

A area dessa seccdo transversal serd nada mais que a area de uma regidon anular
plana (contida em um plano perpendicular ao eixo x) compreendida entre dois circulos
concéntricos de centro (x,0), sendo um menor, de raio g(x), e outro maior, de raio
f(x). Como a area de um circulo de raio r & 7tr?, temos que a area A(x), da sec¢do
transversal do sélido de revolucdo, definida sobre o ponto x, & dada por

A(x) = n[f(x)]* - n{g(x) ]

Figura 20.5. O sélido esbocado a direita é obtido pela revolugdo, em torno do eixo x,
da regido plana a <x <b, g(x) <y < f(x).

/\y

g(x)

Portanto, o volume do sélido de revolucdo sera
b b
V= [CAM = [C(nff0F - mlg(0)]) dx

Se a regido plana for delimitada apenas pelo grafico de y = f(x), pelo eixo x, e
pelas retas x = a e x = b, teremos g(x) =0, e entdo

V- f " ()] dx

Exemplo 20.4. Calcular o volume de uma esfera de raio a.
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Solugdo. A esfera de raio a pode ser interpretada como o sélido obtido pela revolucio
da regido semi-circular x2 +y% < a?, y > 0, em torno do eixo x.

Tal regido é delimitada pelas curvas

/\y
y=vat-x>ey =0, com-a<x<a
Assim, aqui, f(x) = Va?-x? e g(x) = 0,
sendo ent3o 0
dV = A(x) dx = t[f(x)]* dx = (a®~x?) dx ( X
-a 0 X 3600\70 ’

o elemento de volume a integrar.

Portanto,
a 37 3 3
V= [a ﬂ(az—xz)dx:ﬂ[azx—%]_a =7T((13—%) —71(—(13+%) = gﬂc@

20.4 Comprimento de uma curva

Consideremos uma curva y = f(x), grafico de uma fun¢do continua com derivada f/(x)
também continua, para a <x <b.

Para calcular o comprimento dessa curva, primeiramente particionamos o intervalo

— a .
, através de pontos

[a,b] em n sub-intervalos de comprimento Ax =
n

A =X0y X1y +euy Xn_ly Xn =D
Em seguida consideramos, no grafico, os n+ 1 pontos correspondentes,

Ag = (%0, F(x0))y A1 =(x1,T(x1))y «vvy Anct = (Xno1y F(Xn1))y An = (Xny f(X0))

Sendo As; = dist(Ai_1,A;), parai=1,...,n, temos que uma aproxima¢do do
comprimento da curva é dada pela soma Y.I'; As; = Y11, dist (A1, Ay).

Agora, para cada i, 1 <i<n, temos

dist(Ai1, A¢) = /(% xe)2+ (F(x0) — F(x))?

@ 1+ (5]

X

Sendo f diferenciavel no intervalo [a,b], pelo teorema do valor médio, teorema 15.1,

aula 12,
g _ f(Xi) —f(Xi_]) _

Ax Xi{ — Xi_1

NCY
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v

Figura 20.6.

para algum c; compreendido entre x;_; e X;. Assim,
n n
Y Asi=Y T+ (f(ci))? - Ax
i=1 i=1

Esta &€ uma soma integral de @(x) =+/1+ (f’(x))?, no intervalo [a,b], correspondente
a subdivisdo a = xg, X1, ..., Xn_1, Xn = b, com uma “escolha” de pontos intermediarios

C1, C2y ..., Cn. Veja definicdo de integral definida da aula 17.

Supondo f’(x) continua no intervalo [a,b], temos entdo que o comprimento da
curva y = f(x), a<x <b, é dado por

n b
-1 - 13 (e ))2 . — l 2
s _AliIEoZAS _Alglo; 1+ (f'(ci))? - Ax [a 1+ (f'(x))%dx

Figura 20.7. Ideia intuitiva para a deducdo do “elemento” de comprimento de arco ds a

ser integrado.

N y
ds

ax

xXv

A ideia intuitiva que da a integral para o comprimento de arco é ilustrada na
figura 20.7. Para um elemento infinitesimal de comprimento dx, corresponde uma va-
riacdo infinitesimal em y, dy. O elemento infinitesimal de comprimento de arco, ds,
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correspondente a variacdo dx, é dado pelo teorema de Pitagoras:

2
ds = /(@) + (ay)? - 1+(%) dx = /T+ (F/(x))2 dx

2
. X .
Exemplo 20.5. Calcular o comprimento da curva y = 5 para x no intervalo [0,xo],

sendo xo >0 um niamero real.

Solugdo. O comprimento pedido é igual a £ = [;°\/1+ (%{1)2 dx.
Como %;i =x, temos £ = [° /1 +x2 dx.

Fazendo a substituicdo trigonométrica x = tg0, 0 <0 < 7t/2, temos dx = sec? 6 do,

e também V1 +x2=+/1+1tg%>0 =secH, e entdo

(= [Oeo secOsec20doO = foe" sec® 0 dO, sendo 0, = arctgx,, ou seja, Oy € o nimero
real satisfazendo 0 < 0y < 71/2 e tg 0y = Xo.

Aplicando a férmula de reducdo 18.2, pagina 197 da Aula 18, obtemos
[ sec®0do = %secetge + %ln|sec6 +1g 0| + C, portanto

0
(= / *sec’0 do = %seceotg90+%1n(sec90+tg90)
0

1 1
=§xo\/1 +x(2)+§1n(xo+\/1 +xé)

20.5 Area de uma superficie de revolucao

Consideremos a curva y = f(x), grafico de uma fun¢do f continua, a qual assumiremos
que tem derivada f’ também continua, para a < x <b. Suponhamos f(x) > 0 para cada
x € [a,b].

Rotacionando-se essa curva em torno do eixo x, obtemos uma superficie de revo-
lugdo. Para o calculo de sua area, primeiramente particionamos o intervalo [a,b] em

a p
, através de pontos a = Xg, X1, ..., Xn-1,

N sub-intervalos de comprimento Ax =
n
Xn = b.
Tomando-se dois pontos dessa subdivisdo, x;_7 e X;, consideramos os pontos corres-
pondentes no grafico de f, Ai_y = (xi_1,f(xi_1)) e A; = (x4, f(xi)). Este procedimento
geométrico estd ilustrado na figura 20.6.

Quando rotacionamos a parte da curva do grafico de f, compreendida entre os
pontos A;_; e A;, em torno do eixo x, se Ax = x; — Xi_1 € suficientemente pequeno, a
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area da superficie obtida pode ser aproximada pela area da superficie obtida pela rotacio
do segmento A;_1A; em torno do eixo x. Isto esta ilustrado na figura 20.8.

Ao rotacionar o segmento A;_1A; em torno do eixo x, obtemos a superficie lateral

de um tronco de cone, de geratriz lateral As; = A;_1A;, sendo f(x;_1) e f(x;) os raios
da “base” e do “topo” do tronco de cone.

Figura 20.8. A superficie de revolugdo da curva y = f(x), com x;_1 < x < X;, em torno
do eixo x, é aproximada pela superficie lateral do tronco de cone entre os circulos de
raios f(xi-1) e f(x;), com segmento geratriz A;_1A;.

A, ——y=f(x)

Figura 20.9. Superficie lateral de um tronco de cone, de geratriz lateral £ e raios v e R
no topo e na base.

A area da superficie lateral de um tronco de cone, de geratriz lateral £ e raios r e
R no topo e na base (figura 20.9), é dada por 7t(r + R)Y.

Assim, rotacionando-se o segmento A; 1A, em torno do eixo X, a superficie de
revolucdo resultante tera area

AS; = i[f(xi1) + T(xq)] - As;
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e a area da superficie de revolugdo, da curva y = f(x), a <x < b, em torno do eixo x,
sendo aproximada pela soma Y- AS;, sera dada por

S = lim 5" AS;

Ax—0
Agora, como argumentado na se¢do anterior (confira),
AS;L = Ai_1Ai = 1+ [f’(Ci)]z Ax
para algum c; entre x;_7 e x;. Assim sendo,
ASi = ﬂ[f(Xi,]) + f(Xl)] . ASi

=7 f(xi1) + F(xi)] /1 +[f'(ci)]> Ax

~ 70 2f(c)\/ 1+ [f7(ci) > Ax (para Ax suficientemente pequeno)
pois, se Ax = x; — x;_7 € suficientemente pequeno, podemos considerar x;_; ~ i  X;.

S= A11111 Z AS;

x—0

_ 13 . I(r.)]2
= Al}gloZZﬂf(cl) 1+ [f"(ci)]2Ax

-/ * 2mf () /T (P2 dx

Assim, sendo f(x) > 0 continua e com derivada f’(x) continua, a area da superficie
de revolugdo obtida pela rotagdo da curva y = f(x), em torno do eixo x, para a <x < b,
é calculada pela integral

S=[P2mf(x)\/T+ (f(x))2dx

Exemplo 20.6. Na literatura do Calculo as vezes sdo encontradas as fungdes hiperbdli-
cas, a funcdo cosseno hiperbdélico e a funcio seno hiperbélico, definidas respectivamente
por

1
coshx = Z(eX +e™)
] X =X
senhx = z(e -e™)
Dentre as propriedades elementares destas funcées temos

(coshx)’ =senhx, (senhx)’=coshx

Calcular a &rea da superficie de revolucdo obtida pela rotacdo do grafico de
f(x) =coshx, —a<x<a (a>0), em torno do eixo x.
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- 1
Solugdo. Temos f'(x) = E(eX —e*)=senhx e

T+(f(x)* =1+ éll(eZX +e ™ -2)= éll(eZX +e 2 +2) = (f(x))?

Assim, a area S da superficie de revolugdo obtida pela rotagdo da curva y = f(x), em
torno do eixo x, para —a < x < a, é dada por

S:[a27rf(x) 1T+ (F(x)) dx

_ f "2 () (F(x)2 dx = f "2 (F(x))2 dx

a 2x -2x a
- ; y (e +e®+2) dx= g [% - ez +2x](1
7t | e2a e—2a 7| e 2a ea
5[7‘ ) *2“]‘5[7‘7‘2“]
= ; [e? - e +4a] =7(2a + senh 2a)

Observacio 20.1. O leitor poderad também deduzir facilmente os seguintes resultados,
que ser3o deixados como exercicios. Considere as funcées coshx e senhx definidas no
exemplo 20.6.

e A drea A sob o grafico de f(x) = coshx, e acima do eixo x, no intervalo 0 < x < q,
é dada por A = [ coshx dx = senha.

e O comprimento { da curvay = coshx, no intervalo 0 < x < a, é igual a { = senh a.

20.6 Centro de gravidade de uma regiao plana

Se temos, em um plano ou no espago n pontos Py, P;, ..., P,, tendo massas
my, My, ..., My, respectivamente, o centro de massa P, do sistema de n pontos,
é dado por
P my P+ mpPy+ -+ ma Py YL, myPy
= = n
My +Mmy + -+ My Yo My
ou seja, P = (X,y), sendo
n n
Zl—] miXi Zi:] mlyl

X

I
™
_‘:3
E

™

<1

I
™
13
3
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Consideremos uma regido plana, delimitada pelos graficos das funcdes continuas
y = f(x) ey = g(x), e pelas retas verticais x = a e x = b, sendo f(x) > g(x) para
a<x<b.

Olhando essa regido como uma placa plana, de espessura constante desprezivel,
suponhamos que ela possui densidade superficial (massa por unidade de area) & cons-
tante.

Particionando-se o intervalo [a, b] em intervalos de comprimento Ax = 22, através
dos pontos xo = a, X7, X2, ..., X, = b, aproximamos essa regido por uma reunido de
retangulos, como na figura 20.10, sendo cada retangulo de altura f(ci) — g(ci) e base
Ax, sendo ¢; o ponto médio do intervalo [x;_1,xi].

Figura 20.10. A regido plana é aproximada pela reunido dos varios retangulos de areas
AA;.

TY y = fix)

AA; =[flc) - glc;))] Ax
fie)+ ]

glc)t------- = v

Esse retangulo elementar tem area AA; = (f(ci)—g(ci))Ax, e seu centro de massa
f(ci) +9(ci)

3 ) sendo sua massa Am; dada por

é o ponto P; = (Ci,
Ami =0 AAI = 5(f(C1) - g(Ci))AX

O centro de massa da reunido de todos esses retangulos elementares coincide com
o centro de massa dos pontos P;, atribuindo-se a cada ponto a massa Am; do seu
retangulo correspondente.

Assim, uma aproximag¢do do centro de massa da regido plana considerada, a saber
o centro de massa P dos varios retangulos elementares, é dado por

p_ZAmM-Pr ¥8-AACP_5-(LAA-P) _RAAP
Y AM Y6-AAL 0 5-(TAA) Y AA
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sendo os somatdrios realizados vetorialmente, ou seja, nas duas coordenadas. Agora

temos
f(ci) + g(ci)
AA;-P; = AA; - (Ci) f)
= (f(ci) - g(ci))Ax - (Ci, M)
- (et (e - 9(eax, (1(e) - 9(c))- )+ o(es) )

1
- (extt(e - alean, 3 [(f(e0) - (g(e))?1ax)
Assim sendo, o centro de massa P da regido plana considerada, sera dado por

P = Jim P = lim 220 P
Ax—0 Ax—0 Y AA;

(1 B, BAE? - (500 o)
x50 Y (f(e) - g(cy))Ax ’Ax>0 Y (f(ci) - g(ci))Ax

Portanto, as duas coordenadas de P = (x,y), sdo dadas por

Jax(F) = g(x)) dx _ [i'x(f(x) - g(x)) dx

00 - 900) ax A
g - Jaal(0? = (90T dx _ [y 3(F()) = (9(9)) ) dx
L2 (F6) - g(x)) dx A

sendo A a area da regido plana.

Exemplo 20.7. Determinar o centro de massa de uma regido plana semicircular de raio
R.

Solugdo. A regido pode ser representada pela regido do plano Oxy delimitada pela
semicircunferéncia y = VR? — x? e pelo eixo x, com —-R < x <R.

Para calcular as integrais que definem do centro de massa P = (X, ), tomamos
f(x) =VR?=x%e g(x) =0.
A area da regido semicircular sera A = 7tR?/2.

Pelas férmulas estabelecidas na sec3o anterior, para obter as coordenadas do centro

de massa de regido semicircular de raio R, calculamos

/::x(f(x)—g(x))dx=[:vaz—xzdx=—%/;o\/L_Ldu:0
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pela mudanca de variavel u = RZ — x2.

[ 3L - gy ax= 3 [T -y ax- 3 (0 %)

(s R 1 . R3) 2R3
‘z(R_s)_z(_R+3 B

As coordenadas do centro de massa da ~y
regido serdo entdo
0

R U
x niR2/2 » U=

2R3 4
nR2/2  3m

sendo entdo o centro de massa o ponto
P (O) 3 ) -R

X v

20.7 Problemas

Areas de regides planas
1. Calcule a area delimitada pelas curvas y? = 9x e y = 3x. Resposta. 1/2.

2. Calcule a area delimitada pelas curvas xy = @?, x = a, x =2a (a > 0) e o eixo x.
Resposta. a?1n2.

3. Calcule a area delimitada pela curva y = x3, pelaretay = 8 e pelo eixo y. Resposta.
12.

4. Calcule a area total delimitada pelas curvas y = x3, y = 2x e y = x. Resposta. 3/2.

5. Calcule a area delimitada pela elipse >; + =1. Resposta. mab.

Sugestdo. A area é delimitada pelos graficos de fungdes y = ig\/ a? - x?, com
—a <x < a. Faca a substituicdo x = asent. Na integral resultante, use a férmula

de reducdo de poténcias cos? a = —”‘5352‘1_

6. Calcule a area delimitada pela curva fechada (hipocicléide) x?/3 + y?/3 = a?/3
(a>0). Resposta. 3ma’.
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Sugestdo. A area é delimitada pelos graficos

das fungdes y = +\/ (a3 —x2/3)3, com —a <

x < a. Faca a substituicdo x = asen3 0, com

X234 23 = g2

X

-m/2<0 <m/2.
Na integral resultante, use as férmulas de| -
« A ) 1+cos2a
reducdo de poténcias cos“a = —
, _1-cos2a
sen- a = — .

Valor médio de uma funcido continua

Determinar o valor médio da funcdo dada, no intervalo especificado.

1. f(x) =x3, a<x<b. Resposta. f = 1(a®+ab+ab?+bd).

2. f(x) = /X, a<x <b (0<a<b). Resposta 2orbsab)

3(Va+vb)

3. f(x) =cos?x, 0 <x <7/2. Resposta. 1/2.

Volumes de sélidos

Em cada problema, calcule o volume do sélido obtido por revolucdo, conforme descrito.

N

w

I

1

. A elipse

2
a?

yz

X
— 4 =

bZ

=1 gira em torno do eixo x. Resposta. %ﬂabz.

. O segmento de reta da origem (0,0) ao ponto (a,b) gira ao redor do eixo x,
obtendo-se assim um cone. Resposta. %nabz.

. A regido plana delimitada pela hipocicléide x/3 +y2/3 = a?/3 gira ao redor do eixo
x. Resposta. 32ma’/105.

. O arco de sendide y =senx, 0 < x <7, gira em torno do eixo x. Resposta. 7?/2.

. A regido delimitada pela parabola y? = 4x, pela reta x =4 e pelo eixo x, gira em
torno do eixo x. Resposta. 32.

Comprimentos de curvas

Calcule os comprimentos das curvas descritas abaixo.
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1.y= ﬁxyz, de x =0 a x =5a. Resposta. 335a/27.

2. y=Inx, de x = V3 ax=1V8. Resposta. 1 +%1n%.

3. y=1-1In(cosx), de x =0 a x = 7t/4. Resposta. In(\/2 +1).

Areas de superficies de revolucao

Em cada problema, calcule a area da superficie obtida por revolucdo da curva dada em
torno do eixo especificado.

1. yz =4ax, 0 < x < 3a, rotacionada em torno do eixo x. Resposta. %71(12.

2. y=2x,0<x<2,
(a) rotacionada em torno do eixo x  (b) rotacionada em torno do eixo y.

Respostas. (a) 8m/5  (b) 4m\/5.

3. y=senx, 0<x <, rotacionada em torno do eixo x.
Resposta. 2mt[v/2 +In(v/2 + 1)].

Centro de massa (ou de gravidade) de uma regiao plana

Determine as coordenadas do centro de gravidade da regido plana especificada.

1. Regido no primeiro quadrante, delimitada pela elipse %5 + v (x>0,y>0).

a b2~
Resposta. (X,7) = (32, ).

37 37
2. Area delimitada pela curva y =4 - % e o eixo x. Resposta.(x,y) = (0,8/5).

3. Area delimitada pela parabola y2 = ax e pela reta x = a. Resposta. (X,]) =

(3a/5,0).





