Topicos de Historia da Matematica

através de problemas

Joao C.V. Sampaio
Universidade Federal de Sao Carlos

Departamento de Matematica

Sao Carlos, 2025






Sumario

1 Aritmética e geometria do Egito antigo 3
1.1 A aritmética basica dos egipcios . . . . . . .. .. 3
1.2 Aritmética das fracdes no Egito antigo . . . . . . . . ... 6
1.3 Problemas de partilha e o algoritmo de Fibonacci . . . . . . . ... ... ... ... 7
1.4 Bits de geometria no Egito antigo . . . . . . . .. ..o 9
1.5 Equacdes do primeiro grau no papiro Rhind . . . . . . . . ... .00 11

2 Eventos da histéria da aritmética babilonica antiga 13
2.1 O sistema de numeracdo babilénico . . . . .. ..o 13
2.2 InvestigacGes da aritmética babilonica . . . . . . .. ..o 15
2.3 Raizes quadradas na aritmética babilonica . . . . .. .. .. ... 0L, 17
2.4 A surpreendente eficiéncia do método babilonico . . . . . .. ... 18
2.5 Ternos pitagéricos na matematica babilénica . . . . . .. .. ..o 18

3 Miscelania de eventos da histéria da geometria 23
3.1 A aurora da matematica dedutiva . . . . . . .. ... 23
3.2 Explorando a estrela de Pitdgoras . . . . . . . . ... ... L. 24

3.2.1 Recortes de estrelas pitagéricas, uma atividade experimental para todos os
NIVEIS . . . . o o 25
3.3 Apreciando Euclides, Os Elementos, Livro XIll, Proposicdo 10 . . . . . . . . . . .. 27
3.4 Construindo decagono e pentagono regulares, incritos na circunferéncia . . . . . . . 27
3.5 Incomensurabilidade entre o lado e a diagonal de um quadrado . . . . . . . .. .. 28
35.1 O "Teoremade Tales" . . . . . . . . . . . . .. ... ... 29
3.6 Eratdstenes de Cirene, Aristarco de Samos e Hipocrates de Quios . . . . . . . . .. 30

4 Miscelania adicional de eventos da histéria da geometria 33
4.1 Trigonometria das cordas, de Hiparco e Ptolomeu . . . . . . .. ... .. .. ... 33
4.2 Momentos da histéria das construcdes geométricas nao euclidianas . . . . . . . .. 35
4.3 Descartes e a algebrizacao dos problemas de construcoes geométricas . . . . . . . . 39
4.4 ConstrucGes geométricas impossiveis sdo reveladas . . . . . . .. ... .. .. ... 40

5 Eventos da historia das equacoes polinomiais 43
5.1 Equacdes do segundo grau, dos babilonios a al-Khwarizmi . . . . . .. .. ... .. 43
5.2 Bhaskara e poesia nas equacdes do segundo grau . . . . . . . ... ... L. 46

5.3 Equacdes do terceiro grau com Arquimedes e Omar Khayyam . . . . . . . . .. .. 46



SUMARIO

5.4
55
5.6
5.7
5.8
5.9

Os italianos propoem “férmulas” para equacdes do terceiro grau . . . . . . . . . .. 47
Deduzindo a férmula de Cardano . . . . . . . . . . ... 48
Euler e Descartes nos ensinam a buscar raizes racionais . . . . . . . .. . .. ... 49
O método trigonométrico de Francois Viete . . . . . . . . . . ... ... ... 50
Natureza das raizes da clbica conforme o sinal do discriminante . . . . . . . . . .. 51

Equacdes do quarto grau. Um discipulo ensina seu mestre . . . . . . . ... . ... 52



Apresentacao

Este livro nasceu como material de apoio a um curso de Histéria da Matematica nos mestrados
profissionais em Mateméatica, PROFMAT e PPGECE, da UFSCar. Seu propésito, porém, vai além:
mostrar que a histéria da matematica ndo é apenas um repositério de fatos, nomes e datas, mas
um terreno fértil para a resolucdo de problemas que continuam a instigar o pensamento até hoje.

A selecao de problemas reflete escolhas pessoais do autor, feitas a partir de leituras da literatura
consagrada sobre o tema, em parte citada nas referéncias. Nao se trata, portanto, de substituir
as obras ja existentes, mas de oferecer um caminho diferente: vivenciar a histéria por meio da
resolucdo de problemas. Muitos desses desafios ja foram trabalhados em aulas de Licenciatura
em Matematica e de mestrado profissional, e mostraram-se eficazes para despertar a curiosidade e
estimular a reflex3do.

O texto n3o segue rigidamente a cronologia dos acontecimentos. Ao contrario, busca permitir
que o leitor explore os problemas com os recursos de sua prépria formacdo, sem impor métodos
de resolucdo. Assim, cada questao é um convite a pensar, recriar e, sobretudo, experimentar a
matematica de outras épocas com os olhos de hoje.

E natural que o leitor encontre lacunas, temas ausentes ou trechos ainda inacabados. O foco
principal na escolha de temas e problemas é a matematica do ensino basico. Este é um projeto em
construcdo, aberto a revisdes e ampliacdes. O autor agradece sugestdes, criticas e apontamentos,
que podem ser enviados ao e-mail sampaio@ufscar.br.

Que estas paginas sejam, acima de tudo, um convite: apreciar a matematica como criacao
cultural, fruto da imaginacao e da engenhosidade humanas, e redescobrir no passado problemas que
ainda tém o poder de nos ensinar e encantar.
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Aritmética e geometria do Egito antigo

Neste capitulo exploramos a aritmética e a geometria desenvolvidas no Egito Antigo, principalmente
por volta do século XVI a.C., por meio de uma selecdo de temas e problemas escolhidos para revelar
ao leitor a beleza dessa tradicdo matematica. Os registros que chegaram até nés sdo escassos e
encontram-se preservados em raros papiros, dos quais se destacam o Papiro Ahmes (ou Papiro Rhind)
e o Papiro de Moscou, que constituem as principais fontes utilizadas na escolha dos problemas aqui
apresentados.

1.1 A aritmética basica dos egipcios

Primeiros bits de Historia

Os antigos egipcios, do segundo milénio a.C., usavam um sistema de numeracdo de base dez,
porém nao posicional, mas simplesmente aditivo. Adiante isto é explicado melhor. Os numerais
egipcios para representar nimeros naturais, em escrita hieroglifica, eram os seguintes.

I (um), n (dez), @ (cem), 1 (mil), D (dez mil), 3 (cem mil), e (milh&o)
No sistema aditivo egipcio, para escrever o nlimero 3437568, usando hierdglifos, os egipcios
Y NS WSIITITITIT e ann

A escrita hieroglifica era usada para inscrices em murais.
Nos papiros egipcios, a0 menos nos papiros conhecidos que tratam de matematica, era em-

escreviam:

pregada uma escrita diferente, uma escrita cursiva, chamada escrita hieratica.

Repare que é bem simples fazer adicGes no sistema egipcio. No processo de adicdo, 10 nimeros

| s3o trocados por N, 10 ndmeros n s3o trocados por €, e 10 € s3o trocados por i e assim

por diante.

. CRCnnn il @RCANN I i
Por exemplo, ao realizarmos a soma de ¢ee ,nn 11| € @@ nnn i © Mesultado serd CRCANNIIII




ARITMETICA E GEOMETRIA DO EGITO ANTIGO

O Papiro Rhind ou Papiro Ahmes

O Papiro Rhind é um dos mais importantes registros da matematica egipcia antiga. Copiado por
um escriba chamado Ahmes, em torno de 1650 a.C., contém algoritmos para resolver problemas
de aritmética envolvendo fracdes, multiplicacdes, divisdes, bem como problemas de geometria
elementar e de matematica recreativa. O método de multiplicacdo por duplicacbes sucessivas,
que veremos a seguir, é notavelmente eficiente e lembra, em esséncia, o funcionamento do

N

sistema binario usado pelos computadores modernos.

Multiplicacao egipcia por duplicacoes

Para calcular 13 x 70, o Papiro Rhind (~1650 a.C.), ou Papiro Ahmes, s 170
nos ensina um algoritmo que faz uso apenas de multiplicacdes por 2. 2 140
O algoritmo consiste em montar duas colunas, uma encabecada pelo s 4 280
numero 1, e a outra encabecada pelo nimero 70, o multiplicando. Os s 8 560
nlimeros iniciais sdao dobrados e seus dobros sdo colocados abaixo dos %
nimeros iniciais.

Acompanhe esta explicacdo observando o exemplo no destaque acima. Prosseguimos dobrando
cada resultado subsequente, mas somente enquanto os multiplos da unidade n3o ultrapassem 13
(o multiplicador). Demarcamos com uma marca de selecdo v as linhas dos multiplos da unidade
que tenham soma igual a 13, e finalmente somamos os miiltiplos de 70 das linhas demarcadas.
Veja o exemplo no destaque. Isto nos dard 13 x 70 = 70 + 280 4 560 = 210.

O algoritmo egipcio é eficaz neste exemplo pois 13 =144 + 8, e entdo

Bx70=(14+4+8) x70=1x70+4x70+8 x 70 =70 + 280 + 560.

1. Calcule 23 x 68 (sendo 23 o multiplicador) e depois 68 x 23 (sendo 68 o multiplicador) a
maneira egipcia. Qual das duas multiplicacées vocé achou mais simples. Por qué?

Multiplicacao camponesa russa

O método conhecido como multiplicacdo camponesa russa, apre- r 70 13 v
sentado por David Burton em The History of Mathematics, é uma 140 6
variacdo engenhosa do método egipcio de multiplicacdo, também 280 3 V
chamado de método da duplicacdo e divisdo por dois (ou, em 560 1 V
termos antigos, de duplacdo e mediacdo). 210
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Multiplicacdo camponesa russa (continuacao)

No exemplo no destaque do ultimo quadro da pagina anterior, calculamos novamente
13 x 70. Em geral, o método consiste em montar duas colunas, a primeira encabecada
pelo multiplicando e a segunda pelo multiplicador. As entradas da primeira coluna sao
sucessivamente dobradas, enquanto as correspondentes da segunda coluna s3o sucessiva-
mente divididas por 2 (subtraindo-se 1 primeiramente, se o nimero for impar).

Finalmente, as entradas na primeira coluna, ao lado de entradas impares da segunda coluna
(as demarcadas), sdo somadas. Grosso modo, o método funciona porque as entradas
impares na segunda coluna correspondem a 1's na expressdo em base 2 do multiplicador.

2. (a) Calcule 23 x 68 e depois 68 x 23, pelo método camponés russo.

(b) Explique por que o método funciona.

Divisdo euclidiana (com quociente e resto)

No exemplo destacado, fazemos a divisdo euclidiana (com obtenco de quociente e resto)
de 184 por 17, a maneira egipcia.

O algoritmo de duplicacdes sucessivas é o mesmo empregado na multi- 17 1
plicacdo egipcia. Mas agora o foco é selecionar os miltiplos de 17 que 4 2 v
tem soma maior possivel, porém menor que ou igual a 184. Temos 68 4
34 4+ 136 = 170 é a soma procurada, correspondendo aos multiplos 136 8 V
2 e 8 da unidade. Acompanhe pelo diagrama ao lado. 174 10

Como 34 e 136 foram selecionados? Iniciando com 17 (o divisor) e o nimero 1, e aplicando
duplicacoes sucessivas, um egipcio terminaria o algoritmo de duplicacGes sucessivas em
136 porque seu dobro, 272, é maior que 184.

Em seguida, calcularia 184 — 136, obtendo 48. Por inspecdo, verificaria que o maior
nimero, na coluna a esquerda, que “cabe” em 48, é 34.

Prosseguindo, calcularia 48 — 34 = 14. Como 14 é menor que 17, o algoritmo termina.
Tendo marcado as linhas dos miltiplos de 17 escolhidos, 136 e 34, a soma dos multiplos
da unidade correspondentes é 2+ 8 = 10, o quociente da divisdo, deixando resto 14, isto
é, 184 =170+14=17-10+ 14.

A quest3o que os egipcios respondiam, com esse algoritmo, é: Quantas vezes 17 cabe em
184 7 Dai o procedimento de considerar miltiplos de 17 e subtrai-los de 184.

No préximo capitulo, veremos divisdes “exatas” a moda egipcia, que fazem uso de fracdes
unitarias, ou seja, fracdes da forma 1/n, com n > 2 inteiro.

3. Faca as divisoes euclidianas 226 <+ 23 e 238 +~ 19, a maneira egipcia.
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1.2 Aritmética das fracoes no Egito antigo

Representacao hieroglifica de fracoes

Uma outra novidade aritmética que o Papiro Rhind nos traz é que, exceto pela fracdo 2/3, os
egipcios representavam fracdes préprias como justaposicdes (dispostas lado a lado, significando
soma) de fracBes unitarias distintas.

o 1
FracOes unitéarias sdo fracoes da forma —, com n > 2.
n
e - . 4
Por exemplo, egipcios nao tinham uma representacdo da fracdo 5

4
Uma representacao de 5 teria que ser como soma de fraces unitarias distintas, tal como

4 1 n 1 n 1
5 2 5 10
. 1 1 1 ) . . .
As representacdes de 75 e 70 em escrita hieroglifica, eram, respectivamente,
- g -
I 111 € N

Podemos ver que o simbolo < (um olho), colocado sobre um inteiro, representava uma fragdo
unitaria tendo esse inteiro como denominador.

. . o < <=
A fracao = era entdo representada na forma o A

. 4 111

E como se nés escrevéssemos 5 =5 5 70" justapondo lado a lado as fracGes cuja soma é 5
4

Nos dias de hoje, ainda é notacdo habitual escrevermos, por exemplo, 3 5 (fracdo mista) com o

~

4
significado de 3 + 5

1 = 1
Outros exemplos de escritas de fracdes s3do: [% = e ] [m = ? ]

1
A fracio — também era representada por| —
o] pesentada p

2
A fracao 3 era representada por um hieréglifo parecido com o simbolo

4. No Papiro Rhind, o escriba Ahmes se ocupa de construir uma tadbua de decomposicoes de
fracdes da forma 2/n, n impar, n > 3, como soma de duas fra¢Ges unitarias distintas.

Mostre que se n > 3 é impar, entdo a igualdade seguinte nos da 2/n como soma de duas
fracOes unitarias distintas.

2 1 1

n T mEn2  nmt1)2
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O escriba Ahmes pode n3o ter tido ciéncia dessa igualdade.

Utilizando-a, decomponha, como soma de duas fracGes unitérias distintas, cada uma das
fracdes 2/5, 2/7 ¢ 2/9.

Escreva também as solucdes na forma hieroglifica.

5. Expresse 13/14 como uma soma de fracGes unitarias distintas.

Sugestdo: Faca primeiramente 13 = 1+ 4 + 8. Empregue ent3ao, um nimero finito de vezes,
a igualdade do problema 4.

6. Expresse todas as fracGes préprias, com denominador 11, a maneira egipcia.

Sugestdo: A decomposicdo de % como soma de fracOes unitarias é obtida aplicando-se a
féormula do problema 4. Para fracdes de numeradores maiores, podemos fazer uso de igualdades
3 1 2 5

i _ 1.2 4_59.2 5 _1_,34 e
taiscomo 3 =57+, 77 = 2 T T =77 T 77 €tc. Use sua criatividade.

1.3 Problemas de partilha e o algoritmo de Fibonacci

O algoritmo ganancioso de Fibonacci-Sylvester

Em 1880, James Joseph Sylvester (1814-1897) demonstrou que

toda fracdo ordinaria %, isto é, com a e b inteiros positivos a < b, pode ser
escrita como soma de um numero finito de fracées unitarias distintas entre si.

Nos préximos itens, exploraremos o teorema de Sylvester, seguindo os passos sugeridos a
seguir. Note que esta demonstracdo do Teorema de Sylvester é construtiva, no sentido de
que ela nos fornece um algoritmo para decompor qualquer fracdo propria como soma de
fracoes unitarias distintas. Este algoritmo, conhecido como algoritmo ganancioso, ja era
conhecido por Fibonacci, que o explicou em seu Liber Abaci (1202).

7. (i) Supondo que a > 2, tome a maior fracdo unitéria :—L que “cabe” em 3, isto €, tal que
a

1 a 1 1 _a .= : : 1 a 1
oy < b < ol Se L — p Nao precisamos prosseguir. Suponhamos n < b < -

a_1+<a 1)_1+an—b
b n b n/ n nb

Mostre que an — b < a. Isto quer dizer que, concluido este passo, nos deparamos com

Faca entado

uma nova fracdo, “:;b, com um numerador menor que o da fracdo inicial %.
(i) Mostre que a maior fracdo unitaria que “cabe” em %gb é menor que Tll mostrando que
an—b 1
< —-.
nb n

(iii) Use os resultados dos dois itens anteriores para fazer uma demonstracdo do Teorema de
Sylvester por inducdo sobre a.
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Problemas de partilha do Papiro Rhind

O Papiro Rhind (ou Papiro Ahmes, Ahmes sendo o nome de seu escriba) é uma espécie de
manual instrucional de matematica basica dos egipcios. Chama a atencdo, nos primeiros
problemas propostos e resolvidos do papiro, o modo como os egipcios resolviam problemas
de partilha de um certo niimero de paes para um certo nimero de pessoas.

Por exemplo, para dividir 4 paes para 5 pessoas, nos tempos atuais nés diremos que cabe,
a cada uma, 4/5 de um p3o, e isto implica, de certa forma, em “cortar” todos os paes
em 5 partes e distribuir 4 partes a cada pessoa. Mesmo que n3o cortemos todos os paes
em 5 partes, algumas pessoas receberao paes quase inteiros e outras irdo receber pedacos
menores. Como os egipcios faziam para resolver este problema? A resposta é encontrada
nos primeiros problemas do Papiro Rhind.

Por um método que chamaremos de divisdo humanitaria, primeiramente eles cortariam os
4 p3es ao meio e distribuiriam 1/2 p3o a cada pessoa (1° diagrama abaixo). Depois, tendo
restado 3 metades, eles as dividiriam ao meio e distribuiriam cinco metades de metades, ou
seja 1/4 de p3o a cada pessoa (2° diagrama). Finalmente, o quarto de p3o restante seria
dividido em 5 fatias, cabendo portanto mais 1/20 de p3o a cada pessoa (3° diagrama).

Isso nos da finalmente % = % + J—l + 21—0, ou seja, a cada uma caberia — TIT :: de pao.

- v rr 7 |

N e Y s N I 1111

(a) Escreva a fracdo % como soma de fracdes unitdrias distintas, usando o procedimento
de dividir 5 paes para 7 homens, pelo método de “divisao humanitaria” egipcio. Faca
desenhos para raciocinar.

(b) Escreva a fracdo ; como soma de fracGes unitérias distintas, usando o algoritmo de

Sylvester, descrito no problema 7.

(c) Verifique que, ao dividir 5 p3es para 7 homens, pelo método de “divisdo humanitéria”
egipcio, item a, decompomos a fracao ; como soma de fracOes unitérias distintas, de
maneira diferente daquela obtida no item b.

(d) O escriba, ao dividir 5 pdes para 7 homens, optou por utilizar inicialmente a fracdo
egipcia 7. Como fica agora a divisao de 5 paes para 7 homens?

(a) Mostre que 2/9 se escreve, como soma de duas fracdes unitarias distintas, de pelos
menos duas maneiras diferentes.

(b) Mostre que 2/15 se escreve, como soma duas fracdes unitérias distintas, de pelo menos
trés maneiras diferentes.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

2 1 1
(a) Mostre que sendo n > 3 um inteiro impar, — = — + 5 com a e b inteiros positivos,
n a

se e somente se (2a —n)(2b —n) =n’.

(b) Mostre que se n > 3 é primo, 2/n se escreve como soma de duas fracdes unitrias
distintas de maneira unica.

Sugestdo: Use o resultado do item a e o fato de que cada inteiro positivo ou é primo ou
se escreve como produto de primos positivos de uma (nica maneira (a menos da ordem
dos fatores).

Mostre que 2/45 se decompde de 7 maneiras diferentes como soma de duas fracdes unita-
rias distintas e determine essas decomposicdes. Sugestdo: Use o resultado do problema 10,
item a.

Mostre que se 1 > 3 é um inteiro impar, o nimero de maneiras de se escrever 2/n como soma

dn?) —1
de duas fracoes unitérias distintas é igual a % sendo d(n?) o nimero de divisores

positivos de n’.

Sugestdo: Use o resultado do problema 10, item a.
Mostre que

(a) % + % + ]7 é a maior fracdo prépria que se escreve como soma de trés fracdes unita-
rias distintas. Sugestdo: Qual seria a menor soma de trés fracGes unitarias distintas
imediatamente maior que esta?

(b) % + % + 17 + 4l3 é a maior fracdo prépria que se escreve como soma de quatro fracdes
unitarias distintas.

1,1 .,.1 1 14 . = - . -
(c) 3 T3t 51331 7507 € @ maior fracdo prépria que se escreve como soma de cinco fracdes
unitarias distintas.

(d) Percebeu algum padrdo na formac3o das fraces dos itens anteriores? Conjecture qual
seria a maior fracao prépria que se escreve como soma de seis fracoes unitarias distintas.
Mostre que sua afirmacdo é verdadeira.

Escreva o niimero 1 como soma de exatamente

(a) 3 fracBes unitérias distintas;

(b) 4 fracdes unitérias distintas.

1.4 Bits de geometria no Egito antigo

O problema 50 do papiro Ahmes (ou papiro Rhind) constitui-se no calculo da area de um
circulo.

g \?2
Segundo o escriba, ela é dada por (§ d> , sendo d o diametro do circulo.
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16.

17.

Qual seria a aproximacdo de T, obtida segundo essa férmula e a
férmula atualmente conhecida para a area do circulo?

Deduza a aproximacao egipcia da area do circulo, inscrevendo o
circulo em um quadrado de lado d, trisseccionando cada lado do

quadrado em trés partes iguais, e entdo aproximando a area do

circulo pela area do octégono mostrado no diagrama ao lado.

"2 |
K€ d 7

O problema 14 do Papiro Matematico de Moscou propde (e resolve) o célculo do volume de
um tronco de piramide. Grosso modo, um tronco de piramide é o sélido que resta de uma
piramide quando uma piramide semelhante é cortada de seu topo. Mais precisamente, um
tronco de uma pirdmide (sélida) pode ser definido como uma parte da pirdmide compreendida
entre sua base e um plano paralelo a base, de modo que a distancia da base ao plano seja
menor que a altura da piramide. Tal distancia é a altura do tronco.

Se o tronco de pirdmide resultante tem uma base quadrada
de lado a, e um topo quadrado de lado b, e se sua altura é
h, entdo, como perceberam os egipcios antigos, o volume do
tronco de piramide é

h(a? + ab + b?)
3

Repare que se b = 0, obtemos a férmula para o volume de
uma pirdmide de base quadrada: a’h/3.

Usando o fato de que o volume de uma piramide de altura h é dado por % X base X altura,
mostre que a férmula egipcia para o volume do tronco de piramide esta correta.

Howard Eves diz, em seu Introducdo a Histéria da Matematica,
que um papiro egipcio, posterior ao papiro Rhind, emprega uma
formula inexata para o calculo da area K de um quadrilatero
convexo de lados consecutivos a,b,c e d. A férmula dada pelo

papiro é:
a+c b+d

2 2
Neste exercicio, veremos que esta férmula determina um valor

K =

maior que a area do quadrilatero, quando este ndo é um retan-
gulo.

(a) Mostre que, o tridngulo de lados a e b, sendo 6 o dngulo entre eles, tem sua drea T
dada por T = % absen 0.

(b) Fazendo uso da férmula para a drea de um tridngulo, dada no item anterior, deduza uma
expressdo para a area de um quadrildtero convexo, em funcdo dos quatro lados e seus
quatro angulos internos. Sugestdo: Subdivida o quadrilatero em dois tridngulos, de duas
maneiras diferentes.

(c) Mostre que a drea A de um quadrilatero convexo, de lados consecutivos a,b,c e d,

b+d
satisfaz A < K = a;—c.%.




EQUACOES DO PRIMEIRO GRAU NO PAPIRO RHIND 11

18.

19.

0 0 = 90° 0

(d) Mostre que A = K se, e somente se o quadrilatero é um retangulo.

1.5 Equacdes do primeiro grau no papiro Rhind

No Papiro Rhind, encontramos as primeiras equacdes do primeiro grau, na forma de problemas
“aha”. Aha significava quantidade. Como exemplo desse tipo de problema temos o seguinte.

(Problema 24) Uma quantidade e seu sétimo, somadas juntas, ddo 19. Qual é a quantidade?

Em linguagem moderna, o problema traduz-se em uma equacdo: x + 5 = 19. Para resolver
problemas desse tipo, o escriba Ahmes do papiro Rhind empregava o método da falsa posicao,
procedendo da seguinte maneira.

Escolhemos, ao acaso, uma quantidade inteira divisivel por 7, digamos 7. Um sétimo de 7
é igual a 1. Somando 7 a ]7 de 7 obtemos 8. O escriba entdo buscava a solucdo como se
resolvesse uma regra de trés simples:

quantidade resultado
7 8
X 19

ou seja, a quantidade procurada é x =7 - 19 = 8, que nos da, em egipcio, x = 16 + % + 15

Na verdade, as equacGes do primeiro grau propostas no Papiro Rhind reduzem-se todas a
problemas de proporcionalidade, ou seja, a equacdes do tipo ax = b, com a e b reais, a # 0.
Mostre que o método usado pelo escriba nos da a solucdo correta.

Resolva os seguintes problemas aha do papiro Rhind pelo método da falsa posicao.

(a) (Problema 25) Uma quantidade e sua metade, somadas juntas, resultam 16. Qual é a
quantidade?

(b) (Problema 26) Uma quantidade e 2/3 dela sdo somadas. Subtraindo-se, desta soma,
1/3 dela, restam 10. Qual é a quantidade?
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Eventos da historia da aritmética
babilonica antiga

2.1 O sistema de numeracao babilonico

Neste capitulo exploramos o formidavel sistema de numeracdo sexagesimal babil6nico desenvolvido
na antiga Mesopotamia, no periodo do século XVI a.C. ao século Il a.C. Os registros que chegaram
até nds sdo escassos e encontram-se preservados em tabletes de argila descobertos principalmente
em escavacoes arqueoldgicas na regido da antiga Mesopotamia — o atual Iraque, além de partes da
Siria e do Ird. A maior parte dos tabletes esta espalhada em museus e bibliotecas do mundo.

Numeracao no antigo lraque

O que chamamos de matematica babilonica ou mesopotdmica é a matematica desenvolvida na
regido geografica do atual Iraque, pelos povos que a habitaram entre o terceiro e o primeiro
milénio a.C., a saber sumérios, babilnios, e assirios. Mesopotamia quer dizer “terra entre rios”,
a saber entre os rios Tigre e Eufrates. Babilonia também é o nome da capital do império
babilonico, que teve seu apogeu com Nabucodonosor, por volta de 575 a.C.

Como sistema numérico, os babildnios (cidaddos da Mesopotamia) desenvolveram, através dos
séculos, um sistema posicional sexagesimal incompleto. Noés adotamos um sistema posicional
decimal, no qual usamos os dez digitos de 0 a 9. Os babil6nios representavam seus niimeros na
base 60, e seus “digitos” eram os inteiros de 1 a 59, ndo havendo representacdo para o digito
zero (introduzido apenas no século Il a.C.).

Para escrever seus digitos, os babilonios usavam dois numerais da sua escrita cuneiforme, a
saber, T representando 1, e 4 representando 10.

No sistema posicional babilonico, escrevia-se, por exemplo, ﬁTTT para representar 43, % para
representar 50, e ﬁ‘(ﬁ para representar 59. Toda a escrita babil6nica era feita em tabletes de
argila. Tabletes de argila produzidos entre 2000 e 1600 a.C. é que nos revelam o uso do sistema
de representacdo numérica que acabamos de descrever.

13
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Escrevendo niimeros naturais no sistema babilonico

Quando o escriba babilénico escrevia “g #TTT 4L gle estava representando o nlmero

‘(g X 60% + 2| 60 + 30, ou seja, 63210 (confira).
Veja agora alguns outros exemplos de representacées de nimeros em babil6nico e seus corres-
pondentes no nosso sistema decimal.

T#les T AT [132 <« |12
<70 «F 4¥ \ 1547 < T | 602
T« | 156 T oo
T« 7236 T | 3600

1. Confira a conversao de cada um dos niimeros babilénicos da introducdo acima, para o nosso

sistema decimal. Por exemplo, «F ﬁ% = 2560+ 47 = 1547. Traduza também, para o
sistema decimal, os seguintes nimeros:

(a) ¥ 4¥ (b) T A% “¥ (c) 4«% ﬁﬁ Tl Respostas: (a) 345 (b) 8325 (c)
139743.

2. Vamos adotar uma representacdo de nimeros babilonicos usando algarismos do sistema deci-
mal, escrevendo os “digitos” de 0 a 59 tal como fazemos habitualmente, e separando os digitos
por “;" (ponto e virgula). Esta convencdo é adotada por Tatiana Roque e Jodo Bosco Pitom-
beira em Tdpicos de Histéria da Matematica, colecdo PROFMAT. Aqui vao alguns exemplos,
com respectivas conversGes para o sistema decimal. Com uma calculadora, se necessario,
verifique a validade da igualdade apresentada em cada exemplo.

(a) “F #¥ _ 2547 -25.60+47=1547 (b) | <F—1,15=75
() T “«¥ %1 «—=1.24;51;10 = 305470  (d) <WF % = 16,53 = 1013
(e) &¥ W 4 — 44,2640 = 160000 ) T % =1,40 =100

3.  Os babilonios também usavam uma representacdo posicional para nimeros fracionarios. O
problema é que eles ndo tinham um ponto ou virgula, separando a parte inteira da fracionaria.
Os nimeros tinham que ser interpretados dentro do contexto do problema em que apareciam.
Ainda seguindo a convencdo de Roque e Pitombeira, vamos usar uma virgula, como fazemos
no sistema decimal, para separar a parte inteira da parte fracionaria de um nimero real, quando

representado no sistema sexagesimal. Por exemplo, denotaremos
4 12 12 36
13;22,4,12 =13 - 60 + 22 + — + — (= 802,07 0,12,36 = —+ —
) yhH + +6O+602( ) )e ) ) 60+602

Com base nos exemplos apresentados, converta para o sistema decimal os seguintes niimeros

(=0,21).

babildnicos, dados em nossa representacdo sexagesimal moderna. Use uma calculadora para
agilizar os calculos.

(a) 0,49:57 (b) 12:22,15;54 (c) 0,40;6  (d) 4:48,48;0;0:36
Respostas: (a) 0,8325 (b) 742,265 (c) 0,668333... (d) 288,800002777 ...



INVESTIGACOES DA ARITMETICA BABILONICA 15

2.2 Investigacoes da aritmética babilonica

. - . . -~ a ~
4. Demonstre que, sendo a e b inteiros positivos, primos entre si, a fracdo B tem representacao

decimal finita se e somente se b = 2" - 5%, com 1 e s expoentes inteiros ndo negativos.

a - a C N .
Sugestao: 5 tem representacdo decimal finita quando 5= Ton para algum inteiro positivo
c e algum inteiro n.

. .. . . , . a
5. Demonstre que, sendo a e b inteiros positivos, primos entre si, 0 numero racional B tem

representacdo sexagesimal finita se e somente se b = 2" - 3°-5' com 1, s e t expoentes
inteiros nao negativos.

6. As operacoes elementares de adicdo, subtracdo e multiplicacdo, entre nlimeros sexagesimais,
s3o realizadas de modo andlogo ao que é feito no nosso sistema decimal. E importante
observar que, enquanto no sistema decimal, 10 unidades significam uma dezena, 10 dezenas
uma centena, 10 centenas um milhar, etc., no sistema sexagesimal, 60 unidades formam
uma “sextena”, 60 “sextenas” formam uma unidade do préximo grupo, e assim por diante.
Além disso, as mesmas operacoes, realizadas entre nimeros sexagesimais fracionarios, seguem
algoritmos analogos aos usados para nimeros decimais fracionarios. Por exemplo, para somar,
com lapis e papel, dois nimeros decimais fracionarios, primeiro tratamos de posiciona-los um
acima do outro, alinhando as virgulas, e 0 mesmo pode ser feito no sistema sexagesimal.

Com base nas analogias supracitadas, realize as seguintes operacoes, sem transformar os
nimeros sexagesimais em decimais.

(a) 1,30,27;50 + 29,38;13  (b) 2;30,4;38 —40,5;15 (c) 11;32 x 25
(d) 37;28 x 19 (e) 48;32 x 3,2
Respostas: (a) 2;0,6;3 (b) 1;49,59;23 (c) 4,48;20 (d) 11;51;52 (e) 2;27;13,4.

7. Para realizar uma divisao de a por b, os babilonios multiplicavam a pelo inverso de b, calcu-
lando este previamente. Os babilonios faziam uso de tabuas de inversos de niimeros inteiros.
Se o inverso de b nao tivesse uma representacao sexagesimal finita, os babilonios usariam uma
aproximac3o, jamais fazendo representacdes com dizimas periédicas (que seriam, em termos
inventados aqui, sexagésimas periédicas), como nés aprendemos a fazer. Dizimas periddicas,
no sistema decimal, tem sua origem histérica no século 16, com Simon Stevin (La Disme).

Calcule o inverso babil6nico de 45 e em seguida calcule (por multiplicagdo babilénica) 30 +-45.
Respostas: 0,1;20 e 0,40.

8. Seja um babildnio moderno e represente 1 na forma sexagesimal babilonica, usando uma

dizima periédica (o mais correto seria dizer uma sexagésima periddica!). Faca a longa divisdo
de 5 por 42 na “chave”, raciocinando com os n’'umeros no sistema sexagesimal.

Resposta: 0,7;8;34,17,8;34;17;...=0,7;8,34;17.

9. Considere todas as fracoes proprias positivas a/b, a e b inteiros positivos primos entre si,
a < b < n, sendon > 3 um inteiro positivo (fixado) qualquer. Explique porqué, neste
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10.

11.

12.

13.

conjunto de fracoes, ocorrerdo mais dizimas periddicas no sistema decimal do que no sistema
sexagesimal.

Passe para a representacdo sexagesimal os seguintes inteiros dados na forma decimal. Use
o algoritmo de divisdes sucessivas por 60. Use uma calculadora para agilizar os calculos.
Pense sobre como vocé pode realizar divisdes de inteiros (com quociente e resto) usando uma
calculadora.

(a) 425 (b) 8268 (c) 78259 (d) 458253 (e) 201658  (f) 1582421
Respostas: (a) 7;5 (b) 2;17;48 (c) 21;44;19 (d) 2;7;17;33 (e) 56;0;58 (f) 7;19;33;41

Mostre que se um nimero racional positivo tem representacao decimal finita, entdo também
terd representacdo sexagesimal finita. Sugestdo: Veja a sugestdo dada no problema 4.

Sendo ¢ um ndmero real positivo, vamos denotar por [c] a parte inteira de c. Por exemplo,
2,31] = 2, [n] = 3, [1/2] =0, [4] = 4. Suponhamos que a é um ndmero racional, com
0 < a < 1, tendo representacdo decimal finita. Sua representacdo sexagesimal (finita)
terd a forma a = 0,a;;a,;a3;...;a,, sendo aj,az,...,a, os “digitos” empregados na
~ . . ay a; as n

representacdo sexagesimal de a. Isto signifcaquea=—+ — 4+ — +---+ —.

P ' 8 gniea 4 60 602 | 603 60"
Mostre que
(i) [60-a] = ay
(i) [60-(60-a—a)] =a;

(i) [60-(60-(60-a—a;)—a))]l =a;3

O caélculo dos demais digitos prossegue analogamente. Escreva a expressdo que nos dard o
digito ay.

Use o algoritmo descrito no problema 12 para escrever os seguintes nimeros no sistema
sexagesimal.

(a) 0,125 (b) 0,9009 (c) 0,9386 (d) 0,111111
Respostas: (a) 0,7;30 (b) 0,54;3;14;24 (c) 0,56;18;57;36 (d) 0,6;39;59;58;33;36
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2.3 Raizes quadradas na aritmética babil6nica

14.
Um tablete babildnico descoberto em 1912, datado de apro-

ximadamente 1700 a.C., o tablete 7289 da Yale Babylonian
Collection, conhecido como tablete YBC 7289, mostra a mais
antiga aproximacio de v/2 registrada na histéria. O tablete
tem formato quase circular com aproximadamente 7cm de
diametro. Nele sao mostrados um quadrado e suas duas di-
agonais. Em um lado do quadrado Ié-se o nimero 30. Em
uma diagonal, lé-se o nimero 1;24;51;10, e abaixo deste
leé-se 42;25;35. Confira na ilustracdo ao lado. Na verdade,
conforme interpretado mais tarde, os nimeros inscritos na
diagonal sdo 1,24;51;10 e 0,42, 25; 35, respectivamente.

(a) Faca uso de uma calculadora para verificar que
1,24;51;10 é uma aproximacao de V2, sendo o erro
dessa aproximac3o menor que 107°.

(b) Verifique também que 30 x 1,24;51;10 = 42, 25; 35.
(c) Ha historiadores que interpretam a inscricio “< ao lado
do quadrado, como sendo 1/2.

Verifique que 1 x 1,24;51;10 = 0,42;25;35, podendo
ser este o nimero que esta representado no tablete.

15.  Os babilnios tinham um algoritmo de aproximacdes sucessivas para calcular raizes quadradas.
Sendo a um inteiro positivo, v/a & xg (xo € uma primeira aproximac3o).
Buscando uma aproximacido melhor, v/a = xo + h = x;
a = (xo + h)? = x3 + 2xoh + h?

Buscando uma boa aproximaco para h, desprezamos h? e obtemos a ~ x5 + 2xoh

e )

2xoh =~ a —x3 va
2
a—x
h ~ 0
ZXO
Obtemos entdo uma segunda aproximac3o para \/a. Xo
2
—X
ax~x;=%xy+h=xy+ 0
ZXO
2
xXs+a 1 a
0 X
X1 = == | X0+ — 0 h
ZXQ 2 X0

h

\ J

Em linguagem moderna, o algoritmo de obtences de aproximacdes de raizes quadradas se

resume a calcular os termos de uma sequéncia x1, X2, X3, ..., que Se aproximam mais € mais
de y/a, sendo a um niimero racional positivo dado.
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16.

17.

18.

Como aproximacao inicial, tomamos um inteiro x, > 0. A sequéncia de aproximacoes é entao

definida por:
_XO—F% _X1+x£1 _Xz‘f—%

X1 = > ) X2 = > ) X3 = > )

etc.

3

Calcule as quatro primeiras aproximacoes de V2, ou seja, Xo, X1, X2, X3, tomando xo = 1,5 = 3

(ou seja, xg = 1,304), usando o método iterativo babilénico descrito no problema 15.

Primeiramente escreva-as na forma fracionaria (fracdo de dois inteiros) e ao final use uma
calculadora para calcular as aproximacdes x1, X7, X3, na forma decimal.

Converta cada fracdo obtida a uma aproximacao na forma sexagesimal. Com o uso de uma
(boa) calculadora, verifique que |x; — V2| <1075 e x3 — V2| < 107",

3 17
Resposta: xy = 7= (1,5)70 = (1,30)60, X1 = 7= (1,41666...)10 = (1,25)¢,
577
408
665857
470832

X ~ (1,41421568627451)10 ~ (1,24;51:10;35;17) o,

X3 ~ (1,41421356237469)10 ~ (1,24;51;10;7;46)¢.

2.4 A surpreendente eficiéncia do método babilonico
Seja a um ndmero racional positivo. Como aproximac3o inicial de \/a, tomemos um inteiro
xo > 0. Uma sequéncia de aproximacdes sucessivas de /a é entdo definida por:

Xo + % X1+ x% Xy + %

XN=—%5—", X2= P y X3 = P )

2
Nos itens a seguir, é proposta uma deduc3o de que, de fato, lim x, = v/a.
n

i
— 00

etc.

(a) Mostre que x, > y/a paracadan, n > 1.

Sugestdo: Se x > 0 ey > 0 entdo \/xy < ¥
(b) Mostre que se n > 1, entdio 0 < X1 — v/a < 3(xn — /@)
(c) Mostre que sen > 1, entdo 0 < x,11 —y/a < zln(m —4/a)

(d) Use o Teorema do Confronto para limites de sequéncias para mostrar que
lim (x, —+/a) = 0 e portanto lim x, = /a.
n—oo

n—oo
Teorema do Confronto: Se (a,), (bn) e (c.) s3o sequéncias de niimeros reais tais

que a, < b, <c, paracadan, e lim a, = lim ¢, =L, entdo lim b,, = L.

n—oo n—oo n—oo

2.5 Ternos pitagoricos na matematica babilonica

Um terno pitagérico é um terno ou tripla de nimeros inteiros positivos (a,b,c) tais que
a’ + b2 =%
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19.

Se (a,b,c) for um terno pitagérico, entdo (ka, kb, kc) também serd um terno pitagodrico,
para qualquer nimero natural k. Um terno pitagérico primitivo é um terno pitagoérico em que
os trés nimeros do terno s3o primos entre si. Por exemplo, (3,4,5), (5,12,13) sdo ternos
pitagéricos primitivos.

(a) Mostre que, sendo (a, b, c) um terno pitagdrico primitivo, um e apenas um dos inteiros
a e b devera ser par.

(b) Mostre que, sendo m > n dois nimeros naturais, o terno (a, b, c), em que a = m2—n?,

b=2mn, c=m?+n? é pitagérico.

(c) Mostre que, sendo T > 1 nlimeros naturais, o terno pitagérico (m*—n?, 2mn, m?+n?)
sera primitivo se, e somente se, m e N sao primos entre si e possuem paridades distintas.

(O tablete Plimpton 322) Um dos itens da Colecdo Plimpton da Biblioteca Butler, da
Columbia University, é o tablete Plimpton 322, doado a universidade pelo colecionador George
Plimpton nos anos 1930.

Desenho de Eleanor Robson, pesquisadora britanica da cultura mesopotamica, reproduzindo o
tablete Plimpton 322. Plimpton 322 é uma tabela de nimeros, dispostos em quatro colunas e
quinze linhas. A pendltima coluna do tablete contém inscricdes ndo numéricas.
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(d/y)? X d | # Yy
1,9834028 119 169 | 1 120
1,9491586 | 3367 | 4825 | 2 3456
19188021 | 4601 | 6649 | 3 4800
1,8862479 | 12709 | 18541 | 4 || 13,500
1,8150077 65 97 | 5 72
1,7851929 319 481 | © 360
1,7199837 | 2291 | 3541 | 7 2700
1,6845877 799 | 1249 | 8 960
1,6426694 481 769 | 9 600
15861226 | 4961 | 8161 | 10 6480

1,5625 45 75 | 11 60
1,4894168 | 1679 | 2929 | 12 2400
1,4500174 161 289 | 13 240
1,4302388 | 1771 | 3229 | 14 2700
1,3871605 56 106 | 15 90

A tabela exibida acima, em suas quatro primeiras colunas, é uma traducdo dos valores numéri-
cos do tablete Plimpton 322 (com algumas correcdes de Otto Neugebauer, primeiro tradutor
do tablete Plimpton 322). A coluna encabecada por # da a enumeracdo das linhas. A quinta
coluna, encabecada por y, ndo faz parte do tablete Plimpton 322.

Um terno babilbnico é um terno pitagérico (x,y,d), em que x = m? —n?, y = 2mn,
d = m? + n?, sendo m e n inteiros positivos cujos fatores primos sdo do conjunto {2, 3,5}
(os fatores primos de 60).

Ao traduzir a tabela Plimpton 322, Otto Neugebauer descobriu
que, em cada linha da tabela, os valores x e d (nas colunas

d
segunda e terceira) seriam o cateto menor e a hipotenusa de um X
tridngulo babildnico, sendo y (ndo dado na tabela Plimpton) o
cateto maior. Descobriu também que na primeira coluna temos Y

os valores (d/y)* em ordem decrescente.

Analisando a imagem da tabela Plimpton esbocada por Eleanor Robson, verifique os seguintes
erros cometidos pelo escriba do tablete Plimpton, descobertos por Otto Neugebauer ao traduzir
o tablete. Para cada linha mencionada, para detectar os erros, use os valores das demais
colunas da tabela traduzida por Otto Neugebauer.

(a) na linha ﬁ coluna x, escriba escreveu BT quando deveria ter escrito g T (uma
distracdo do escriba).

(b) na linha 4TTT, coluna x, o escriba escreveu g AT T mas deveria ter escrito 11 4T
(verifique que o escriba na verdade anotou o quadrado de T ﬁT)

(c) nalinha ‘(W, coluna d, o escriba escreveu Z mas deveria ter escrito | &,

(d) nalinha TT coluna d, o valor TTT ‘(TT T deveria ter sido substituido por T « “«W.
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20.

Se (x,y,d) for um terno babilénico, chamaremos o tridngulo de lados x, y e d, de tridngulo
babilbnico.

Para a tabela de valores dada no problema anterior, traducdo de Otto Neugebauer, com

correcoes, da tabela Plimpton 322,

(a) determine os valores de m e 1 tais que x = m? —n? e d = m? + n? nas trés primeiras
linhas da tabela, verificando entdo que x e d sao lados de um triangulo babilonico.

(b) verifique que na linha 11, temos n3o os dados de um tridngulo babilénico, mas de um
triangulo semelhante a um tridangulo babil6nico.

(c) verifique que na linha 15, (x,y, d) é terno babilénico mas n3o primitivo. Explique porqué.
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3

Miscelania de eventos da historia da
geometria

Neste capitulo apresentamos uma primeira selecdo de problemas ligados a histdria antiga do desen-
volvimento das ideias geométricas, com destaque para o inicio da geometria no periodo classico

grego.

3.1 A aurora da matematica dedutiva

Tales de Mileto e sua ruptura na Matematica

1.| Segundo historiadores, o primeiro matematico a propor demonstracdes de teoremas foi o
filésofo Tales de Mileto (c. 624 a.C.—c. 547 a.C.). Segundo Proclo (séc. 5), Tales visitou
o Egito e 1a aprendeu geometria. Os seguintes dois teoremas da geometria euclidiana sao
atribuidos a Tales.

Um teorema atribuido a Tales

Teorema 1. Os angulos da base de um tridngulo isésceles sao iguais.

—~
~—

Traduzindo o teorema 1 de Tales em imagens, temos a implicacdo:

23
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Segundo teorema atribuido a Tales

(ii))| Teorema 2. Se ABC é um tridngulo inscrito em um semi-circulo de didmetro AC,
entdo o angulo ABC é reto.
Traduzindo o teorema 2 de Tales em imagens, temos:

(a) Seja ABC um tridngulo, e seja v uma linha reta passando por A e paralela a BC.
Assumindo que quando duas retas paralelas sdo cortadas por uma reta transversal, os
angulos alternos internos sao iguais, demonstre que a soma dos angulos internos de ABC
é igual a soma de dois angulos retos.

(b) Usando o resultado do item anterior e o Teorema 1 de Tales, demonstre o Teorema 2.

2. Ha uma lenda de que Tales calculou a distancia de um navio a praia, utilizando semelhanca
de tridngulos. A lenda, no entanto, n3o relata como Tales fez isto. Como vocé acha que isto
pode ter sido feito?

3.2 Explorando a estrela de Pitagoras

O simbolo da Escola Pitagérica

3.| Pitagoras (570 a.C.—500 a.C.) nasceu na ilha grega de Samos, e em torno de 525 a.C.
fundou a irmandade dos Pitagéricos. Difunde-se na literatura de histéria da Matematica
que o simbolo dos Pitagéricos era a estrela pitagdrica, a estrela de cinco pontas formada
pelas diagonais de um pentagono regular. Mostre (deduza) que o dngulo em cada ponta
da estrela pitagorica é de 36°.

36°

4. Os conceitos de seno e cosseno tem sua génese nos matematicos indianos, que foram os
criadores da trigonometria do triangulo retangulo. Na criacdo do seno destaca-se Aryabhata
(India, séc. 5).
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5.

No diagrama a esquerda, da figura abaixo, x = {;p é a medida do lado do decagono regular
inscrito num circulo de raio 7.

Utilizando os triangulos isésceles do diagrama a direita, tendo em conta que o menor deles é
semelhante ao maior, mostre que

vE-1

(a) tio = 7

T

V5 —1

b 72° =
(b) cos ,

X

(a) Aplicando a lei dos cossenos (descoberta por Jamshid al-
Kashi (Pérsia, séc. 15) ao tridngulo destacado da figura ao
lado, deduza que o lado {5, do pentagono regular inscrito no
\ /%5 :

circulo de raio 1, é dado por {5 = T.

(b) Sendo £, a medida do lado no n-agono regular inscrito em
um circulo de raio r, mostre que E%o + = Bé

3.2.1 Recortes de estrelas pitagéricas, uma atividade experimental
para todos os niveis

Betsy Ross e seu recorte de estrelas pitagoéricas

Ha uma lenda de que uma costureira americana, Betsy
Ross, recortou estrelas de tecido branco, para costura-
las na primeira bandeira dos Estados Unidos (usada de

z |
1777 a 1795), usando o método de recorte de estrelas

|
de cinco pontas que descreveremos a seguir. e

Prepare uma folha de papel de modo que ela tenha comprimento = 1,3 X largura.

A folha de papel tamanho Carta, 216 mm X 279 mm, tem essas dimensGes. Se for usar uma
folha tamanho A4, vocé precisara recortar uma margem de 2,4 cm ao longo do lado menor.
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Faca dobras na folha, e recorte-a, como mostrado na sequéncia de diagramas abaixo. O
resultado serd uma estrela de cinco pontas. O método ndo é exato, mas produz uma boa

aproximac3do de uma estrela pitagérica.

marca do
/~ ponto médio
dobra Al

I SM
. /

comprimento \ y

= 1,3 x largura /,’
| /
|
dobre !

: . __> /l
i a0 meio ,
l !
| |
| IA
1

leve A sobre M

pontoimédio

- dobra

recorte ao longo

| K da linha tracejada
| dobra : linha (vinco) da force a = 2b,
1 préxima dobra ou melhor, a=1,9xb

7. Explique geometricamente o porqué das medidas tomadas na folha de papel do problema 6.
Como estratégia, calcule com boa aproximacao os valores dos angulos que tem vértice nos
pontos P e Q dos diagramas (a) e (b) abaixo, ja ilustrados no problema 6.

Confirme entdo que, no caso do diagrama em (a), a partir do vértice P, um dos angulos tem o
dobro da medida do outro. E que, no diagrama em (b), o segmento QR é bissetriz do dngulo

SQT.

8. Repita novamente os passos da dobradura de papel do problema 6, mas ao final recorte o
papel como indicado em cada um dos seguintes diagramas. O que vocé obteve?

(a) ‘ (b) ‘

—"<___dobra ~__—dobra

recorte ao longo recorte um
da linha tracejada tridngulo isbsceles
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10.

3.3 Apreciando Euclides, Os Elementos, Livro Xlll, Pro-
posicao 10

Exemplo de engenhosidade de Euclides

O propdsito deste problema é deduzir, tal como Euclides de Alexandria, sem fazer uso de
trigonometria, a relacdo {4, + €2 = €2, sendo €, o lado do n-agono regular inscrito em um
circulo de raio .

Considere a figura abaixo a direita, em que temos OA ={; =1, {5 = AB, e {30 = AD = DB.

Ao escrever, por exemplo, AMNP ~ AUVW, queremos dizer que os tridngulos AMNP e
AUVW s3o semelhantes, pela correspondéncia entre vértices M «— U, N — Ve P «— W.

(a) Mostre que AACO ~ AAOB, sendo ambos isdsceles.
(b) Mostre que ADCB ~ AADB, sendo ambos isésceles.

(c) Denote CB = x, e usando as semelhancas de tridangulos
estabelecidas, mostre que {2 —x{; = 1% e {§;,—x{; =0

(d) Deduza finalmente que ¢, + €2 = (2.

3.4 Construindo decagono e pentagono regulares, incri-
tos na circunferéncia

Duas construcoes em uma so estratégia

Considere a construcao geométrica descrita no dia-
grama ao lado, em que s3o primeiramente tracados
diametros perpendiculares AB e SN, da circunferén-
cia de raio OA, e M é ponto médio de OA.

Mostre que OP e NP tem, respectivamente, as me-
didas dos lados do decagono regular e do pentagono

regular inscritos na circunferéncia de raio OA.
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11.

12.

A razao aurea na construcao do pentagono regular

é chamada de razdo durea ou razdo aurea maior

5+1
Em geometria, a constante ¢ = \/_T

ou ainda ndmero dureo (a origem histérica do termo é incerta). Ja a constante ¢’ = — é a

V5 —1

razdo durea menor. Temos ¢ > 1e 0 < ¢’ < 1. Verifique que ¢’ = — 1 = 7

, AP PB . AP
(a) Mostre que, se P é um ponto do segmento AB e — = — entdo — = ¢’ (e
PB AB PB

obviamente — = ¢). Um tal ponto P diz-se um ponto de seccdo durea do segmento

AB.
A P B

AP _PB
PB AB

(b) Mostre que, na construcdo geometrica do problema 10, P é ponto de seccdo durea do

to OB, sendo o — ¢
segmento , Senao0 —— = .
& PO

(c) Mostre que ¢ é a razdo entre a diagonal e o lado de um pentagono regular. Considere
a ilustracdo do problema 3.

(d) Verifique que pares de diagonais do pentagono regular do problema 3 se interceptam em
pontos de seccdes dureas de ambas.

3.5 Incomensurabilidade entre o lado e a diagonal de um
quadrado

Incomensurabilidade por antifairese

Dois segmentos AB e CD s3o comensurdveis se existe um segmento UV tal que
AB = m- UV e CD = n - UV, para certos inteiros positivos m e n. A igualdade

AB = m - UV significa que o comprimento de AB é igual a m vezes o comprimento de

: : : AB m
UV. Em termos da teoria das proporcoes, nas condicoes acima teremos D= isto
n

é, a razdo entre os segmentos AB e CD é m/n.

Mas nem sempre podemos exprimir a razdo entre dois segmentos como uma fracdo de
inteiros.

Um dos feitos matematicos atribuido aos pitagéricos é a demonstracdo de que a diagonal
e o lado de um quadrado sdo segmentos incomensuraveis, isto é, ndao comensuraveis.

A demonstracdo apresentada neste problema, atribuida aos pitagéricos por alguns histori-
adores da Matematica, é conhecida como demonstracdo por antifairese ou por subtracoes
reciprocas.




INCOMENSURABILIDADE ENTRE O LADO E A DIAGONAL DE UM QUADRADO 29

13.

14.

Considere um quadrado ABCD, como na figura seguinte, e suponha que AB e AC sejam
comensuraveis, isto é, que exista um segmento UV tal que AB=m -UV e AC =n- UV,
com m < M inteiros positivos.

D A
Tome D; na diagonal AC, tal que CD; = CD. Sobre a D
diagonal AC, constréi-se o quadrado AD;C;B;. Explique ] By
por que C; é de fato um ponto sobre o lado AB, como mostra
o diagrama. Mostre que o lado AB; e a diagonal AC;, do G
quadrado menor, serdo também multiplos de UV.

C B

Explique porque o fato deduzido no paragrafo anterior nos levara a uma contradicao, e portanto
AB e AC n3o podem ser comensuraveis.

Demonstre, por antifairese, que a diagonal e o lado do pentagono regular s3o incomensuraveis.
Como sugestdo, imite a demonstracao do problema 12, utilizando o seguinte diagrama.

D

A B

3.5.1 O “Teorema de Tales”

O “Teorema de Tales”

A Proposicao 2 do Livro VI, dos Elementos de Euclides, é o Teorema de Tales, assim
denominado em livros didaticos brasileiros, tendo o seguinte enunciado:

Se uma reta é tracada paralelamente ao lado BC de um tridngulo ABC, cortando os lados
AB e AC em pontos D e E, respectivamente, entao % = é—g

Para demonstrar o Teorema de Tales, Euclides faz uso da teoria das proporcdes de Eudoxo
de Cnido, desenvolvida no Livro V de Os Elementos, um tema espinhoso da geometria
euclidiana. Euclides constréi uma brilhante demonstracdo usando areas. Neste problema
vamos reconstruir essa demonstracdo, em uma linguagem diferente daquela usada por

Euclides, adaptada a linguagem da geometria dos tempos atuais.

No tridangulo ABC da figura, em que uma reta paralela ao lado BC corta os lados AB e AC
em D e E, considere os triangulos BDE e CDE.
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Assuma como verdadeira a Proposicdo 1 do Livro VI dos Elemen- A
tos de Euclides: Se dois tridngulos tem alturas iguais, a razdo
entre suas areas € igual a razdo entre suas bases.
Como caso particular desta proposicao, temos a seguinte propri-
edade: Se dois tridngulos tem bases iguais e alturas iguais, eles D E
tem dreas iguais. Aqui o termo iguais é empregado no sentido de
medidas (comprimentos ou areas) iguais. B c
Com base nas consideracoes anteriores sobre areas, demonstre o Teorema de Tales. Como
sugestdo, mostre inicialmente que os triangulos ADC e AEB tem areas iguais. Considere
areas de triangulos apoiados nos lados esquerdo e direito do tridangulo ABC.
3.6 Eratéstenes de Cirene, Aristarco de Samos e Hipo-
crates de Quios

Eratostenes de Cirene com os pés na Terra
15.| Este problema é baseado em um procedimento engenhoso de Eratéstenes de Cirene (276

a.C-194 a.C.) para medir o comprimento da circunferéncia da Terra (ou melhor, o compri-
mento de um meridiano terrestre, um grande semicirculo imaginario unindo o Polo Norte

ao Polo Sul).
Duas cidades A e B, do hemisfério norte, sdo es- Y raios
colhidas de modo que B esteja ao norte de A e V do Sol
ambas encontrem-se em um mesmo meridiano ter- T =~
restre, distantes entre si em aproximadamente uns A Al B =~
600 km. Dois bastdes verticais (dois gnémons) sdo 0

preparados, um em cada local. A distancia d, ao
longo do meridiano, entre os locais A e B (medida
do arco AB), é conhecida.

Pela projecao dos raios do sol, ao meio dia, os bastdes produzem sombra ao longo do meridiano,
e os angulos 3 e vy, indicados na figura, sdo calculados. Deduza que, na situacdo geométrica
da figura, temos o« = v — 3. Que teoremas da geometria euclidiana sdo empregados nesta
deducao? Como pode ser calculado o raio da Terra, assumindo-a esférica, a partir desse
experimento, nos dias de hoje?
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16.

17.

18.

Aristarco de Samos no mundo da Lua

Aristarco de Samos (310 a.C.—c. 230 a.C.) foi um astrénomo grego que idealizou procedi-
mentos geométricos para calcular a razdo entre os didmetros da Terra e da Lua (=~ 3, 67),
e a razdo entre as distancias da Terra ao Sol e da Terra a Lua (= 390), utilizando apenas
geometria euclidiana elementar. Seus métodos eram corretos, mas suas medicSes eram
imprecisas.

Uma observacdo astrondmica acurada, em noite de lua cheia, com a lua no zénite, revela o
diagrama geométrico da figura abaixo (problema proposto em Morris Kline, Mathematics for
the Nonmathematician, Dover Publications, 1985).

Com base nas informacoes do diagrama,
conhecendo-se o didmetro da Lua, de
aproximadamente 3486 km, e sabendo que
sen 157 &~ 0,00436, calcule a distancia TL'
da Terra a Lua. Faca uso de uma calcula-

dora.

Hipo6crates de Quios no mundo das lanulas

Hipdcrates de Quios (c. 470 a.C.—c. 410 a.C.) foi o primeiro gedmetra grego a determinar
equivaléncias entre areas de certas regides planas delimitadas por arcos circulares (ldnulas)
e areas de regides poligonais. Este problema e os dois problemas seguintes ilustram
investigacoes de Hipdcrates.

Em um semicirculo de didmetro AB, inscreve-se um tri-

angulo ABC. Sobre os catetos AC e CB sdo construidos v
dois outros semicirculos, tendo os catetos como didme-
tros. As regiGes planas da figura, L; e L, delimitadas
por arcos de circunferéncias, lembrando fases da lua, sao T
chamadas de linulas.
A B
Demonstre o teorema de Hipdcrates: area L; + area L, = area ABC.
Sendo ABC um tridngulo retangulo isdsceles como no diagrama C
ao lado, mostre que as duas regides sombreadas tem areas iguais,
ou seja, a area da linula é igual a area do triangulo. Os dois arcos
que delimitam a linula s3o, respectivamente, 1/4 da circunferén-
cia de centro A e raio AC e a semi-circunferéncia de diametro
CB. A B
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19.

Considere a figura ao lado, em que o didmetro
do circulo menor, de area A, é igual ao lado do
hexagono regular de drea H. Cada uma das seis
linulas é externa ao circulo que circunscreve o
hexagono, e interna ao semi-circulo construido
sobre o lado do hexdgono. Seja L a area de
cada uma das lGnulas. Demonstre que A =
H —6L.

Sugestdo para uma deducdo esperta: Seja o« a area do circulo circunscrito ao hexagono.
Explique porque &« = 4A. Faca entdo uma deducdo da igualdade A = H — 6L descrevendo
a area total da figura a esquerda, como soma de areas de suas partes, de duas maneiras
diferentes.
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Miscelania adicional de eventos da historia
da geometria

Neste capitulo passeamos por outros periodos e personagens da histéria da geometria, desde o
nascimento da trigonometria até a teoria de construcbes geométricas via algebra abstrata, passando
também por formidaveis momentos de construcdes geométricas com ferramentas nao euclidianas.

4.1 Trigonometria das cordas, de Hiparco e Ptolomeu

A trigonometria das cordas

O nascimento da trigonometria se deu com os astrénomos gregos Hiparco de Nicéia (século 2
a.C.) e Claudius Ptolomeu (séculos 1-2), sendo este Gltimo o autor do Almagesto, a grande
referéncia em astronomia até o Renascimento, somente superada pela teoria astrondmica de
Nicolau Copérnico (século 16). Hiparco e Ptolomeu adotaram a tradicdo babilénica de divisdo
(angular) da circunferéncia em 360 graus.

A seguir delineamos alguns conceitos da trigonometria das cordas, criada por Hiparco e Ptolomeu.

1. Fixada uma circunferéncia de centro O e raio r, para A
cada angulo o, 0 < o < 180°, existem pontos A e B na
circunferéncia tais que x = AOB. A medida da corda
(segmento) AB, que depende apenas do angulo central Q
«, é chamada corda de «, e a denotaremos por cd().
Na trigonometria de Hiparco e Ptolomeu n3o havia senos B
e cossenos de angulos, mas sim medidas de cordas em
funcdo de angulos que as subtendiam.

Deduza o teorema de Hiparco, [cdz(oc) +cd?(180° — &) = 4r2]

33
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2. Escreva uma férmula relacionando sen 0 (criacdo dos hin-
dus, séculos 6 a 12) e c¢d(20), para 0 < 0 < 90°. Como A
diagrama auxiliar, use o diagrama ao lado. Nos séculos
15 e 16, o cosseno de um angulo 0, 0 < 0 < 90°, passou 9 -
a ser definido como sendo o seno do angulo complemen- o |C
tar 90° — 0, ou seja cos® = sen(90° — 0). Como fica
o teorema de Hiparco do problema 1, quando traduzido B
em termos de senos e cossenos?
3. Sejam A, B, C e D quatro pontos distintos na circunferéncia de raio r. Demonstre o teorema
de Ptolomeu, AB-DC + AD - BC = AC - BD.
B B
A A
D D
C C
Para demonstrar o teorema de Ptolomeu, tome um ponto E em AC tal que os angulos
ABE e DBC sejam iguais (congruentes) (por que isto é possivel?). Mostre entdo que os
triangulos ABD e EBC sao semelhantes. Veja os diagramas da figura abaixo. Deduza entdo
que AD - BC = BD - EC. Mostre, de maneira analoga, que os triangulos CBD e EBA sdo
semelhantes, e que entdo AB-DC = BD - EA. Deduza entdo o teorema de Ptolomeu.
4. Mostre que, como consequéncia do teorema de Ptolomeu do
problema 3, sendo 0 < 3 < & < 180°, temos
2r-cd(oe—B) = ced(x) ed(180° — B) —cd(B) cd(180° — x)
Explique entdo como, a partir desta férmula, deduzimos que
sen(a —b) =senacosb —senbcosa
para angulos a e b, com 0 < b < a < 90°.
5. Para uma circunferéncia de raio 1, determine as medidas das cordas dos angulos

(a) 60°  (b)90°  (c)30°  (d)45° () 36°  (f) 18
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4.2 Momentos da histéria das construcoes geométricas
nao euclidianas

A trisseccao “trapaceira” de Arquimedes

6.| O problema da trisseccao de um angulo segundo Arquimedes. Nas construcoes
geométricas com régua e compasso, o problema da trisseccao de um angulo arbitrario é
um problema insoltvel (fato elucidado na primeira metade do século 19). No entanto,
na Proposicdo 8 do seu Livro de Lemas, Arquimedes resolve o problema fazendo uso da
escala de uma régua graduada, mostrando que o uso de uma régua graduada pode ser
poderoso aliado das construcdes geométricas.

Suponhamos que nos é dado um angulo agudo
AQOB a ser trisseccionado, do qual vamos su-
por OA = OB. Prolongamos o segmento OA
suficientemente de modo a conter os elementos
da construcdo delineada a seguir. Sobre a reta

OA, tracamos um semi-circulo de centro O e
raio OA, que passa pelo ponto B.

Tomamos entdo uma régua graduada e tracamos uma reta que passa por B, com a régua
estrategicamente posicionada, de tal modo que os pontos R e S satisfacam RS = OA. Um

tal procedimento era chamado pelos gregos de construcdo de um segmento por neusis. Mostre
que o angulo 3 = ARB tem 1/3 da medida do angulo « = AOB.

A trissectriz-quadratriz de Hipias e Dindstrato

7.] Um dos grandes matematicos de Atenas (onde em 380 a.C. Platdo fundou sua Academia),
contemporaneo de Sécrates, é Hipias de Elis (c. 460 a.C.— c. 400a.C.).

Hipias descobriu (inventou) uma curva, chamada trissectriz, também conhecida como
quadratriz de Dinéstrato (c. 390 a. C. —c. 320 a.C.).

Considere um quadrado ABCD, de lado unitario, com A \Q" B
AB no topo, DC na base. Imagine que o segmento AB

desloca-se (desce paralelamente) em direcdo a base, a A’ B’
taxa de 1 unidade por minuto. Imagine também que o l P

t, os dois segmentos em movimento encontram-se em

um ponto P. O conjunto destes pontos é a trissectriz

segmento DA rotaciona-se em torno de D, em direcao a
posicio DC, a taxa de 90° por minuto. Em cada instante // M

ou quadratriz. D E C

(a) Deduza equacdes paramétricas da quadratriz de Hipias. Use como pardmetro o tempo
t da descricdo feita no paragrafo anterior. Eliminando o parametro t, deduza a equacao
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da quadratriz em um sistema cartesiano ortogonal, tendo O = D como origem, e os
semi-eixos Ox e Oy como prolongamentos dos lados DC e DA, respectivamente.

Com o uso da quadratriz, podemos trisseccionar um /Q
angulo agudo POQ da seguinte forma. Posicione o A

angulo Pf)Q de tal forma que O coincida com D e
o segmento DC esteja contido na semi-reta OP. O
lado (semi-reta) OQ encontra a quadratriz em um

E’ E

ponto E. Por E, tracamos uma paralela a OP, que <
intersecta AD em E’. B
Trisseccionamos o segmento de reta DE’ no ponto T’ T T
(isto é, construimos OT' = 1/3 de DE’). Por T’, tra-
camos uma paralela a OP que encontra a quadratriz

em T. O0=D Z C
Mostre que POT é 1/3 de POQ.

Usando elementos de Calculo, mostre que o ponto Z do diagrama da quadratriz, limite
do ponto P sobre a quadratriz, quando y — 0, é tal que OZ = 2/m.

Usando o comprimento OZ e um segmento unitério, explique como construir um seg-
mento de comprimento 7t/2 e como construir um segmento de comprimento \/7_t

2 usando a

quadratriz de Hipias, e vocé tera resolvido o problema de quadratura do circulo.

Dado um quadrado de lado a, explique como construir um circulo de area a

O problema do oraculo de Delos

O problema da duplicacdo do cubo. Segundo Eratéstenes de Cirene (séc. 3 a.C),
certa vez na antiga Grécia, habitantes da ilha de Delos perguntaram ao oraculo de Apolo
como poderiam combater uma peste que assolava o povo. A resposta do oraculo foi que
o altar de Apolo, de forma cibica, deveria ser duplicado (em volume). Com esta lenda,
foi difundido o problema da duplicacdo do cubo, também chamado de problema Deliano,
estudado na Academia de Platdo.

O problema propde construir (com régua e compasso) um segmento x tal que x> = 2a3,
sendo a um segmento dado. Em outras palavras, o problema prop&e construir, com régua
e compasso, um segmento x tal que o cubo de aresta x tenha o dobro do volume do cubo
de aresta a.

(a)

Hipocrates de Quios mostrou que podemos reduzir o problema da duplicacdo do cubo
de aresta a ao problema da insercdo de duas médias proporcionais entre dois segmentos,
a x

ou seja, ao problema de determinar segmentos x e y tais que — = — = % Mostre que
Xy
se b=2aq, entiox = V2 - a.

Formule o que vocé entende por “problema da duplicacao do quadrado™. Como é possivel
resolvé-lo?
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O mesolabio de Eratéstenes

(c)| Segundo Papus de Alexandria (século 4), o mesolabio de Eratéstenes era um instru-
mento que permitia a insercdo de duas médias proporcionais entre dois segmentos a
eb.

Trés tridngulos retangulos congruentes (esquadros bem finos) “deslizam” em um
quadro retangular GHIJ. O primeiro esquadro é “fixado” em H.

Sendo B um ponto de

AA’, alinham-se sobre a G E c A X

semi-reta HB, os pontos

F e D, intersecdes de la-

dos de triangulos conse- B

cutivos, como na figura. D

WU e '
_ _ H n / n / !

CD EF GH S o © A ]

Sugestdo: Use semelhanca de tridngulos, justificando em cada caso. Por exemplo,

B D D D
ABD ~ CDF, daf AB = A— Também ACD ~ CEF, dai AD = C—
CD CF CF EF

Finalmente mostre que, portanto, se AB = a e GH = 2a, entio CD = v/2a.

Solucdo alternativa do problema da duplicacao do cubo

9.] O problema Deliano, ou problema da duplicacao do cubo, consiste em construir, a partir
de um segmento de comprimento a, um segmento de comprimento G/Za.

Este problema pode ser resolvido com o uso de compasso e uma régua graduada, por um
procedimento chamado neusis (método usado no problema 6).

De David Wells, Dicionario de Geometria Curiosa.
Trace duas retas perpendiculares v e s, sendo 1 horizontal

e s vertical, cruzando-se em A. Na reta vertical s, marque B
acima de A um ponto B, com AB = a. Trace ent3o uma
reta t, abaixo da reta horizontal r, passando por A e for-
mando com 1 um angulo de 30° (nesse momento usamos T

também o compasso). Finalmente, trace uma reta u, pas- A 30° C

sando por B, que intersecta as retas r e t em pontos C e D, a

como na figura, de tal modo a produzir CD = a. Mostre

que o segmento BC terad comprimento igual a v/2a. D t

Sugestdo: Faca AC = b, BC = x, ADC = 0, e utilize relaces métricas envolvendo
triangulos e a lei dos senos.
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Trisseccao por dobraduras
10.| Trisseccao de um angulo, por dobraduras. A trisseccdo de um angulo agudo pode
ser feita mediante um procedimento de dobraduras (origami). O estudo de construcdes
geométricas por dobraduras (origami) tem sido um tema de interesse nas dltimas décadas.
Acompanhe o texto do problema raciocinando com os diagramas abaixo.
B B
m m
n
C E
D / F
P O P
0 A A A

Inicialmente, consideramos uma folha retangular de papel, de tamanho adequado para dobra-
duras. Indicaremos entao o angulo a ser trissecionado AOB, sendo OA um lado da folha
retangular, e o lado m = OB demarcado por um vinco (dobra) no papel.

Por uma dobran = CE, paralela a OA, e por uma dobra subsequente p = DF, como indicado
nas ilustracdes, sdo demarcadas duas faixas retangulares de mesma largura (congruentes),
paralelas a base OA.

Dobramos entdo o papel, por uma dobra que posicione o ponto C na linha m (sobre C" ), e
o ponto O na linha p (sobre um ponto O’). Demarcamos, por um vinco C'O’ se necessario,
o ponto O’.

Demonstre que o vinco OO’ trissectard o angulo AOB. Sugestdo. Mostre que triangulos
OO0’C’ e O'OC s3o congruentes, bem como os tridngulos retdngulos OPO’, OD’O’ e OD'C’.
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11.

12.

13.

4.3 Descartes e a algebrizacao dos problemas de constru-
coes geométricas

Descartes e seu método analitico de estudo de construcdoes geometricas

Em seu livro La Geométrie, do inicio do século XVII, Descartes mostra que as cinco ope-
racoes basicas da aritmética dos nimeros reais, adicao, subtracdo, multiplicacdo, divisdo
e extracdo de raiz quadrada, correspondem a construcdes geométricas com régua e com-
passo, considerando-se como previamente construido um segmento de comprimento 1,
isto é, um segmento unitario.

Modernizando a abordagem de Descartes, isto é feito da seguinte maneira. No plano
euclidiano das construcdes geométricas, o ponto de partida sdo dois pontos A e B, sendo
AB um segmento unitério, isto é, com uma unidade de comprimento.

Os pontos A e B, do segmento unitério inicial, sdo pontos construtiveis iniciais. Uma
reta, nesse plano, é construtivel se passa por dois pontos construtiveis. Um segmento
é construtivel se suas extremidades sdo pontos construtiveis, e 0 seu comprimento é um
nimero real construtivel. Uma circunferéncia é construtivel se tem como centro um
ponto construtivel e passa por um ponto construtivel. Um ponto de intersecao de duas
linhas (duas retas, duas circunferéncias, ou uma reta e uma circunferéncia) construtiveis
é também um ponto construtivel.

Um ndmero real a é um ndmero construtivel se, a partir dos pontos A e B, utilizando
apenas régua e compasso, é possivel construir dois pontos P e Q com PQ = |al.

Explique por que se a e b sdo nimeros reais construtiveis, entdo também sio construtiveis os
nimeros a +b, a—b, ab, a/b (se b #0), e \/m. Sugestdo: Admita que se temos dois
segmentos de comprimentos |a| e |b|, é possivel construir, em uma reta dada, pontos P, Q e
R, com Q entre P e R, PQ = |al, e QR = |b|. Esta possibilidade é garantida pelo resultado
do problema 12.

Na proposicdo 2, Livro |, dos Elementos, Euclides trata de resolver o seguinte problema
de construcao geométrica. Dado um ponto P e um segmento CD, determinar um ponto
Q satisfazendo PQ = CD. Hoje em dia, nas construcdes geométricas, nés “transferimos”
segmentos usando o compasso. Nas regras de construcdes geométricas citadas anteriormente
ndo ha esse conceito. Mas Euclides mostra que é sempre possivel “transladar” um segmento
seguindo as regras estritas de construcdes geométricas, isto é, tracando apenas retas e circulos.
Explique como isso pode ser feito (geometricamente).

Dizemos que um angulo 6 (0 < 0 < 180°) é construtivel se é possivel construir pontos A,
B e C tais que o angulo ABC tem medida 6. Mostre que um angulo 0 é construtivel se e
somente se o nimero real cos 0 é construtivel.
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14.

15.

4.4 Construcoes geométricas impossiveis sao reveladas

Em 1837, Pierre Laurent Wantzel, estudando construcées geométricas do ponto de vista
analitico, descobriu e publicou o seguinte teorema.

O teorema de Wantzel sobre nimeros construtiveis

Teorema (Wantzel) Suponhamos que w > 0 é um nidmero real construtivel (ou seja, o
comprimento de um segmento de reta construtivel), com régua e compasso, a partir de
um segmento unitario dado. Se u é raiz de uma equacio do terceiro grau, de coeficientes
inteiros,

ax® +bx? +ex+d=0

entdo essa equacdo também devera possuir uma raiz racional.

Critério de pesquisa de raizes racionais de polindomios de coeficientes inteiros

Pesquisa de raizes racionais. (Euler, Elementos de A/gebra, século 18. Este critério é
também atribuido a Descartes.) Se p/q é uma fracdo de inteiros, primos entre si, e é
raiz de um polindmio f(x) = a,x™ + a1 X" ' + -+ + a;x + ao, (comn > 1, a, #0),
de coeficientes inteiros, entdo p é divisor de a; e q é divisor de a,,. Para memorizar:
o denominador q divide o coeficiente dominante, e o numerador p divide o coeficiente
constante.

Artigo do Professor Lenimar Nunes Andrade, RPM nimero 14, acrescenta as seguintes
condicOes necessarias para p e q: p — q €é divisor de f(1), e p 4 q é divisor de f(—1).

Assumindo o teorema de Wantzel, e também o critério de pesquisa de raizes racionais de
polinémios de coeficientes inteiros,

(a) Mostre que, partindo-se de um segmento unitéario, isto é, um segmento com uma unidade
de comprimento, cos 20° ndo é um nimero construtivel com régua e compasso. Conclua
entdo que n3o podemos trissectar o angulo de 60°. Sugestdo: Considere a identidade
cos30 = 4cos’0 — 3cosO. Tome u = cos 0, com 0 = 20°, e utilize o teorema de
Wantzel.

3 ~ 7 s s 7
(b) Mostre que v/2 n3o é um niimero construtivel com régua e compasso.

Mostre que o heptagono regular ndo é construtivel com régua e compasso, usando nimeros
complexos e polindomios, da seguinte maneira. Considere

360° . 360°
“+ 1sen .

Z = COS

Aplicando a féormula de De Moivre, (cos® + isen0)™ = cos(nd) + isen(nO), deduza que
z =Tleentioz +22 +2 + 22 +22 +2z+1 = 0. Divida ambos os membros desta

equacio por z°, obtendo z* + 22 +z+ 1+ — + — + 5 = 0. Mostre entdo que o nimero
z z¢ oz
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1

u =z+ — = 2cos(360°/7) satisfaz a equacio x> +x*> —2x — 1 = 0. Utilize entdo o teorema
z

de Wantzel.

16. Desenvolva o argumento usado no problema anterior para um pentagono regular, em lugar de

um heptagono regular. A que equacdo chegaremos para u = 2 cos(360°/5)7 Que conclusdes
tiraremos?

17. Explique por que n3o é possivel construir, com régua e compasso, um poligono regular de
nove lados.

18. Explique por que é teoricamente possivel construir, com régua e compasso, um angulo de 3°,
mas ndo um angulo de 2°.
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5

Eventos da historia das equacoes
polinomiais

Neste capitulo delineamos um desenvolvimento histérico das equacdes polinomais de graus 2, 3 e
4, desde o aparecimento das equacdes do segundo grau na civilizacdo babilénica, até a proposta
de um algoritmo, no Renascimento italiano, para se obter algebricamente as solucdes de equacdes

polinomiais de quarto grau.

5.1 Equacdes do segundo grau, dos babilonios a al-Khwarizmi

1.

2.

3.

4.

(Diofanto, em Aritmética, século 3) Encontre dois nimeros (reais) cuja soma é 10 e cuja soma
de seus cubos é 370. Use o método de Diofanto! para resolver este problema. Resposta: 3 e
7.

Método de Diofanto

O Método de Diofanto foi também usado pelos babil6nios antigos:

2 S S o
Se a soma x +y = s é dada, fazemos x = =~ +a ey = = — a, sendo a um ndmero real.

2 2

Encontre dois ndmeros (reais) cujo produto é 24 e cuja soma dos cubos é 280. Use um método
adaptado do método de Diofanto, levando em conta a soma dos cubos. Resposta: 4 e 6.

Justifique algebricamente que se x +Yy = p, entdo existe um Unico ndmero a tal que

P 1% . . ;
x==+4+a ey = = — a. llustre este fato geometricamente, na reta dos nimeros reais.

2 2

(Diofanto, Aritmética) Encontre dois niimeros reais x e y satisfazendo x—y = 10 e x*—y* =
2170. Use o método alternativo de Diofanto. Resposta: x = 13, y = 3.

IB. L. van der Waerden. The “Sum and Difference” Method, em Geometry and Algebra In Ancient Civilizations,
p. 62. Springer, 1983.

43
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Método alternativo de Diofanto
: , d d .
Se a diferenca x —y = d é dada, temos x = a + 5 e y=a— 3 para algum ndmero
real a.

5. (Diofanto, Aritmética) Encontre dois nlimeros x e y satisfazendo x —y =4 e x> +y° =
28(x +y). Resposta: x =6ey=2,oux=2ey=—2;,oux=—2ey = —6. Diofanto
porém buscava somente solucbes ndo negativas.

Equacdes do segundo grau na babilonia

Um método babilbnico para equacées do segundo grau (1600-1900 a.C.) segundo Bunt,
Jones & Bedient, em The Historical Roots of Elementary Mathematics, Dover Publications,
1988.

Considere a equacdo x* — 6x = 27.

Escreva-a na forma x - (x —6) = 27. Faca x — 6 = y.

O problema ent3o consiste em determinar x (e também y, embora s6 estejamos buscando
valores de x) satisfazendo x —y =6 e xy = 27.

Aqui os babil6nios aplicavam o método mais tarde usado por Diofanto, escrevendo primei-
ramente x = 3 4+ a, y = 3 — a. Diofanto, tal como os babil6nios, sé procurava solu¢des
positivas da equacao.

6.

Resolva a equacdo x*> — 6x = 27, pelo método babilénico.
Resposta: x; =9, x; = —3
7. Resolva as seguintes equacdes, pelo método babilonico, descrito no problema 6:

(a) x*+ 6x = 16. Resposta: x; =2, x; = —8

(b) x*—12x = 28. Resposta: x; = 14; x; = —2
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O completamento de quadrados de Al-Khwarizmi

Um método geométrico dos babilbnios e de Al-

Khwarizmi (Al-Khwarizmi, Al Jabr, século 9): 5

para certas equacdes do segundo grau é descrito X 5

a seguir.

Para resolver a equacdo x% + 10x = 39, X X — 39

Al-Khwarizmi primeiramente escreve-a na forma

x? + 5% + 5x = 39 X

Interpretando geometricamente o lado esquerdo

desta equacao, como no primeiro diagrama, te-
mos a soma das areas de um quadrado de lado x
e de dois retangulos de lados 5 e x, totalizando
39 unidades de area.

Completando ent3o essa soma de areas com a X X =39+25
area de um quadrado de lado 5, como no segundo
diagrama, portanto de area 25, obtem-se a area
de um quadrado de lado x + 5, medindo ent3o
39 4+ 25 = 64 unidades de area.

Logo, (x +5)* = 64 e entdo x + 5 = 8 (Al-Khwarizmi buscava raizes positivas) e x = 3.

8. Determine as raizes complexas de x> — 16x + 80 = 0, por um procedimento baseado no
método babilénico descrito no problema 6.

9. Resolva as seguintes equacoes, por método similar ao método geométrico de Al-Khwarizmi,
também usado pelos babildnios antigos?, descrito no destaque a seguir.

(a) (Al-Khwarizmi) x> + 10x =29 (b) x* + 14x =72
(c) (Al-Khwarizmi) x* — 12x = 28 (invente um método geométrico para esta)

10.

Al-Khwarizmi também estudou equacdes de primeiro
grau. Como aplicacdo dessas equacbes na geometria

ele formulou o seguinte problema de Heron (75 a.D.). 10 10
Encontre o lado de um quadrado inscrito em um trian- x

gulo de lados 10, 10 e 12.

Resposta: O quadrado tem lado de comprimento 4,8. 1X2

2Tatiana Roque & Jo3o Bosco Pitombeira. Tépicos de Histéria da Matematica. SBM, 2014.
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11.

12.

13.

14.

5.2 Bhaskara e poesia nas equacoes do segundo grau

(Bhéskara3, em Lilavati, século 12) A raiz quadrada da metade das abelhas de um enxame
voa para um arbusto de jasmim; seguindo-as vdo também 8/9 de todo o enxame; restam
ainda duas abelhas: uma fémea que zumbe para um macho preso em uma flor de 16tus, tendo
sido atraido para a flor pela fragrancia. Diga, linda donzela, o niimero de abelhas do enxame.
Resposta: 72.

(Bhéaskara, em Lilavati) De um bando de gansos, um par permaneceu nadando na superficie
de um lago, e viu sete vezes a metade da raiz quadrada do nimero de gansos do bando
retirar-se a margem, cansados da diversdo. Diga-me, querida, o nimero de gansos do bando.
Resposta: 16.

A férmulas

m:\/aﬂ/;zi—bﬂ/a—\/;zi—b

Y Y
V“—f:\/%—\/f

em que a e b sao nimeros reais positivos, a > \/B sdo creditadas a Bhaskara. Deduza-as
escrevendo primeiramente vV a £ vb = /m =+ \/n, e entdo elevando ao quadrado ambos os
membros. Posteriormente pode ser usado um procedimento de Diofanto:

a a
m4+n=acomm>n — m:Eth, nzz—t, sendot > 0

Use as férmulas de Bhaskara para deduzir que \/3j:2\/§ = ﬁ +1eV7+2v10 =
V5 4+ V2.

5.3 Equacoes do terceiro grau com Arquimedes e Omar
Khayyam

Arquimedes de Siracusa, no século 3 a.C., em seu trabalho Sobre esferas e cilindros, propds o
problema de cortar uma esfera por um plano de modo que uma das partes resultantes tivesse
o dobro do volume da outra parte.

Se o plano que corta a esfera de raio T é visto de perfil, como / \ h

ilustrado na figura, entdo o volume do segmento esférico de

altura h (uma das partes da esfera quando esta é cortada por
um plano) é dado por |V = {mth*(3r —h) |

3Bhaskara Il ou Bhaskaracharya, matematico indiano, um dos maiores matematicos do século 12.
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15.

16.

(a) Mostre que, sendo h/T =1y, se o segmento inferior da esfera tem o dobro do volume do

superior, entao

4
3 2

3yt =_=
y Y 3

(b) Mostre que fazendo-se y = x + 1, obtemos a equacdo cibica na forma reduzida

2
3
_3x— = =0
X X 3

Omar Khayyam (1050-1123), estudioso islamico, poeta, astrénomo, e também matematico,
estudou equacdes clbicas nao algebricamente, mas geometricamente, interpretando suas rai-
zes como abscissas de intersecdes de conicas.

Mostre que uma raiz real xo da equacao X +bx>+cex+d=0,comb, ced reais, d £0,
pode ser interpretada como a abscissa de um ponto de intersecio das curvas y = x> +bx+c¢
(parabola) e xy = —d (hipérbole de retas assintotas x =0 e y = 0).

Usando nocdes de continuidade, interprete o problema geometricamente nos casos d < 0 e
d > 0, verificando que um tal ponto de intersecdo sempre existira.

5.4 Os italianos propoem “férmulas” para equacoes do
terceiro grau

Girolamo Cardano, no século 16, em seu livro Ars Magna, deduziu a férmula de del Ferro-
Tartaglia-Cardano, para encontrar uma solucdo real de uma equacao clbica reduzida. No
nosso contexto, uma equacdo cubica reduzida é uma equacao polinomial do terceiro grau, da
forma x> + Px + Q = 0, sendo P e Q niimeros reais.

Férmula de del Ferro-Tartaglia-Cardano em versao modernizada

Consideremos a equacdo clibica x> + Px + Q = 0, sendo P e Q ndmeros reais. Seja

2 3
P
D = % + 27" que chamaremos de discriminante da cibica. Se D > 0, entdo uma das

raizes reais da equacao cubica é dada por

xo = {~Q/2— VD + {/-Q/2+ VD

Encontre uma raiz real de cada uma das seguintes equacdes, usando a férmula de Cardano.

(Cardano, Ars Magna) x> + 6x = 20. Resposta: xo = \3/10 +6vV3+ \3/10 —6V3
(Cardano, Ars Magna) x> + 3x = 10. Resposta: xo = \3/\/2_6 +5+ \3/\/2_6 -5
x> 4 6x 4+ 2 = 0. Resposta: xo = /2 — V4

x> —3x 4+ 2 =0. Resposta: xg = —2

d

b

C

)
)
)
d)

(
(
(
(
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5.5 Deduzindo a férmula de Cardano

17. Considere o polinémio f(x) = x> +Px + Q, com P e Q reais. Suponha que o discriminante

D = 943 + ; satisfaz D > 0. Vamos deduzir a férmula de Cardano para uma raiz real de

f(x), seguindo o seguinte roteiro (veja a formula no quadro acima, exercicio 16).

(a) Mostre que, sendo u e v nimeros reais, temos (u+v)> —3uv(u+v) — (13 +v3) = 0.

(b) Sendo wu e v reais, mostre que se tivermos 3uv = —P e 1’ +v* = —Q entdo xo = u+Vv
sera raiz de f(x).

(c) Mostre que se 3uv = —P e u® +Vv*> = —Q entdo y; = U’ e y, = v’ sdo as raizes da
equacio quadratica y* + Qu — z—; = 0.

(d) Determinando as raizes da equacdo quadratica y* + Qy — z—; = 0, e supondo u > v,
conclua que u = {/—Q/2 ++vD ev = {/—Q/2 — /D, e que portanto
xo=1/-Q/2++VD+ {/-Q/2—+/D.

18. Neste problemas deduziremos que a cubica reduzida possui duas raizes complexas quando

D > 0, e apenas raizes reais quando D = 0. Considere o polinémio f(x) = x> + Px + Q,

com P e Q reais. Suponha que o discriminante D = 945 + ; satisfaz D > 0.

Como vimos, no problema 17, tomando-se u e v satisfazendo u > v, 3uv = —P e u? +1° =

—Q, teremos u = \3/—Q/2+ VD, v = \3/—Q/2— VD, e o niimero real Xo = U+ V serad

raiz real de f(x). Vamos agora determinar as demais raizes de f(x).

(a) Considere que f(x) = x*> — (3uv)x — (1® +v*) (explique o porqué). Usando o algoritmo
de Briot-Ruffini, divida f(x) por x — xo, mostrando que

f(x) = (x — (w+v)) (x* + (W +v)x + (U —uv +v?))
(b) Usando o fato deduzido no item anterior, mostre que as demais raizes de f(x) sdo dadas
por
u+v+(u—v)\/§, ut+v  (u—v)V3.
X = — i X, = — — i
‘ 2 2 ? 2 2

(c) Conclua justificando entdo os seguintes fatos: Se D > 0, f(x) tem uma raiz real e duas
raizes complexas (conjugadas) n3o reais. Se D = 0, f(x) tem trés raizes reais, sendo
duas delas (ao menos duas) coincidentes.

19. Usando os resultados dos problemas 17 e 18, Determine todas as raizes das equacdes clbicas

dos itens c e d do problema 16.

Respostas: (c) v/2 — V4 e (V4 —v/2)/2 £ (V3(v/4 4+ v2)1)/2; (d) —2 (raiz simples) e 1

(raiz dupla).

20. Considere a equacio ciibica x* + ax? +bx 4+ ¢ =0, sendo a, b e ¢ coeficientes reais, a # 0.

a
Mostre que a substituicdo x =y — 3 descoberta por Tartaglia, transforma a equacdo dada

numa equacdo ctibica na forma reduzida, isto é, da forma y®> + Py + Q = 0.
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21.

22.

23.

24.

Calcule as raizes reais e complexas da equacdo x> 4 3x* —5 = 0.

Resposta: A (nica raiz real da equacao dada é —1 +u + v, e as raizes complexas sao

—1 -5+ l%\/gl sendo u = +/(3+V5)/2ev=1{/(3—5)/2.

5.6 Euler e Descartes nos ensinam a buscar raizes racio-
nais

Pesquisa de raizes racionais de polinomios de coeficientes inteiros

(Euler, Elementos de Algebra, século 18. Este critério é também atribuido a Descar-
tes.) Se p/q é uma fracdo de inteiros, primos entre si, e é raiz de um polindmio
f(x) = anX™ + an X"+ -+ ajx + ap, (comn > 1, a, # 0), de coeficientes
inteiros, entdo p é divisor de ay e q é divisor de a,,.

Para memorizar: o denominador q divide o coeficiente dominante, e o numerador p
divide o coeficiente constante.

Artigo do Professor Lenimar Nunes Andrade, RPM nimero 14, acrescenta as seguintes
condicGes necessarias para p e q: p — q €é divisor de f(1), e p 4 q é divisor de f(—1).

Encontre as solucdes das equacdes clbicas seguintes, determinando uma delas através de
pesquisa de raizes racionais.

(a) (Cardano) x> + 10x = 6x> + 4. Resposta: 2 e 24 /2.

(b) (Cardano) x* + 6x — 20 = 0. Resposta: 2 e —1 + 3i.

(c) x> —12x*+26x — 12 = 0. Resposta: 2 e 54 +/19.

Mostre que a = \3/\/5— 2— \3/\/F_>+ 2 é um namero inteiro. Sugestdo: Temos a = u —v,

sendo u = \3/\/5—2 ev = \3/\/5—1—2. Mostre que a® = —4 — 3a e entdo a é raiz da

equacdo ciibica x* 4+ 3x + 4 = 0. Pelo resultado deduzido no problema 18, esta equac3o
possui uma Unica raiz real, que é um inteiro facil de ser adivinhado.

Encontre todas as raizes das equacSes dadas abaixo, através de pesquisa de raizes racionais.

(a) x*+6x> 4 10x +4 = 0. Resposta: —2 e —2 4 /2.

(b) 4x34+10x2 + 6x + 1 =0. Resposta: —1/2 e —1 4+ +/2/2.

() x> +12x2 4+ 26x + 12 = 0. Resposta: —2 e —5 £ 1/19.

(d) 12x% 4 26x* + 12x + 1 = 0. Resposta: —1/2 e (=5 4+ /19)/6.
(e) 2x*+3x° —6x* —19x—15=0

Resposta: —3/2, u+v, e —5¥ & (u+)\/§l sendo u = 1/ —5+;m, v =1/ —S_EE

S
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25. Demonstre o critério de Euler para pesquisa de raizes racionais:
Se p/q € uma fracdo de inteiros, primos entre si, e é raiz de um polinbmio
f(x) = apX™ + ap XV -4 arx + ag
(comn > 1, a, # 0), de coeficientes inteiros, entdo p € divisor de ay e q € divisor de a,,.
Sugestdo: Por hipétese, a,(p/q)" + an_1(p/q)™ '+ -+ a;(p/q) + ao = 0. Multiplicando
ambos os membros por q", obtemos a,p" + a, 1p"'q+ -+ a;pq™ ' + apq™ = 0.
Isolando o termo a,p™ concluiremos que q | a,p™.
Como mdc(p, q) = 1, temos mdc(p™,q) = 1, logo q | a,. Analogamente, conclui-se que
plao.
26. Demonstre que s3o irracionais os seguintes nimeros reais.
@) V3+V5 (b)) V2+V3+V5 (c) V4—+/2 (d)cos20° (e) cos12°
Sugestdo: Para cada um dos nimeros reais dados, encontre uma equacdo polinomial, de
coeficientes inteiros, que tenha o nimero dado como raiz. Use o critério de pesquisa de
raizes racionais, enunciado no quadro do problema 22 para determinar a natureza das raizes
racionais da equac3o. Férmulas que podem ser (iteis nos itens d e e: cos 30 = 4 cos® 0—3 cos 0,
c0s50 = 16cos® 0 — 20 cos> 0 + 5 cos 0.
5.7 0O método trigonométrico de Francois Viete
O método de Viéte para equacdes cubicas com discriminante negativo
O método de Francois Viete (século 16), para buscar raizes de uma equagdo clbica
reduzida x> + Px 4+ Q = 0, consiste em primeiramente assumir que a raiz procurada tem
a forma [x =TrcosO, comr > O].
Substituimos esta expressdo de x na equacdo cubica. Multiplicamos entdo a igualdade
resultante por 4/13, e igualamos os coeficientes da equacdo assim obtida (em t e 0) aos
coeficientes da identidade [4 cos> @ — 3 cos® — cos 30 = 0].
No caso geral, para uma equacdo x> + Px + Q = 0, com P e Q reais, por este método
obtemos | r = —% e procuramos 0 satisfazendo [cos 30 = —%].
Um primeiro 8y (com 0 < 6y < 90°) é obtido fazendo-se 30, = arccos (—%), dando
Xg = TcosBy como uma raiz da cibica. Outras duas raizes s3o obtidas tomando-se
0; =0y + 120° e 0, = 0y + 240°. O método de Viete funciona apenas se D < 0.
27.

Calcule as raizes de x> —15x—4 = 0 (uma equac3o estudada por Rafael Bombelli, matematico
italiano do final do século 16) pelo método de Viete. Usando uma calculadora cientifica,
obtenha valores aproximados dessas raizes.



NATUREZA DAS RAIZES DA CUBICA CONFORME O SINAL DO DISCRIMINANTE 51

28.

29.

30.

31.

32.

. _ — 2 5 1 2
Resposta: Temos 1 = 2\/5 e cos30 = 55 € entdo 0y = 3 arccos (5\/§>' Tomamos em

seguida 0; = 0y + 120°, 6, = 0y + 240°, e obtemos as raizes (usando uma calculadora)
Xo = 1cos By =4, e as aproximacdes x; = rcos0; ~ —0,268 e x, =rcos 0, ~ —3,732.

Calcule as raizes da equacao do problema 27 usando pesquisa de raizes racionais.

Resposta: 4 e —2 & \/§

Mostre que se D = %2 + g < 0, o método de Viete para a equacio ciibica x* +Px+Q =0,
com P e Q reais, nos dd as trés raizes reais da equacdo. Mostre que ndo é possivel obter
nenhuma raiz da clbica, pelo método de Viete, quando D > 0. Sugestdo: Mostre que se
D <0OentaioP <O0e (%)2 < 1. Ese D > 0 entdo P > 0 (e entdo n&o é possivel determinar

T),ouP<0e (%)2 > 1 (e entdo n3o é possivel determinar 0).

Calcule as raizes da equac3o ctibica x> — 6x — 4 = 0 usando o método de Viéte.

Resposta: xq = 2v/2cos15° = 1 + /3, X1 = 2v/2¢c0s135° = =2, e X, = 24/2 cos 255° =
1 — /3. Lembre-se de que cos 15° = cos(45° — 30°), etc.

Verifique que a equacgdo cibica reduzida, do problema de Arquimedes (problema 14), tem
discriminante D negativo. Verifique que o problema de Arquimedes tem solucdo Unica, sendo
dada por

—_— o R _r —
. Yy COS U, 3-‘1-3&(3005 3

e que isto nos da % ~ 0,773926.

5.8 Natureza das raizes da cubica conforme o sinal do
discriminante

p3 = qr
55, s D > 0, entdo o grafico

de f(x) = x> + Px + Q corta o eixo x em um (nico ponto, e portanto f tem uma tnica

(a) Usando célculo diferencial, mostre que sendo D = %z +

raiz real.

Sugestdo: Divida o problema em dois casos, sendo eles P > 0 (o que acarreta D > 0)
e P <0 (com D > 0). No caso P > 0 mostre que f é estritamente crescente. No
caso P < 0, suponha P = —3a? e mostre que f é crescente em cada um dos intervalos
]— 0o, —a] e [a, +ool, e é decrescente no intervalo [—a, a], e que os pontos de maximo
e minimo locais de f s3o —a e a, respectivamente. Mostre entdo que f(a)f(—a) =
4D > 0. Faca interpretacao geométrica dos fatos deduzidos e conclua que f tem uma
(nica raiz real.

(b) Usando célculo diferencial, mostre que sendo D = %ﬁ + %, se D < 0, entao
f(x) = x> + Px + Q tem trés raizes reais distintas.
Sugestio: Neste caso, podemos supor P = —3a* (pois D < 0 = P < 0). Como
no problema do item anterior, os pontos de maximo e minimo locais de f sao —a e
a, respectivamente. Mostre entdo que f(a)f(—a) = 4D < 0. Faca interpretacdo
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geométrica dos fatos deduzidos para concluir que f tem trés raizes reais distintas entre
Si.

33. Natureza das raizes da ctibica conforme o sinal do discriminante, um método algébrico. Con-
sidere o polindmio f(x) = x> + Px + Q, sendo P e Q nimeros reais. Sejam X1, x; € X3 as
raizes de f(x). Podemos supor x; = a—r1, x, = a+ 1, sendo 1 real ou r = bi, com b real.
Explique por qué.

(a) Usando relagdes entre coeficientes e raizes (descobertas por Albert Girard, século 17),

mostre que x3 = —2a, P = —3a* — 1%, Q = 2a(a®* — 1?).

2

(b) Mostre que sendo D = & + z—;, temos D = —3-1%(9a? — 1?)?
(c) Mostre entdo que podemos concluir as trés implicacdes:

i. D < 0= astrés raizes de f(x) sdo reais e distintas entre si;

i. D =0 = as trés raizes de f(x) s3o reais e a0 menos duas sdo coincidentes;

iii. D > 0 = somente uma das raizes de f(x) é real.
5.9 Equacdes do quarto grau. Um discipulo ensina seu
mestre

34. Ludovico Ferrari, discipulo de Cardano, criou um método (ndo uma férmula, como veremos)

para encontrar raizes de uma equacdo quartica geral. Chamamos de equacido quartica geral
uma equacio polinomial da forma x* + ax® + bx? + cx +d = 0. Os passos do método, com
adaptacoes livres e modernizadoras, é o seguinte.

Primeiramente, escrevemos a equacio equivalente x* + ax® = —bx? — cx — d.

Completando o quadrado do primeiro membro, chegamos a seguinte equacdo equivalente a
equacao quartica dada:

T \* 1
(xz + zax) = —bx!—cx—d+ Z—‘azx2

ou seja,

T \? 1
(x2+§ax) :(—b+1a2)x2—cx—d (5.1)

Na tentativa de forcar que o segundo membro da equacio tenha a forma A (x +B)?, somamos
um parametro t a expressao dentro dos parénteses do primeiro membro e desenvolvemos o
quadrado perfeito:

1 : 1T\’ 1
X+ sax+t) = (¥ +sax] +2 (X +sax ) t+t
2 2 2
Substituimos ento o termo (x* + %ax)2 pelo segundo membro da equagdo (5.1):

1 : 1 1
<x2+§ax+t) = (—b+Za2>x2—cx—d+2<x2+§ax>t+t2
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35.

36.

Rearranjando os termos temos uma nova equacao equivalente a quartica original:

1 2 1
(xz +Jax+ t) = (—b + Zaz + Zt) X2+ (—c + at)x + (—d + t?)

Se a expressao quadratica do segundo membro tiver discriminante A = 0, ela terd duas raizes
coincidentes e terd entdo a forma almejada.

Determinando um ndmero real ty que faca A = 0 (mostre que isto é sempre possivel, pois
A = 0 nos da uma equac3o do terceiro grau em t, de coeficientes reais), a equacdo quartica
dada inicialmente passa a ser equivalente a uma equacao da forma

‘I 2
(xz + 7 0% + to) — +A(x+B)* (com A e B reais, A > 0)

Para treinar o método, complete os detalhes do seguinte exemplo. A quartica dada é
X2 13 2x+1=0

, , . . ~ 2
Usando o truque de Ferrari, mostre que ela é equivalente a equacao (xz +x+ 1) = 16x%.

Deduza ent3o suas raizes: (3 = +/5)/2, (—5+ v/21)/2
Usando o método de Ferrari, descrito no exercicio anterior,

(a) mostre que a quértica x* + x> — 6x* —x 4+ 1 = 0 é equivalente 3 equacdo
2, x 2 _ 17,2 : ‘
(x*+ 3% —1)" = x* e determine suas raizes;

—]_ﬁi \ 34-217 —‘*ﬁi \ 344217
4 4 :

Resposta: 2 , 1

(b) determine as raizes de x* — 10x* +4x + 8 = 0. Resposta: 1 =& V3, =14+ /5.

Resolva a equacdo quartica x* + 2x* — 13x? + 2x + 1 = 0 (do problema 34), cujo polinémio
tem iguais os coeficientes equidistantes dos extremos (um polindmio simétrico), da seguinte

maneira. Divida ambos os membros por x* (poténcia de x do termo central do polinémio).
Faca u = x + 3—( obtendo u? — 2 = x* + 73_2 e entdo resolva a equacdo resultante em wu.

Finalmente calcule os valores procurados de x, resolvendo a equacdo x + J—( =u.
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