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Resumo

O objetivo deste trabalho é fornecer um resumo introdutério auto-consistente a Teoria
dos Grupos Quanticos. Para realizar esta tarefa, as Algebras de Lie e Algebras de Hopf sao
estudadas num passo intermedidrio. Nossa discussao tem como meta final classificar as repre-

sentagoes do andlogo quantico da &dlgebra universal envolvente da algebra de Lie s((2).

Abstract

This work aims at giving a self-contained and introductory review of the Theory of Quantum
Groups. To accomplish this goal, Lie Algebras and Hopf Algebras are also discussed at an inter-
mediate step. We focus at providing a study leading to the classification for the representations

of the quantum analogue of the universal enveloping algebra of the sl(2) Lie algebra.
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Capitulo 1

Introducao

Nos ultimos anos, varios campos da Matematica tém se beneficiado de uma proveitosa interacao
com a Fisica Teorica, conforme testemunham, por exemplo, as atribui¢coes mais recentes da
Medalha Fields (cf. Casacuberta [CC] e Jaffe [FQ]).

Paralelamente a Teoria dos Nés, ao estudo das representacées dos Grupos de Trancas, e a
Geometria Nao-Comutativa, um exemplo proeminente desta interagao é o tépico dos Grupos
Quanticos, langado originalmente por Jimbo [Ji3] e Drinfeld [D] em 1985, e que hoje é objeto
de estudo intensivo.

Embora tenha se originado nos estudos dos sistemas completamente integraveis da Mecéanica
Estatistica e na Teoria Quantica dos Campos, apesar do nome, os grupos quéanticos nao apre-
sentam estrutura de grupo e sé tem a estrutura nao-comutativa em comum com os sistemas
quantizados da Fisica. Rigorosamente falando, estes correspondem a estruturas (bi-)algébricas
denominadas Algebras de Hopf Quasitriangulares, que aparecem como ingredientes bésicos sub-
jacentes nas chamadas equacoes de Yang-Baxter. Estas sao as principais equagoes que governam
a Fisica dos sistemas completamente integraveis.

Motivados, quando da confeccao inicial de nosso programa de mestrado, pela nao-dispo-
nibilidade de um bom compéndio no assunto, e motivados também pela ainda pequena pene-
tracao deste topico na comunidade de matematicos do pafs, quando comparado a quase todo
grande centro de Matemadtica no mundo, neste trabalho, propor-nos-emos a fazer um estudo
introdutorio e de revisao sobre os Grupos Quanticos, visando a elaborar um primeiro guia em

portugués, em linguagem acessivel, que eventualmente possibilite a motivagao de outros colegas



e a difusao do assunto em outros centros.

Obviamente, dados os limites da nossa experiéncia e da duragdo de nosso projeto, nosso
estudo nao podde ser completo e estard certamente aquém, em detalhes e conteido, do que
aparece no excelente tratado publicado recentemente por Chary & Pressley [CP], que acabou
por constituir-se numa referéncia essencial.

Além deste, tomamos como base os trabalhos originais de Drinfeld [D], Jimbo [Ji3], Majid
[Ma] e Smith [Sm], assim como as notas de aula do curso de verdao que ministrou o Prof. Ph.
Roche [Ro2] no ICMSC-USP, em 1994, e seus artigos [RA] e [Rol]. O livro de Lustig [Lu], de
leitura extremamente dificil, também serviu-nos de suporte.

Nosso estudo constituiu-se de trés etapas principais. Sendo a Teoria das Algebras de Lie e
suas Algebras Envolventes um importante pré-requisito para o estudo dos Grupos Quéanticos, a
primeira etapa foi consagrada a um estudo critico e detalhado do livro cldssico de Humphreys
[Hu], sendo que também buscamos inspiracao nas obras de Serre [Se] e Bourbaki [Bo|, a fim de
podermos compreender pontos mais delicados tais como o estudo axiomaético e classificatério
dos sistemas de raizes. As Algebras de Lie sao apresentadas no Capitulo 2 e, se quiser, um leitor
experiente pode ir diretamente ao capftulo seguinte, sem prejufzos maiores para a continuidade.

A segunda etapa constituiu-se de um estudo sobre as Algebras de Hopf, seja do ponto de
vista mais cldssico, como o apresentado nos livros de Sweedler [Sw] e Abe [A], seja do ponto
mais dirigido a introdugao dos Grupos Quanticos, conforme explorado no trabalho de revisao
de Majid [Ma].

Na ultima etapa, tratamos do estudo dos Grupos Quanticos propriamente ditos, onde, basea-
dos nas referéncias acima mencionadas, introduzimos a quantizacao ou deformacao U.g corre-
spondente & dlgebra universal envolvente Ug de uma algebra de Lie simples g (sendo imediata
a extensao ao caso de uma algebra semisimples).

No decorrer dos estudos, varios conceitos e resultados elementares da Algebra e da Algebra
Linear, que nao foram abordados por nossa formacao classica, tiveram de ser aprimorados. Parte
do resultado desse estudo encontra-se nos trés apéndices que se encontram no final do texto.
Esperamos que o leitor possa neles encontrar todos os ingredientes necessarios a compreensao
deste trabalho.

Concluindo, vale mencionar, por um lado, o papel central (e enigmal!) que desempenha a



férmula de Reshetikhin-Turaeev [RT] na Matemadtica atual, descrevendo invariantes de nés e
de 3-variedades, cuja obtencao se serve do Grupo Quantico Usl(2) (cf. o Exemplo 111 tratado
na segao 4.3.2) para tornar rigoroso um argumento de Witten [Wi].

Por outro lado, mencionamos que o assunto estudado nesta tese encontra-se longe de ser
fechado e que existem ainda inimeros problemas em aberto envolvendo os préprios grupos
quanticos. Explora-se também sua relacdo com a Teoria de Galois, a qual parece bastante
promissora.

Este trabalho teve um papel decisivo na nossa opgao pela carreira académica, especialmente
pela Matematica Pura. Cremos estar investindo em uma area proeminente, que nos propor-
cionard conhecimentos sélidos e perenes, que nos auxiliarao na continuidade de nossa formagao

superior, assegurando uma futura atuacao em pesquisas de modo muito proveitoso.



Capitulo 2

Algebras de Lie

As Algebras de Lie sao estruturas algébricas de ocorréncia muito freqliente em diversas areas
da Matematica, a ponto de haverem se tornado tema indispensavel na formacao de bons espe-
cialistas. Seu estudo serve de base para muitas teorias avangadas, por exemplo, a teoria que nos
propomos a estudar nos capftulos subseqiientes. Além disso, consistem de objetos de interesse
e de estudo per si, revelando ainda muitos problemas em aberto.

O objetivo deste capitulo é apresentar as principais idéias da Teoria das Algebras de Lie,
sobretudo o estudo dos Sistemas de Raizes e o Teorema de Classificagao para as &dlgebras
semisimples de dimensao finita. Embora nao facamos nenhum estudo geral sobre representacoes
dessas dlgebras, discutimos detalhadamente o caso das representacoes de s[(2). Além deste
tépico a algebra sl(2) sempre estara presente nos exemplos especificos que discutiremos, ja que

este serd também o exemplo construido em detalhes no caso quantico.

2.1 Conceitos Basicos

2.1.1 Definicao e primeiras propriedades

Uma Algebra de Lie é um espaco vetorial g sobre um corpo F' munido de uma aplicagdo gxg — g,
denominada operagao colchete. Sua avaliagao sobre o par (z,y) € g X g é denotada por [zy] e

satisfaz as seguintes condigoes:

(L1) A operagao colchete é bilinear.



(L2) [zx] =0, para todo z € g.
(L3) [z [yz]] + [y [2z]] + [z [zy]] = 0, quaisquer que sejam x,y, z € g.
Equivalentemente, podemos definir a operacao colchete como uma aplicacao linear

[,]1:A% — g
zAy —  [zy]

satisfazendo a condicdo (L3), onde A%g é a segunda poténcia exterior de g (cf. pag. 168). A
operagao colchete também é conhecida como produto de Lie, e o elemento [zy] € g é chamado
comutador de x por y. A condigao (L3), chamada Identidade de Jacobi, tem papel fundamental
nesta teoria pois distingue uma &lgebra de Lie de uma algebra associativa. Se F' tiver carac-
teristica distinta de 2, a condigdo (L2) é claramente equivalente a condigao de anti-simetria

[ry] = —[yz]. De fato, por um lado, (L1) e (L2) implicam

0 = [z4+y,x+y]
= [zz] + [zy] + [yz] + [yy]
+

yl + [ya]

I
g

isto é, [xy] = —[yx]. Por outro lado, [xy] = —[yz] implica
0 = [zz]+ [xz]
= 2zx],

que certamente resulta em [zz] = 0, se F' tem caracteristica distinta de 2 .

Dizemos que g é abeliana quando a operacao colchete é trivial, isto é, quando [zy] = 0, para
todo z,y € g.

Neste trabalho, estaremos interessados principalmente nas algebras de Lie cujo espago ve-
torial subjacente g é de dimensao finita sobre F. Isto serd sempre assumido, salvo mencao
em contrdrio. Além disso, os axiomas que definem uma algebra de Lie continuam a fazer sen-
tido se substituimos F por um anel comutativo, mas nao iremos abordar essa (interessante)

possibilidade aqui.



Varios conceitos da Algebra e da Algebra Linear podem ser transportados imediatamente

para a Teoria das Algebras de Lie. Vejamos alguns.

Defini¢ao 1 (Subdlgebra) Um subespago K de g é denominado subdlgebra de Lie de g, se
K for fechado em relagdo ao comutador, ou seja, [xy] € K, para todo z,y € K. Isto significa
que K é uma algebra de Lie por si mesma. Particularmente, 0 = {0} e g sdo subdlgebras de
Lie de g, chamadas subdlgebras triviais. Qualquer outra subdlgebra de g distinta de 0 e de g é

chamada prépria.

Um exemplo importante de subdlgebra é a dlgebra derivada de g, definida pelo conjunto

lag] = {>_[zivi] : =i, yi € g}. Novamente, temos que g é abeliana se, e s6 se, [gg] = 0.

Definigao 2 (Ideal) Um subespago I de g é denominado ideal de g se para todo = € g e todo
y € I ocorrer [zy] € I (também poderiamos dizer que [yz] € I, em vista da condicdo L2). Os

ideais 0 e g sao ditos triviais e todo ideal de g distinto destes é dito proprio.

Como primeiros exemplos de ideais temos o centro de g, definido pelo conjunto
Z(g) ={z € g [22] =0, para todo x € g},

e também a algebra derivada [gg]. Uma vez mais, podemos notar que g é abeliana se, e s6 se,

Z(g) =g

Se I e J sao ideais de uma algebra de Lie g, entao também sao ideais
I+J={z+y:xeleyecJ},

[LT) =D [wiyi] 1w € T e y; € J}.

Se g tem apenas os ideais triviais e [gg] # 0, dizemos que g é simples. Neste caso, é facil

concluir também que Z(g) =0 e [gg] = g.

Defini¢ao 3 (Homomorfismo) Um homomorfismo de dlgebras de Lie é uma aplicacao linear
¢ : g — g’ entre dlgebras de Lie g e g’, satisfazendo a condigao: ¢([zy]) = [p(z)e(y)], Y,y € g.

O niicleo de um homomorfismo ¢ é o subconjunto Keryp = {z € g : p(x) = 0}. Dizemos que



um homomorfismo de algebras de Lie é monomorfismo se Ker ¢ = 0, epimorfismo se Imp = g/,

e isomorfismo se ambas as condigoes se verificarem. Um endomorfismo é um homomorfismo de
gemg.

O nicleo de um homomorfismo ¢ : g — g’ é um ideal de g e a imagem de ¢ é uma
subdlgebra de g’. De fato, se p(z) = 0 e y € g, temos ¢([zy]) = [p(x)e(y)] = 0, donde
[zy] € Ker . Similarmente, dados ¢(z), ¢(y) € g’, temos [p(z)p(y)] = ¢([zy]) € ¢’

Um homomorfismo de grande importancia é a representag¢ao adjunta de g, definida pela
aplicagdo ad : g — gl(g), tal que z — (y — adz(y) = [ry]). Uma propriedade notavel
deste homomorfismo é que seu nicleo coincide exatamente com Z(g), o centro de g. Isto nos
proporciona dois casos extremos: quando g é abeliana, entao ad = 0, e quando Z(g) = 0, ad é

injetora. Em vista da identidade de Jacobi temos ainda

adx([yz]) = [z [yz] = —[y [22]] = [z [zy]] = [y, ad 2(2)] + [ad 2(y), =].

Os endomorfismos que satisfazem uma igualdade como esta sdo denominados derivacdes. Ao
conjunto de todas as derivacoes de g denotamos por Der g.

Na verdade, o conjunto das derivagoes esta definido para qualquer F-édlgebra il (esta é um
espaco vetorial sobre F', dotado de um produto) nao necessariamente associativa. Este é o

conjunto dos endomorfismos 9§ : &l — i tais que a Regra de Leibniz

§(zy) = 26(y) + 6(x)y,

seja satisfeita para todo z,y € H. Se End il é o espago vetorial formado por todos os endomorfis-
mos de U, pode-se verificar facilmente que Der il é um subespaco vetorial de End i, e que Der 4
¢ fechada pelo comutador [06'] = 6’ — 6’5 de duas derivagoes quaisquer. Conseqiientemente,
Der 4l é uma subélgebra de Lie de gl(il) e a imagem da representagao adjunta x — adz é uma
subdlgebra de Lie de Der g. Todas as derivagoes de g contidas nesta imagem sao denonimadas
internas e as demais externas.

Para uso posterior, introduzimos também alguns conceitos provenientes da teoria de grupos.
O normalizador de uma subdlgebra (ou mesmo subespago) K de g é a subélgebra Ny(K) =

{zx € g: [xK] C K}, que é a maior subalgebra de g contendo K como um ideal. O centralizador



de um subconjunto X de g é a subdlgebra Cyq(X) = {y € g : [yX] = 0}. Se X for um conjunto
contendo um tnico elemento z, escrevemos simplesmente Cy(z) para Cy({z}). Por exemplo,
Cyla) = Z(g).

Para uma &lgebra de Lie g, construimos a dalgebra quociente g/I de g por um ideal I de
maneira andloga & dos anéis quocientes. O espago vetorial g/I é simplesmente o quociente do
espago vetorial g pelo subespago I, munido da operagao colchete, a qual é definida naturalmente
em g/I por

[+ Ly+1]=[zyl+1

para todo z,y € g. A operacao em g/I estd bem-definida poisse x+I =z'+Tey+I=y'+1
entdo temos ' = x+u ey’ = y+v para algum u, v € I, donde [z'y'|—[zy] = [uy]+[zv]+[uv] € I,
ja que I é um ideal. Isto significa também que a projecdo canénica g — g/I, tal que x — x+1,
¢ um homomorfismo de algebras de Lie.

As seguintes proposigoes introduzem os resultados classicos sobre homomorfismos, cujas

demonstracdes sio idénticas aquelas que aparecem em Algebra Linear (cf. Brown [Br, I, 5]).

Proposigao 4 (1° Teorema do Isomorfismo) Seja ¢ : g — g’ um homomorfismo de dlge-
bras de Lie, e I um ideal de g tal que I C Kerp. Entdo, existe um unico homomorfismo de

dlgebras 1) : g/I — g’ de Lie tornando comutativo o diagrama

9—“’>g’
N A
g/1

i.€, tal que Y om =, onde : g — g/I é a proje¢do canénica. Particularmente, temos

g
Ker ¢

= Im .

Proposicao 5 (2° Teorema do Isomofismo) Se I e J sdo ideais de g entdo

I+J _ I

J InJ

onde o isomorfismo € natural.



Proposicao 6 (3° Teorema do Isomorfismo) Se I e J sao ideais de g tais que I C J, entdo

J/I € um ideal de g/I e temos o isomorfismo natural

9/l 9

J/I—J
Exemplo 7 (Unidimensional) Se g é uma algebra de Lie unidimensional, entdao g = F'x para
algum vetor nao-nulo x € g. Desse modo, vé-se imediatamente que g é abeliana, e tem-se, no

maximo, uma algebra de Lie de dimensao 1 (a menos de isomorfismos). O

Exemplo 8 (Bidimensional) Seja g uma élgebra de Lie de dimensao 2, com base {z,y}.
Como dim A%g = 1, o posto da aplicagdo colchete [ , | somente pode ser 0 ou 1 (recordamos
que o posto de uma aplicagao linear é a dimensao de sua imagem). Se o posto for nulo, entao a
operacao colchete é trivial e g é abeliana. Por outro lado, se o posto for 1, podemos construir
uma nova base de g substituindo x por um gerador da imagem de [, | e substituindo y por
qualquer vetor independente de x. Assim, obtemos uma base em que [zy] = ax (0 # a € F).
Ademais, podemos multiplicar y por a~! obtendo finalmente [xy] = z. Com isto, determinamos
g completamente e, portanto, hd no maximo uma &lgebra de Lie nao abeliana de dimensao 2

(a menos de isomorfismos). O

Exemplo 9 (Algebras Lineares) Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita n sobre F'.
Sabemos que End V', o conjunto das transformacoes lineares V' — V', é uma algebra associativa

com unidade de dimensao n? sobre F. End V admite a operacio colchete usual dada por

[ry] = zy — yu,

para todo x,y € End V. E simples verificar que esta operacao realmente satisfaz os axiomas
(L1)-(L3), tornando End V' numa &algebra de Lie. Com esta nova estrutura, End V' é chamada
dlgebra geral linear, denotada por gl(V) (devido a estreita relacdo com o grupo geral linear,
GL(V), dos automorfismos de V).

Toda subélgebra de gl(V') é chamada dlgebra de Lie linear. Fixada uma base, gl(V') se iden-

tifica ao conjunto de todas as matrizes n X n sobre F', denotado por gl(n, F'). Esta identificagao



¢é bastante util para realizar cdlculos explicitos. Para ilustrar, em relacao a base canodnica de
gl(n, F') consistindo das matrizes e;; tendo 1 na posicao (4, j) e 0 nas demais posicoes, escrevemos

a tabela de multiplicacao dada pela expressao
leijext] = 0jkei — drier;,

onde d;; é o Delta de Kronecker. Observemos que e;jjer = €. O

Um homomorfismo de g em gl(V'), é dito ser umarepresentacdo e, neste caso, V é dito g-
mddulo. Toda representacao injetora ¢é dita ser fiel. Por abuso de linguagem, costuma-se dizer

simplesmente que V' é uma representacao de g.

2.1.2 As familias classicas de algebras de Lie

Apresentamos a seguir quatro familias de algebras de Lie que estdo em estreita relacao com os
respectivos grupos de Lie classicos e cujo estudo tornou-se consagrado. Por essa razao, estas

sao também denominadas dlgebras de Lie cldssicas.

Exemplo 10 (4;) Seja V um espago vetorial de dimensao [ + 1 sobre F. Consideremos o
subconjunto sl(V) de gl(V) consistindo dos endomorfismos = de V' com trago nulo, também
denotado sl(l + 1, F). Como Tr(x +y) = Tr(x) + Tr(y), e Tr(xy) = Tr(yz), temos Tr([zy]) =
Tr(zy — yx) = 0, donde s[(V) é uma subélgebra de gl(V'), chamada dlgebra especial linear. A
dimensdo de s[(V) pode ser facilmente calculada: por um lado, esta é no maximo (I + 1)% — 1.
Por outro lado, as (I + 1)? — 1 matrizes eij (i # j) e hi = ej —eip1,i+1 (1 < i < 1) formam
um conjunto linearmente independente, sendo, assim, uma base de s[(V'). Essa base é chamada

canonica. o
Exemplo 11 (Algebra si(2,F)) Um caso particular e muito importante da familia A4; de

algebras é o de sl(2, F'). O estudo das representagoes desta dlgebra permitird obter resultados

gerais sobre a Teoria das Representacoes de Algebras de Lie, e também a classificacdo das
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algebras simples. A base canonica consiste das matrizes

T =en = , h=ei —exn= , Y = e =

Em relagao a esta base temos as rela¢oes de comutacao de sl(2, F')

[hzx] = 2z, [xy] = h, [hy] = —2y, (2.1)

e as respectivas relagoes opostas. Ainda na mesma base, estas relagoes permitem-nos ver clara-

mente que as matrizes das representagoes adjuntas de x, h, y sao respectivamente

0 -2 0 2 0 O 0 0 O
ade=|0 0 1|, adh=]0 0 0 , ady=1| -1 0 0
0O 0 O 0 0 -2 0 2 0
Exemplo 12 (C;) Seja V um espago vetorial de dimensao 2/ sobre F', com base (v1,...,v9).
0 I
Definimos uma forma bilinear anti-simétrica f sobre V pela matriz s = : , onde
—I; 0

I; é a matriz identidade | x [ e denotamos por sp(V) ao conjunto dos endomorfismos de V'

satisfazendo

f([zyl(v),w) = f(z(y(v)) —y(z(v)), w)

= f,y(z(w))) - f(o,2(y(w)))
= [, (yz = zy)(w)) = = f (v, [zy](w)),

isto é [zy] € sp(V). Portanto, este subconjunto é uma subdlgebra de gl(V'), chamada dlgebra

simplética. Escrevendo-se a equagao que define sp(V) em notagdo matricial, torna-se facil
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determinar por um célculo direto que esta lgebra tem dimensao 2(? + [ sobre F. o

Exemplo 13 (B;) Seja dimV = 2] + 1, e consideremos a forma bilinear simétrica f definida

1 0 0

pela matrizs=| 0 0 I, |. Consideremos também o subconjunto o(V') de gl(V) de todos
0, O

os endomorfismos de V satisfazendo a condic¢ao f(z(v),w) = —f(v,z(w)), para todo v,w € V.

Assim como no exemplo anterior, verificamos facilmente que o(V') é uma &dlgebra de Lie. Esta

é denominada dlgebra ortogonal, e tem dimensao 2(? + [ sobre F. O

Exemplo 14 (D;) Seja dimV = 2[. Obtemos outra algebra ortogonal, cuja construgao é

0 I
idéntica a de Bj, tomando, porém, s = pela matriz que define a forma bilinear f.

I, 0

Neste caso, verificamos que dimo(V) = 2[? — 1. o

As &algebras dos exemplos A; — D; sdo denominadas dlgebras de Lie cldssicas (devido a
correspondéncia com os grupos de Lie cldssicos). Ha ainda outras subéalgebras de gl(n, F') que
sao igualmente importantes. Temos t(n, F), a dlgebra das matrizes triangulares superiores (i.é,
das matrizes (a;;) tais que a;; = 0 se i > j), n(n, F'), das matrizes triangulares estritamente
superiores (a;; = 0, se i > j), e ?(n, F'), das matrizes diagonais. Observemos que t(n, F) =

n(n,F)+0o(n,F), e 0(n,F),n(n, F)] =n(n, F), donde a algebra derivada de t(n, F') é n(n, F).

2.2 Algebras de Lie Soliveis, Nilpotentes e Semisimples

A definicao de solubilidade para algebras de Lie imita o conceito correspondente da teoria de
grupos, enquanto que a de nilpoténcia de grupos foi introduzida posteriormente a partir do

conceito existente para as algebras de Lie.

Definicao 15 (Série derivada) Seja g uma dlgebra de Lie. A série derivada de g € a seqiiéncia

de ideais

0@ =g, gV = [gg], 9 = [gWaW)],..., g =gl VgV, ..
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Definigao 16 (Algebra solivel) Uma dlgebra de Lie g € dita solivel se g™ = 0 para algum
n=20,1,...

Definicao 17 (Série descendente central) A série descendente central de uma dlgebra de

Lie g € a sequéncia de ideais

¢"=9, 0" =[o0], 6 =[00'], ..., o' = [og" ], ...
Definig¢ao 18 (Algebra nilpotente) Uma dlgebra de Lie g € dita nilpotente se g™ = 0 para

algum n=10,1,...

As algebra abelianas sdo trivialmente soliveis e nilpotentes e as algebras simples nao sdo
soliveis (a série derivada é constante e igual a g). Além disso, as dlgebras nilpotentes sao
soltiveis pois g C g’. Contudo, a reciproca nao é verdadeira: basta tomar g = t(n, F) para
obter g = g! = n(n, F), g*> = [gg'] = g' e, assim por diante, g’ = g'. Por outro lado, g(t) é
nilpotente, donde g ésoluvel.

As algebras soluveis e nilpotentes tém as seguintes propriedades imediatas, cuja prova pode

ser encontrada em Humphreys[Hu, §3.1 e §3.2]:
Proposicao 19 Seja g uma dlgebra de Lie.

(a) Se g € solivel (nilpotente) entao também o sao todas as subdlgebras e imagens homomdrficas

de g.

(b) Se I € um ideal solivel de g tal que g/I seja solivel, entdo g € solivel. g é nilpotente se

9/Z(g) for nilpotente.
(c) Se g € nilpotente entao Z(g) # 0.

(d) Se I e J sao ideais soliveis de g entdo I + J também é solivel e, portanto, g admite um

unico tdeal soluvel mazximal Rad g.

Defini¢cao 20 (Radical de uma Algebra de Lie) O dnico ideal solivel mazimal Radg de

uma dlgebra de Lie g é denominado radical de g.
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Definigao 21 (Algebra semisimples) Uma dlgebra de Lie g € dita semisimples se Rad g for

nulo.

Isto equivale a dizer que g ndo tem ideais abelianos nao-nulos. Com efeito, se I for um
ideal abeliano, entao I é solavel assim como I + Rad g, obrigando I + Radg = Rad g, isto é
I c Radg = 0. Por outro lado, se Rad g # 0, entdo o tltimo termo nao-nulo da série derivada
de Radg é um ideal abeliano de g. Conseqlientemente, g semisimples implica Z(g) = 0 e,
portanto, a representacao adjunta de g é fiel.

Por exemplo, uma algebra de Lie simples é trivialmente semisimples, g = 0 é semisimples e,
para g arbitraria, g/ Rad g é semisimples (pela parte (b) da Proposicao 19).

A condigao de nilpoténcia para g equivale a dizer que ad x1 ad x2 - - - ad 2, (y) = 0 para todo
Z1y..., T,y € g. Em particular (ad )™ = 0, para todo = € g, isto é adz é um endomorfismo
nilpotente de indice n. Quer dizer, se g é uma algebra de Lie nilpotente entao todo elemento

x € g é ad-nilpotente. A reciproca também é verdadeira como atesta o seguinte teorema.

Teorema 22 (Engel) Se g € uma dlgebra de Lie constituida inteiramente de elementos ad-

nilpotentes, entdo g € nilpotente.
Para provar este teorema, vamos necessitar dos seguintes lema e teorema.
Lema 23 Seja x € gl(V') um endomorfismo nilpotente. Entao ad x € nilpotente.

Prova. Associamos a x dois endomorfismos de End V', as translagoes a esquerda e a direita
respectivamente: \;(y) = zy e p,(y) = yx. Ambos sao endomorfismos nilpotentes. Além disso,
Az € p, comutam como conseqiiéncia da associatividade da multiplicacao de End V. Ademais,
como para qualquer anel, a soma ou a diferenca de dois endomorfismos nilpotentes que comutam

¢ ainda nilpotente, entao ad x = Az — p, € nilpotente. -

Teorema 24 Seja g uma subdlgebra de gl(V'), V' um espago vetorial de dimensdo finita sobre
F. Se g consiste inteiramente de endomorfismos nilpotentes e V. #£ 0, entdo existe um vetor

nao-nulo v € V, tal que, g-v =0 (i.é, um vetor que é anulado por todos os elementos de g).

Prova. Usemos inducao sobre dim g, sendo dimg = 0 um caso 6bvio. Suponhamos que K # g

seja uma subdlgebra qualquer de g. De acordo com o Lema 23, K age (via ad) como uma
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algebra de Lie de endomorfismos nilpotentes sobre o espaco vetorial g, e também sobre o espaco
g/K. Como dim K < dim g, a hipdtese de induc¢ao nos proporciona um vetor z + K # K em
g/ K anulado pela imagem de K em gl(g/K), isto é, [yz] € K para todo y € K, enquanto que
x ¢ K. Em outras palavras, K estd propriamente contido em Ng(K).

Agora, se K for uma subélgebra prépria maximal de g, o argumento precedente implica
Ng(K) = g, ou seja, K é um ideal de g. Se dimg/K > 1, entdo a imagem inversa em g de uma
subdlgebra unidimensional de g/K seria uma subdlgebra prépria contendo K propriamente,
o que contradiz a hipdtese da maximalidade de K; portanto K tem codimensao 1. Isto nos
permite escrever g = K + F'z para qualquer z € g — K.

Por inducéo, W = {v € V : K -v = 0} é ndo-nulo. Como K é um ideal, W ¢é estédvel sob g.
Com efeito, z € g, y € K, e w € W implica yz-w = zy-w — [zy]-w = 0. Escolhamos z € g— K,
como acima, de modo que o endomorfismo z (agora agindo sobre o subespaco W) tenha um
autovetor, i.é, tal que exista um vetor nao nulo v € W para o qual z - v = 0. Finalmente,

g-v =0, como queriamos. -

Prova do Teorema de Engel. Os elementos de g sao todos ad-nilpotentes, logo a dlgebra
ad g C gl(g) satisfaz as hipdteses do Teorema 24. Assumindo g # 0, temos um vetor = # 0 em
g para o qual [gx] = 0 e, conseqiientemente, Z(g) # 0. Por sua vez, g/Z(g) também consiste
de elementos ad-nilpotentes e tem dimensao menor que g. Novamente, a hipétese de inducgao

sobre dim g garante-nos que g/Z(g) é nilpotente e, por conseqiiéncia, g é nilpotente. -

Outra aplicagdo imediata do Teorema 24 é mostrar que existe uma base de V em relagao
a qual todas as matrizes de g estdo em n(n, F'), isto é sao triangulares estritamente superiores
(cf. Humphreys [Hu, Cor. 3.3]).

Para o caso em que g C gl(V') é soluvel e F' ¢ algebricamente fechado, um resultado semel-

hante é garantido pelo seguinte teorema.

Teorema 25 (Teorema de Lie) Seja g C gl(V) uma dlgebra de Lie solivel onde V € um
espaco vetorial de dimensdo finita sobre wm corpo F algebricamente fechado e de caracteristica
0. Entao existe uma base de V' em relacao a qual as matrizes de g estao em t(n, F), isto €, sao

triangulares superiores.
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O Teorema de Lie é um corolario do seguinte teorema, cuja prova é essencialmente andloga

a do Teorema 24.

Teorema 26 Seja g uma subdlgebra solivel de gl(V'), V' um espaco vetorial de dimensdo finita
sobre um corpo F algebricamente fechado e de caracteristica 0. Se V # 0, entdo V contém um

autovetor comum a todos os endomorfismos em g.

Esbogo da prova. Usemos inducao sobre dim g, sendo dimg = 0 um caso 6bvio. Devemos
encontrar um ideal K de g de codimensao 1 e mostrar, por inducao, que existem autovetores
comuns a todos os elementos de K. Verifiquemos que g estabiliza o subespago formado por tais

autovetores e, finalmente, encontremos nesse espaco um autovetor z € g tal que g = K + Fz. 4

Temos ainda um importante colorario:

Coroldrio 27 Se g ¢ uma dlgebra de Lie solivel entao [gg] € nilpotente (em particular, todo

elemento de [gg] ¢ ad-nilpotente).

Esbogo da prova. Devemos mostrar que as matrizes de adg estdo em t(n, F'). Logo as
matrizes de [ad g, ad g] = ad[gg] estao em n(n, F'), a dlgebra derivada de t(n, F'). Em particular,

adgx é nilpotente para todo x € [gg]. A nilpoténcia segue do Teorema de Engel. -

2.2.1 A decomposicao de Jordan-Chevalley

Momentaneamente, permitiremos que F' tenha caracteristica arbitraria, mas exigiremos que F
seja algebricamente fechado.

Recordamos da Algebra Linear a Decomposigao de Jordan: num espaco vetorial de dimensao
finita sobre um corpo algebricamente fechado, todo endomorfismo se decompde na soma de um
endomorfismo diagonal com um endomorfismo nilpotente comutando entre si. No caso das
algebras de Lie, é util tornar esta decomposicao ainda mais precisa.

Um elemento 2z € EndV (V' de dimenséao finita) é dito semisimples se as raizes de seu
polinémio minimal forem todas distintas. Equivalentemente, x é semisimples se, e sé se, x
¢é diagonalizavel. Um resultado classico da Algebra Linear nos diz que dois endomorfismos

diagonalizdveis comutando entre si sao simultaneamente diagonalizdveis (numa base comum).
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Portanto, sua soma ou diferenca é ainda semisimples. Além disso, se x é semisimples e fixa um

subespagco W de V', entao a restricao de z a W é obviamente semisimples.
Proposicao 28 Sejam V um espago vetorial de dimensdo finita sobre F' e x € End V.

(a) Existem tnicos xs e ys € End'V satisfazendo as condi¢oes © = x5 + x,, x5 semisimples,

x, nilpotente, x, e x, comutam entre si.

(b) Existem polinomios p(X) e q(X) em uma indeterminada, sem termo constante, tais que
xs =p(x) e xp, = q(x). Em particular, xs e x, comutam com qualquer endomorfismo que

comute com x.
(¢) Se AC B CV sao subespagos, e x leva B em A, entio x5 e x, também levam B em A.

A decomposicido x = x5 + x, é chamada decomposicdo de Jordan-Chevalley de x, ou sim-
plesmente decomposicao de Jordan. Os endomorfismos zs e z,, sao chamados respectivamente
parte semisimples e parte nilpotente de x.

Prova. Sejam aq,...,a; os autovalores de z, Hle(X — a;)™ seu polinémio caracteristico, e
Vi = Ker(z — a;1)™i. Entao cada V; é estdvel sob x, V = @V, e a restrigao de = a V; tem

m;

polinémio caracteristico (X — a;)™. Uma vez que os fatores (X — a;)" sao primos entre si,

o Teorema Chinés do Resto garante-nos a existéncia de um polinomio p(X) satisfazendo as

congruéncias

p(X) = a;mod(X —a)™, i=1,...,k

0 mod X.

=
ks
1

Esta dltima congruéncia é redundante quando algum dos autovalores de x for nulo, mas deve
ser acrescentada para garantir que p(X) tenha termo constante nulo. Sejam ¢(X) = X —p(X),
zs = p(z), e v, = g(z). Como p(X) e ¢(X) s@o polindomios em z, entdo zs e x, comutam
entre si, e comutam também com qualquer endomorfismo que comute com x. Ademais, x5 € x,
estabilizam qualquer subespaco de V' estavel sob z, particularmente, os subespagos V;, e x5 age
diagonalmente sobre V; com constante a;. Por defini¢ao, x,, = x — x,, deixando claro que z,, é
nilpotente (os autovalores de z — x5 sdo todos nulos). O item (c) deve estar claro, uma vez que

p(X) e ¢(X) tem termo constante nulo.
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Resta apenas provar a unicidade da decomposi¢ao (item (a)). Seja z = s + n outra tal
decomposicao. Entao temos xs — s = n — x,. Ora, o lado direito desta igualdade é nilpotente,
enquanto que o lado esquerdo é semisimples (s, n, zs, € x, comutam entre si pois sdo polinémios

em z), portanto deve ser identicamente nula, isto é, devemos ter z; = s e z, = n. -

Vimos no Lema 23 que se z € gl(V) é nilpotente entdo = é ad-nilpotente. Usando a
Proposi¢ao 28 podemos provar por um calculo direto (cf. Humphreys [Hu, §4.2]) que se x é

semisimples entao x é ad-semisimples.

Lema 29 Sejam x € EndV (dimV finita), e © = x5+ x,, sua decomposi¢ao de Jordan. Entdo
adz = adzs +adx, € a decomposicio de Jordan de adx em gl(End V). Em outras palavras, a

representacdo adjunta preserva a decomposicao de Jordan.

Prova. Claramente, ad zs e ad z,, s@o respectivamente semisimples e nilpotente, e comutam

entre si, pois [ad zs, ad z,,] = ad[zsx,] = 0. .

2.2.2 A forma de Killing

A definicao de semisimplicidade para algebras de Lie, apesar de nao muito sofisticada, difi-
cilmente é aplicada na pratica, pois pode nao ser facil encontrar Rad g para uma particular
algebra g. Precisamos de um instrumento melhor, que nos permita investigar a semisimpli-
cidade realizando uma verificagdo simples sobre alguns elementos de g. Como veremos, esse
instrumento é a Forma de Killing, definida por k(z,y) = Tr(ad x ad y), com x e y varrendo g.

Esta é claramente bilinear e associativa em relacao ao comutador:

k([zy],z) = Tr(ad[zy]adz2)

= Tr(fadzady]adz)

(

(

= Tr(adzadyadz) — Tr(adyad xadz)

= Tr(adzadyadz) — Tr(adzad zady)
(

= Tr(adzadyad z]) = k(z, [yz]),

para todo z,y, 2z € g.
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Iniciemos com uma propriedade functorial muito 1util da forma de Killing.

Lema 30 Se I € um ideal de g, Kk € a forma de Killing de g, e k1 € a forma de Killing de I

(visto como dlgebra de Lie), entdo k1 = K|rxg-

Prova. Com efeito, se W é um subespago de um espaco vetorial de dimensao finita V e ¢ é
um endomorfismo de V levando V em W, entao Tr ¢ = Tr(p|w ). Para todo z,y € I, adxady
é um endomorfismo de g que leva g em I, logo, seu traco k(z,y) coincide com o trago xr(z,y)

de (adzady)|; = ad;xadsy. -

O radical de uma forma bilinear simétrica w(z,y) é definido pelo conjunto

S={zre€g:w(xy) =0, para todo y € g}.

Este é claramente um subespaco de g. Dizemos que w é nao-degenerada se S = 0. Para testar a
nao-degenerescéncia, basta calcular o determinante da matriz associada a w em relagao a uma
base fixa de g. Temos que w é nao-degenerada se, e s6 se, esse determinante é nao-nulo.
Devido a associatividade, o radical da forma de Killing é mais do que meramente um
subespaco, é um ideal de g. Efetivamente, se R é o radical de k, =,z € g, e y € R, entao

k([zyl, z) = —k(y, [zz]) = 0 e, conseqlientemente, [xy| € R.

Exemplo 31 Vamos calcular a forma de Killing para sl(2, F'), usando a base canonica {z, h, y}.

Do Exemplo 11, temos que as matrizes das representagoes adjuntas de x, h, y, sao respectiva-

mente
0 -2 0 20 0 0 00
ade=10 0 1], adh=]10 0 0 , ady=1] -1 0 0
0 0 O 00 -2 0 20
0 0 4
Portanto, a matriz de k é 0 8 0 |, cujo determinante é —128, e x é nao-degenerada
4 0 0
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(desde que Car F' # 2). Para ilustrar, vamos calcular o elemento x(h, h):

k(h,h) = Tr(adhadh)

4 0 0
= Tr|l 0 0 0 | =8
0 0 4

Teorema 32 (Critério de Semisimplicidade) Seja g uma dlgebra de Lie. Entao g é semisim-

ples se, e so se, sua forma de Killing for nao-degenerada.

Para provar este resultado necessitaremos de um critério de solubilidade que nao estudare-
mos em detalhe aqui. Trata-se do Critério de Cartan (cf. Humphreys [Hu, §4.3]) cujo enunciado

encontra-se expresso pelo seguinte teorema.

Teorema 33 (Critério de Cartan) Seja g uma subdlgebra de gl(V'), para V. um espago ve-
torial de dimensdo finita sobre F. Definimos em g uma forma bilinear w(z,y) = Tr(zy), com

radical S. Se [gg] C S entao g € solivel.

Corolério 34 Seja g uma dlgebra de Lie e k sua forma de Killing. Se [gg] estd contida no

radical de k entdo g € soluvel.

Prova. Pelo teorema, ad g é solivel. Como Kerad = Z(g) também é soluvel, e adg = g/Z(g)

entao g € solavel. -

Prova do Critério de Semisimplicidade. De acordo com o Critério de Cartan adgS ¢é
solivel. Suponhamos que Radg = 0 (logo Z(g) = 0). Entao S = adgS é solivel, logo
S C Rad g = 0 e, conseqiientemete, x é nao-degenerada.

Por outro lado, se I é um ideal abeliano de g, x € I, y € g, entao adzady leva g em I,
(adzady)? leva g em [II] = 0, ou seja, adzady é nilpotente. Conseqiientemente x(z,y) =
Tr(adxady) =0, e I C S. Se k é nao-degenerada (i.é, S = 0), entdo g nao contém nenhum

ideal abeliano nao-nulo, logo g é semisimples. -
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Vejamos agora um resultado que torna mais precisa a caracterizagao de uma algebra de Lie

semisimples e seus ideais.

Teorema 35 Seja g uma dlgebra de Lie semisimples. Entdo existem (finitos) ideais simples

91,-..,0: de g tais que g =g1 D --- P gt e todo ideal simples de g coincide com algum dos g;.

Prova. Inicialmente, consideramos I um ideal arbitrdrio de g e definimos It = {z € g :
k(z,y) = 0, para todo y € I}. Como s é associativa, I+ é um ideal de g. O Critério de Cartan
aplicado & algebra de Lie I revela que o ideal I N I+ é solivel, logo 0. Portanto, devemos ter
g=IaI"

Em seguida, usamos indugao sobre dim g para obter a decomposicao desejada. Se g nao é
simples, entdo g contém um ideal minimal ndo-nulo g1, de modo que g = g1 ©g;. Em particular,
qualquer ideal de g; é também ideal de g, donde g; é simples (pela minimalidade). Pelo mesmo
motivo, gll ¢é semisimples e por hipdtese de inducao gf se decompoe numa soma direta de ideais
simples, os quais sao também ideais de g.

Resta-nos provar a unicidade dessa decomposicao. Se I é qualquer ideal simples de g, entao
[Ig] ¢ também ideal de g, e é nao-nulo, j& que Z(g) = 0. Isto obriga [Ig] = I. Por outro lado,
[Ig] = [191]® - @ [[g:], donde uma unica destas parcelas deve ser ndao-nula, digamos I = [Ig;].

Entao 0 # I C g; e, portanto, I = g; (j& que g; é simples). -

Coroldrio 36 Se g € semisimples, entio g = [gg] e todos os ideais e imagens homomdrficas de

g sdo semisimples (ou 0). Além disso, cada ideal de g é soma direta de ideais simples de g.

Prova. O quociente g/[gg] é simultaneamente abeliano e semisimples (como imagem homomérfica

de g), logo, deve ser nulo, isto é g = [gg]. -

2.2.3 A decomposicao de Jordan abstrata

Por construgao, a decomposicao de Jordan-Chevalley vista na subsecao 2.2.1 aplica-se apenas
ao caso g C gl(V), para um espago vetorial V' de dimensao finita. Contudo, é 1til estender este
conceito para as algebras de Lie abstratas. Como veremos a seguir, isto sera possivel quando
g for semisimples de dimensao finita. Primeiramente, necessitamos de um fato geral sobre

F-élgebras associativas.
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Proposicao 37 Seja U uma F-dlgebra de dimensao finita. FEntao Deril contém as partes

semisimples e nilpotente de todos os seus elementos.

Prova. Seja 6 = 0 + v € Derid, onde o € End il é a parte semisimples e v € End il é a parte
nilpotente de §. Basta mostrar que o € Deril. Por um lado, i é a soma direta dos subespacos
Uy ={x e U: (8§ —a)’z =0, para algum k dependendo de 2}, a € F, os quais sdo nulos quase
sempre (a soma é finita), e § age sobre i, como multiplicagao pelo escalar a. Por outro lado,

um simples argumento de inducao nos permite verificar a férmula

n

6= (a0 1) =3 (1)@= ar )@ b1y

=0

para todo z,y € 4. Por definicio, se z € , temos que (§ — a - 1)*z = 0 para algum k.
Também, se y € Uy entdo (6 —b- 1)'y = 0, para algum [. Assim sendo, tomando n =k +1 e
aplicando a férmula acima obtemos (§ — (a + b) - 1)"(zy) = 0, isto ¢, zy € Ugtp. Desse modo,
o(zy) = (a+b)xy. Por outro lado, x(cy)+ (cx)y = (a+b)zy. Como a soma U = P U, é direta,

temos que o(xy) = z(oy) + (ox)y, Yo,y € YU, como requerido. -

Vamos agora mostrar que ad g é de fato um ideal de Der g, para g uma algebra de Lie. Com

efeito, para todo § € Derg e todo x,y € g, temos

5,adz](y) = dadz(y)— adz(dy)
= ([zy]) — [, 0y]
= [z,0y] + [0z, y] — [z, 0y]
= [0z,y] = ad(dz)(y),

isto é, [0,ad z] = ad(dx) € ad g.
Uma importante conseqiiéncia deste fato e da nao-degenerescéncia da forma de Killing é o

seguinte teorema.
Teorema 38 Se g ¢é semisimples, entdo ad g = Der g, isto €, toda derivagao de g € interna.

Prova. Como g é semisimples, temos g = adg, e M = adg tem forma de Killing xj; nao-

degenerada. Ademais, M é um ideal de D = Der g, logo ks = Kp|amrxm-
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Se M+ = {6 € D: kp(d,adz) = 0 : Vx € g} é o subespaco de D ortogonal a M, entéo,
D = M ® M~ pois kj; é ndo-degenerada. Mas, como M e M~ sdo ambos ideais de D (kp é
associativa), segue que [M, M+] = 0.

Finalmente, se § € M=, entdo ad(dz) = [§,adz] = 0 (Vx € g), e conseqiientemente § = 0

(pela injetividade de ad). -

Este resultado nos permite introduzir uma “decomposicao” de Jordan numa &algebra de
Lie semisimples arbitraria g, denominada Decomposi¢do de Jordan Abstrata. Como g = adg =
Der g, e Der g contém as partes semisimples e nilpotente de todos os seus elementos, cada x € g,
determina (em vista da injetividade de ad) tnicos elementos s,n € g, tais que adz = ad s+adn
é a decomposigao de Jordan usual de ad x. Portanto, x = s + n, onde s é ad-semisimples, n é
ad-nilpotente e [sn] = 0. Escrevemos s = z5 e n = x,,, chamando-as, por abuso de linguagem,
parte semisimples e parte nilpotente de z, respectivamente.

Para concluir esta subsegao, vale notar que se g é uma &algebra de Lie linear semisimples, am-
bas as decomposicoes de Jordan coincidem, o que justifica a notagao acima. Isto serd mostrado

no Teorema 51.

2.3 Grupos e Algebras de Lie

Os grupos de Lie constituem um assunto particularmente rico e de grande interesse na Matematica
contemporanea. Sao objetos com propriedades algébricas (vistos como grupos), topoldgicas
(vistos como espagos topoldgicos) e geométricas (vistos como variedades) fortemente inter-re-
lacionadas, formando uma drea de confluéncia entre a Algebra, a Topologia e a Geometria.
Um objeto algébrico tem papel fundamental na compreensao destes aspectos, quando con-
siderados isoladamente, ou coletivamente: as dlgebras de Lie. Ao associar, de maneira bastante
natural, uma algebra de Lie a um grupo de Lie e vice-versa, ocorre que a estrutura da dlgebra de
Lie embute substanciais informacdes a respeito das propriedades do grupo de Lie subjacente. De
fato, quase toda a geometria do grupo encontra-se la engendrada. Esta transicao é interessante,
pois elimina toda eventual complicacao topoldgica que o grupo possa ter, “linearizando-o”. Isto
representa uma grande simplificacao, ja que podemos nos beneficiar da teoria de classificacao

das algebras de Lie, a qual, como veremos abaixo, encontra-se em estidgio bastante avancado.
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De fato, as algebras de Lie semisimples de dimensao finita sobre corpos de caracteristica 0
encontram-se completamente classificadas.

Nosso objetivo aqui é apenas dar uma ideia bésica acerca dos grupos de Lie e destacar sua
relagao com as algebras de Lie. Em particular, veremos como as representacoes de grupos de

Lie induzem representacoes de algebras de Lie.

2.3.1 Definicao e exemplos

Defini¢ao 39 (Grupo de Lie) Um grupo de Lie € um conjunto G dotado simultaneamente
de uma estrutura algébrica de grupo e de variedade C'*° compatz'/veis entre si, isto €, as aplicacgoes

de multiplicacdo e de inversdo que dao a G uma estrutura de grupo,

- GxG—G

t:G— G,
sao aplicagoes infinitamente diferencidveis.

Um homomorfismo entre grupos de Lie G e H é uma aplicagao ¢ : G — H que é simultanea-
mente diferencidvel e homomorfismo de grupos. Um endomorfismo de G é um homomorfismo de
G em G e um automorfismo é um endomorfismo bijetor. Os conjuntos de todas estas aplicacoes
sao denotados respectivamente por Hom(G, H), End(G) e Aut(G).

Em geral, quando dizemos que G é abeliano, estamos nos referindo a estrutura algébrica
subjacente de GG e quando dizemos que G é conexo, estamos nos referindo & sua estrutura de
variedade. Por via de regra, qualificativos atribuidos a G se referem sempre a uma ou outra
das estruturas subjacentes de GG, sem que haja ambigiiidades.

Um subgrupo H de um grupo de Lie G é um subconjunto H que é simultaneamente um
subgrupo, no sentido estritamente algébrico, e uma subvariedade fechada de G. Esta é uma
area de potencial confusdo, onde o atributo “fechado” aparece de maneira crucial (cf. Fulton
[FH, §7.1]).

Definimos, de maneira completamente analoga, um grupo de Lie complexo substituindo o

conceito de variedade diferencidvel pelo conceito de variedade complexa. Definimos, também,
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um grupo de Lie algébrico a partir do conceito de variedade algébrica.

Exemplo 40 (Grupo Geral Linear) O grupo geral linear GL(n,R) das matrizes reais n x n
inversiveis é um subconjunto aberto do conjunto das matrizes n X n dotado de estrutura de
variedade tal que as entradas de uma matriz sao coordenadas em GL(n,R). A diferenciabilidade
da multiplicagao

GL(n,R) x GL(n,R) — GL(n,R)

decorre da diferenciabilidade da multiplicagdo em R. A diferenciabilidade da inversao ¢ :
GL(n,R) — GL(n,R) decorre da regra de Cramer para a inversa de uma matriz. Ocasion-
almente, GL(n,R) aparece como o grupo dos automorfismos de um espaco vetorial V' de di-
mensao n. Quando nao desejamos fazer mengao explicita as bases de V, denotamos GL(n,R)
por GL(V) ou Aut(V'). Muitos grupos de Lie tém origem como subgrupos de GL(n,R). Alguns

exemplos sao dados abaixo. O

Como na Teoria de Grupos, um homomorfismo de grupos de Lie ¢ : G — GL(V') é dito ser

uma representacdo de G e V é dito G-espago. Neste caso é usual denotar-se ¢(g)(v) por g - v.

Exemplo 41 (Grupo Especial Linear) O grupo especial linear SL(n,R) dos automorfismos

de R™ com com determinante 1. O

Exemplo 42 O grupo B,, das matrizes triangulares superiores (o grupo dos automorfismos x de
R™ estabilizando uma bandeira, i.é, uma sequéncia de subespacos0=VyCc V; C --- C V,, = R"”,

tais que, dimV; =i e 2(V;) C V;). o

Exemplo 43 Alguns grupos Lie sdo obtidos como grupos de automorfismos A : R” — R", de
determinante 1, conservando alguma forma bilinear @ : R” x R" — R", isto é, Q(Av, Aw) =
Q(v,w) para todo v,w € R™. O grupo especial ortogonal SO(n,R) tem origem quando @
é simétrica definida positiva. Se @) é simétrica, nao-degenerada e indefinida, i.é, @@ tem k
autovalores positivos e | autovalores negativos, obtemos o grupo SO(k,[,R). Observemos que
SO(k,l,R) ~ SO(l, k,R). Se @ é anti-simétrica e nao-degenerada (neste caso n deve ser par)

obtemos o grupo simplético Sp(n,R).
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E facil escrever as equagdes matriciais que definem esses grupos. Se M ¢é a matriz associada
a forma bilinear @, entao

Q(v,w) = v' Mw,

para todo v,w € R™. A condicdo da definicao,

Q(Av, Aw) = Q(v,w),

torna-se

VP AT M Aw = v Muw.

Conseqilientemente,

A'MA = M.

Pode-se mostrar que, no caso de Sp(2n,R), a condi¢ao determinante 1 é redundante, e que

SO(k,l,R) tem duas componentes conexas se, e s6 se, k e [ sdo ambos positivos. o

2.3.2 A algebra de Lie g de um grupo de Lie G.

Os grupos de Lie, em geral, envolvem diversas complicagoes, como a nao-enumerabilidade de
seus elementos, por exemplo. Isto torna praticamente irrelevante a nocao de geradores e relacoes.
Felizmente, porém, hé certas propriedades muito boas para auxiliar-nos no estudo desses grupos
e suas representagoes. Muito do que acontece com um grupo de Lie estd determinado pelo que
acontece dentro de uma vizinhanga (um subconjunto aberto) da unidade e. E mais, hd uma
ferramenta notavel da qual podemos nos valer: as dlgebras de Lie. Para comecar, enunciamos

a seguinte proposicao.

Proposicao 44 (Schreier) Seja G um grupo de Lie conexo e U uma vizinhan¢a qualquer da

unidade e de G. Entdo U gera G.

Prova. Consideremos o subgrupo H de G gerado por U. Entao H é um subconjunto fechado
de G, assim como sao fechadas as classes de equivaléncia gH para todo g € G (a translacdo

h +— gh por um elemento fixo g € G é um difeomorfismo de G). Mas, H é o complementar em
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G do subconjunto fechado

U ¢H,

9¢H

sendo, portanto, um subconjunto aberto de G. Como G ¢é conexo devemos ter G = H. -

Esta proposicao afirma que se ¢ : G — H é um homomorfismo de grupos de Lie conexos,
entao p estd completamente determinada por seu comportamento em uma vizinhanca qualquer
U da unidade e € G. De fato, pode-se afirmar ainda que ¢ é unicamente determinada por sua
diferencial dy, : T.G — T.H onde T.G é o espago tangente a G pela unidade e (cf. Fulton
[FH, prop. 8.33]). Esta é uma situagao excelente. Podemos descrever completamente um
homomorfismo de grupos de Lie ¢ que, em geral, é bastante complicado estudando apenas uma
transformagao linear dy, entre espagos vetoriais.

Consideremos a agao por conjugacao de um grupo de Lie G sobre si mesmo, isto é, para

cada g € G definimos a aplicagao

¢,:G — G
h +— ghg™!

a qual é claramente um automorfismo de GG. A diferencial desta aplicagdo avaliada na unidade

e nos permite definir um importante homomorfismo,
Ad: G — Aut(T.G)

por

Ad(g) = (d®y)e : T.G — TG,

chamado representacdo adjunta de G.

Observamos que Aut(7.G) é um subconjunto aberto do espago vetorial dos endomorfismos
de T, G, de modo que, seu espaco tangente T, (Aut(7.G)) se identifica naturalmente a End(7.G).
Desse modo, tomando a diferencial da representacdo adjunta calculada na unidade, obtemos
uma aplicacao linear

ad = d(Ad) : T.G — End(T.G).
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Esta, por sua vez, permite definir uma operacao colchete
[, ]: T.G xT.G - T.G

por [zy] = ad(x)(y), para todo x,y € T.G.

Pode-se mostrar (cf. Fulton [FH, §8.1]) que T.G com a operacao colchete assim definida
é uma é&lgebra de Lie, isto é, a operacao colchete satisfaz as condigoes (L1)-(L3) da definigao
de élgebra de Lie. Além disso, para o caso particular G = GL(n,R), o espago tangente T.G
se identifica a EndR"™ = M, (R), e obtemos explicitamente [ry] = xy — yx. Isto justifica a
denotagao do comutador acima. O mesmo se diga dos grupos de Lie que se originam como
subgrupos de GL(n,R). Com esta estrutura de dlgebra de Lie, T.G é dito ser a algebra de Lie
do grupo G, denotado por g.

2.4 Mobdulos e o Teorema de Weyl

Nesta se¢ao, g é uma algebra de Lie semisimples sobre um corpo arbitrario F'. Para a maioria dos
resultados apresentados, F' é um corpo arbitrario. Entretanto, para os resultados envolvendo a
decomposicao de Jordan de um elemento x € g precisaremos que F' seja algebricamente fechado
(para podermos contar com os autovalores). Nosso objetivo principal é enunciar o Teorema de
Weyl sobre a redutibilidade completa das representacoes de dlgebras de Lie semisimples. Como
importante corolario, obteremos a conservagao da decomposi¢ao de Jordan por representacoes

de g. Ao mesmo tempo, introduziremos alguma terminologia de utilidade posterior.

2.4.1 Definicao e exemplos

Definicao 45 (Acgao de algebra de Lie) Seja V' um espago vetorial sobre F. A acao de

uma dlgebra de Lie g sobre V' € uma aplicagao linear ¢ : g @V — V satisfazendo a condi¢ao

zyl®v) = 2@ d(y@v)) - oy ©d(r @) (2.2)
= o(lded)(z@y -y ) @)

para todo x,y € g, e todov € V.
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Denotaremos ¢(z®wv) simplesmente por z-v. Notemos que, em contraste com o que acontece

com as algebras associativas, nao definimos acao lateral, pois g nao é associativa.

Definigao 46 (Médulo) Um g-médulo é um par (V,¢) consistindo de um espago vetorial V

sobre F' e de uma agao ¢ de g sobre V.

Para fixar melhor as idéias e a notacao acima, (V,¢) é um g-médulo, se, e s6 se, para todo

z,y € g e todo v € V, tivermos satisfeitas as seguintes condicoes:

(M1) (az+by)-v=a(z -v)+bly-v),
(M2) z - (av + bw) = a(x - v) + b(x - w),
(M3) [zyl-v=z-y-v—y-z-v,

onde a condigao (M3) é equivalente & condic¢ao (2.2) da definigdo de agao.
Se ¢ : g — gl(V) é uma representacao de g, entdo a aplicagdo ¢ : g® V — V dada por
x ®v +— @(x)(v) define uma acao de g sobre V. Basta-nos verificar que ¢ satisfaz a condigao

(M3):

P(lzyl@v) = e(zy])(v)

= o(@)(py ®@v)) — p(y)(o(r @y))
= ¢(@®@d(y®v)) - oy ® ¢z @0)).

Por outro lado, se ¢ : g®V — V é uma acao de g sobre V', entao para cada x € g, a aplicacao
v +— ¢(x ® v) define um endomorfismo p, de V, de modo que, a aplicagdo ¢ : g — gl(V) dada
por x — p, é uma representacao de g. Precisamos apenas verificar que ¢ é um homomorfismo

de algebras de Lie. Com efeito,

p(lzy])(v) = ppay (V)



= ¢z oY) - oy ® oz @)
= ¢z ®p,(v)) — Oy ® p,(v))

= pa(py(v)) = py(p(v))

= p@)e(y)(v) — e(y)e(z)(v)

= [p(@)e()](v),

para todo v € V', donde ¢([zy]) = [¢(x)¢(y)], para todo z,y € g.

Nao havendo confusao, costumamos denotar p, simplesmente por x e assim considerar x
como sendo um elemento de g ou um endomorfismo de V' (via a representagao p) indistintamente.
Além disso, se (V, ¢) é um g-médulo, omitimos a ac¢ao ¢, dizendo, por abuso de linguagem, que
V é um g-médulo.

E efetivamente ttil interpretar x-y-v como zy - v, onde xy é a composicao do endomorfismo
y com o endomorfismo z, e refrasear a condigao (M3) como [zy]-v = (zy — yz) v, onde zy — yx
é exatamente o produto de Lie usual de gl(V'). Isto nos fornece de imediato uma razao para
introduzir a condigao (M3), a saber, garantir a equivaléncia entre a linguagem de representagoes

e a linguagem de moédulos. Podemos, assim, utilizar uma ou outra linguagem convenientemente.

Definicao 47 (Homomorfismo de L-médulos) Uma aplicagio linear ¢ : V. — W entre os

g-modulos V e W € um homomorfismo de g-moédulos se o sequinte diagrama é comutativo:

ou equivalentemente, se p(x -v) =z - p(v), para todo x € g e todo v € V. Neste caso, também

dizemos que ¢ é uma aplicagao g-linear.

Um subespaco W de um g-médulo V' é dito g-submddulo se for estavel sob a acao de g sobre

V, ou seja, se satisfizer a condigao

{r-w:zegeweW}cCcW
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Um g-médulo V # 0 que admite apenas os g-submédulos triviais 0 e V é dito ser irredutivel.
Se um g-mdédulo arbitrario V' se escreve como soma direta de g-submoédulos irredutiveis entdo
V ¢é dito ser completamente redutivel.

Claramente, se ¢ : V — W é g-linear, entao Kerp, Imy sao g-submoddulos de Ve W
respectivamente. Ademais, se W é um g-submédulo de V', a acdo de g sobre V induz, de
maneira ébvia, uma agao de g sobre o espago vetorial quociente V/W tornando-o num g-médulo.

A saber, para todo x € g e todo v € V' temos

zv=x-(v+W)=(z-v)+ W =77,

onde v denota a classe de equivaléncia (médulo W) do elemento v. Em particular, valem os
trés teoremas classicos de isomorfismos cujos enunciados sao idénticos aos que se encontram na
subsecao 2.1.1.

Se {Vi}ier é uma familia de g-médulos, entdo o produto direto [I;c; Vi e a soma direta
@D,c; Vi sdo g-mddulos com agao de g dada respectivamente por x - [[,c;vi = [Lic;® - vi, €
z- @ vi = @i - vi. Porém, é preciso cuidado ao considerar o produto tensorial ), Vi.
Para isso vamos necessitar do conceito de acao de grupo de Lie.

Suponhamos que G e H sejam um grupos de Lie conexos e simplesmente conexos, e que g
e h sejam suas respectivas dlgebras de Lie. Pode-se mostrar (cf. Fulton & Harris [FH, §8.1])
que homomorfismos de grupos de Lie ¢ : G — H induzem homomorfismos de algebras de Lie
de, : g — b, e que homomorfismos de algebras de Lie ¢ : g — b§ induzem homomorfismos
¢ : G — H tais que dp, = 1. Particularmente, ¢ : G — GL(V') é uma representagao se, e s6
se, dp, : g — gl(V) o for, ou seja, V' é um G-espago se, e s6 se, for um g-médulo.

Agora, j4 podemos analisar o caso do produto tensorial V @ W de dois g-médulos V e W,
visto apenas como espaco vetorial. Se z € ge v : I — G é um caminho (diferencidvel) em G

tal que v(0) = e e v/(0) = x, temos por definigao
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para todo v € V, e igualmente para todo w € W. Por outro lado, V @ W é claramente um

G-conjunto com a acao

g-(vew)=(g-v)® (g w),

de modo que, V ® W torna-se um g-moédulo com a acao de g dada por

d
z-(ew) = —() (o)
t=0
d
= () v) @ (1) w)
t=0
= i( (t)-v) ®w+v®i( (t) - w)
Toa) t=0 at! t=0
= (z-v)Qw+v® (z-w).
A partir do argumento acima, concluimos que, se I = {1,...,n}, entdo V1 ®---®V,, torna-se
um g-médulo com acao de g dada por
x(q)l@@vn):z:q)l@@(xvz)@@vn (23)

i=1
Em particular, a n-ésima poténcia tensorial T%(V) = V®" =V ® ---® V de um g-médulo V
—_———

n vezes
é um g-moédulo. Conseqiientemente, sdo g-médulos o produto simétrico S™(V') e o produto

exterior, A™(V') (com as agoes induzidas), assim como as algebras tensorial
o0
T(V)=@P1"V),
n=0

simétrica

S(V) = s(V)
n=0

e exterior

AV)=EPA(V).
n=0
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Outro caso que requer mais atencao é correspondente ao espago vetorial dual V* de um

g-médulo V. A acao de G sobre V* é dada em termos da acao de G sobre V por

<g'fav>:<f7gil’v>'

Posto isso, se € g e 7y : [ — G é um caminho em G tal que v(0) = e e v/(0) = z, temos que

e fo) = (OO0 o)
= G0t

— (1. 400 >:0>
= (fi—z-v) )

o que torna V* num g-moédulo. De maneira analoga, se V' é um g-moédulo, entao V* torna-se
um g-modulo com a agao prescrita.
Juntando estes dois ultimos conceitos, se V' e W sdao g-mdédulos de dimensao finita, entao

Hom(V, W) se identifica a V* ® W, tornando-se num g-médulo com agao dada por

(@ f)v) =z f(v) = fz-v).

Antes de chegarmos ao resultado principal desta secao necessitaremos do conceito de Ele-

mento de Casimir.

2.4.2 O Elemento de Casimir de uma representacao

Nesta subsecao empregaremos a convencao de soma sobre indices repetidos. Seja g uma dlgebra
de Lie semisimples e seja ¢ : g — gl(V) uma representacgao fiel de g. Definimos uma forma
bilinear simétrica w(x,y) = Tr(p(x)p(y)) em g. Entdo wé associativa (cf. comentérios antes
do Lema 30) em relagao ao comutador e seu radical S é um ideal de g. Além disso, w é nao-

degenerada, pois (usando o Teorema 33 para ¢(S) C ¢(g)), ¢(S) = S é um ideal solivel de g ,
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logo S = 0. Tomando ¢ = ad resulta w = k, a forma de Killing de g.

Se (z1,...,2,) é uma base ordenada de g entao w determina unicamente a base (yi,...,Yn)
de g, satisfazendo w(x;,y;) = 0;5, chamada base dual de (z1,...,z,) em relagdo a w. (Notemos
que esta defini¢ao é valida para qualquer forma bilinear nao-degenerada w de g). Se x € g,

escrevemos [zx;| = >, ajjzj e [xy;] = >, bijy;. Usando a associatividade de w podemos calcular

agp = Zj aijw (s, yk) = w(lzz, yr) =

= w(—[miz],yx) = —w(z;, [zyE]) = — Zj bijw(xi, yj) = —br.

Se ¢ : g — gl(V) é qualquer representacao de g, escrevemos c,(w) = ¢(z;)p(y;) € EndV,
onde x;,y; variam sobre todos os respectivos elementos de bases duais. Em EndV temos a

seguinte identidade
[x(y2)] = vyz — yzo = zyz — yrz + yrz — yze = [xy|z + ylzz],
para todo z,y, 2 € End V. Desse modo,

[p(z)ep@)] = Y (lp@)el@le(yi) + o(zi)lp@)e(y)])

)

= Z” (aijp(z;)e(yi) + bijp(r:)p(y;)) = 0,

ja que a;; = —bj;. Isto significa que c,(w) é um endomorfismo de V' que comuta com todos os
elementos de ¢(g).

Voltemos ao caso em que ¢ : g — gl(V) é uma representagao fiel de g, com forma bilinear
(associativa, simétrica e nao-degenerada) w como acima. Estando fixada uma base ordenada
(x1,...,,) escrevemos simplesmente ¢, para c,(w), ao qual denominamos elemento de Casimir
de .

Uma propriedade interessante do elemento de Casimir é obtida de seu trago:

Tr(ey) = ) Tr(p(zi)e(wi)) = D wlzi,yi) = dimg.

Se a representacao for irredutivel, entdo o Lema de Schur (cf. Lema 138 na péag. 150) garante
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que ¢, age diagonalmente sobre V' com escalar dim g/ dim V. Neste caso, ¢, é independente da

escolha da base de g.

Exemplo 48 (si(2,F)) Seja g = sl(2, F'), com base canonica (x, h,y) (cf. Exemplo 11), V =
F2 e p:g— gl(V) é aidentidade. Por um célculo direto, encontramos a base dual (y, h/2,z)

em relacao a forma w, de modo que,

3/2 0
3/2

co =ay+h*/2 +yr =

Observemos que, 3/2 = dim g/ dim V', como esperavamos. o

Caso ¢ nao seja fiel, podemos ainda definir um elemento de Casimir para ¢. Ker¢ é um
ideal de g, logo, é soma de alguns ideais simples de g. Seja g’ a soma dos ideais simples restantes
de g. Entao a restricao de ¢ a g’ é fiel e podemos construir o elemento de Casimir como foi
feito acima. O elemento de End V' obtido desta maneira é também denominado elemento de

Casimir de ¢ e é denotado por ¢,. Este claramente comuta com ¢(g) = ¢(g’).

2.4.3 O Teorema de Weyl

Este resultado é fundamental no estudo dos g-mddulos de uma algebra de Lie semisimples g,
pois, permite-nos restringir o estudo aos casos de g-mddulos irredutiveis. Para isso, vamos

necessitar do seguinte lema.

Lema 49 Seja ¢ : g — gl(V) uma representagao de uma dlgebra de Lie semisimples g. Entao

w(g) C sl(V). Em particular, g age trivialmente sobre qualquer g-mddulo unidimensional.

Prova. Pelo Corolario 36, g = [gg] = g/, para g semisimples, logo ¢(g) = ¢(g’) = ¢(g) C
gl’(V). Os elementos de gl’(V) tém trago nulo, pois sdo combinagoes lineares de comutadores

de elementos de gl(V). Portanto gl’(V') C s[(V), concluindo a prova. -

Teorema 50 (Weyl) Se g é uma dlgebra de Lie semisimples e V' é um g-mddulo de dimensdo

finita, entao V€ completamente redutivel.
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Prova. Consideremos inicialmente o caso em que V tem um g-submédulo W de codimensao
1. Pelo Lema 49, g age trivialmente sobre F' = V/W, e temos a seqiiéncia exata curta (cf.
Apéndice B.1)

0—-W -V —-F—=0. (2.4)

Por indugao sobre dim W, vamos mostrar que se W nao é irredutivel, entdo esta seqiiéncia se
cinde (cf. Proposigao 163), isto é, W tem um complementar em V. Se W' é um g-submédulo

préprio nao-nulo de W, temos a seqiiéncia exata curta

0— % — % — F —=0.
Como dim W/W' < dim W, a hipétese de inducdo nos da um g-submédulo W /W' de V/W'

complementar de W/W', tal que

dimK:dim——dimK:L

w’ w’ w’

Conseqiiéntemente, é exata a seqiiéncia curta
0—-W'—= W —=F —0.

Novamente, dim W' < dim W, e usamos a hipétese de inducao para obter um g-submédulo X

de W complementar W', tal que
dim X = dim W — dim W’ = 1.

Como V/W' = W/W' & W /W', temos WNW = W’ ede W = W’ & X concluimos que
W nNX =0. Portanto, V =W & X, como requerido.

Por outro lado, se W é irredutfvel, o trabalho é um pouco mais complicado e vamos usar a
linguagem de representagoes, tendo a mao o elemento de Casimir. Por conveniéncia, podemos
assumir também que a representacao ¢ : g — gl(V) seja fiel sobre V. Seja ¢ = ¢, o elemento de
Casimir de ¢. Como ¢ comuta com ¢(g), ¢ é um endomorfismo de g-médulos. Em particular,

W é estédvel sob ¢ e Kerc é um g-submédulo de V. A acao trivial de g sobre V/W equivale a
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dizer que g leva V em W, o mesmo devendo se suceder com ¢ (pois este é combinagao linear
de elementos de ¢(g)). Entao ¢ tem trago zero em V/W, mas nao pode ter trago zero em
W, onde ¢ age como escalar pelo Lema de Schur, ou teriamos dim g = Try(c) = 0. Portanto,
V =W & Ker ¢, como desejado.

Tendo visto o caso especial, podemos finalmente ir ao caso geral em que W é um g-submaédulo

nao-nulo de V' e mostrar que a seqiiéncia exata curta
0-W -V -SV/IW -0

se cinde. Para isso, consideremos Hom(V, W) o espaco vetorial das aplicagoes lineares de V' em
W visto como um g-médulo. Seja V o subespago de Hom(V, W) das aplicagoes cuja restrigao a
W é multiplicagao por um escalar. Se f € V, entdo f|w = a -1 para algum escalar a € F, de

modo que para todo x € g, w € W, temos

(- f)lw) = z flw) - flz w)

= z-aw—a(r-w)=0,

donde z - (f|lw) = 0. Seja W o subespago de V consistindo dos endomorfismos escalares cuja
restricao a W é zero. Claramente, este é também um g-submédulo de Hom(V, W) e g leva V em
W. Além disso, W tem codimensao 1 em V, haja vista os elementos de V serem determinados

(médulo W) pelo escalar f]y. Com isto, estamos precisamente no caso especial
0—-W-—=V—->V/W-—0,

mencionado acima.
De acordo com a primeira parte da prova, V tem um g-submédulo unidimensional X com-
plementar a W. Seja f um dos geradores de X'. Sem perda de generalidade, podemos assumir

flw = 1w (basta multiplicar f por um escalar adequado). Temos

0=(z- )=z flv) = fz-v)
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isto é f é um homomorfismo de g-médulos. Logo Ker f é um g-submédulo de V. Como f leva

V em W e age como identidade sobre W, concluimos que V = W & Ker f. -

2.4.4 Conservagao da decomposicao de Jordan

Como aplicagao imediata do Teorema de Weyl, vamos mostrar que a Decomposicao de Jordan

é “compativel” com as representagoes de g.

Teorema 51 Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo algebricamente
fechado F e g C gl(V) uma dlgebra de Lie linear semisimples sobre F. Entdo g contém as
partes semisimples e nilpotente de todos os seus elementos em gl(V'). Particularmente, as

decomposicoes de Jordan usual e abstrata em g coincidem.

Prova. Seja x € g qualquer e x = x5 + x, sua decomposicdo de Jordan em gl(V). Temos
que adgyyz(g) C g, logo (prop. 28c) adgyvyzs(g) C g e adgy)rn(g) C g, 0 que equivale
a dizer que 5,2, € N = Ng(y)(g). Este normalizador é a maior subdlgebra de Lie de gl(V')
que contém g como um ideal. Gostariamos de poder afirmar que N = g, mas isso nao ocorre,
pois N contém os escalares, mas g C sl(V) ndo. Precisamos achar uma subélgebra de gl(V)
que esteja contida propriamente em N e que contenha g como um ideal, a qual provaremos ser
igual a g.

Se W é qualquer g-submddulo de V, definimos gy = {y € gl(V) : y(W) C W e Tr(ylw) =
0}. Se z € g, é claro que z(W) C W, e como g = [gg], temos z = ) [z;y;], para alguns
xi, Y € @, logo Tr(zlw) = Tr(>;[xslw, vilw]) = 0, i.é, 2z € gw. Portanto, g estd contida em
todos os tais espacos gy. Seja g’ a intersecgao de N com todos os espagos gy . Entao g’ é uma
subalgebra de N contendo g como um ideal. Além disso, se x € g, entao xg, T, estdo em gy,
logo estao também em g’.

Vamos mostrar que g = g’. Ocorre que g’ é um g-médulo de dimensao finita, logo o Teorema
de Weyl nos permite escrever g’ = g @® M para algum g-submédulo M. Mas [gg’] C g, de modo
que g age trivialmente sobre M. Seja W qualquer g-submédulo irredutivel de V. Se ye M
entdo [g,y] = 0, donde o lema de Schur garante que y age sobre W como um escalar. Por outro
lado Tr(y|lw) = 0, pois y € gw. Portanto y age trivialmente sobre W. Como V' pode ser escrito

como soma direta de g-submodulos irredutiveis, entao de fato y = 0, concluindo a prova. -
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Corolério 52 Seja g uma dlgebra de Lie semisimples e ¢ : g — gl(V') uma representagao (de
dimensdo finita) de g. Se x = s+ n € a decomposicio de Jordan abstrata de x € g, entdo

o(x) = @(xs) + p(zyn) € a decomposicao de Jordan usual de o(x).

Prova. Se adg s(z) = Az, entao ad,(q) ¢(s)(¢(x)) = p(adgs(x)) = Ap(z). Isto mostra que ¢(g)
é gerada por autovetores de ad,g) ¢(s), logo ¢(s) é ad-semisimples. Do mesmo modo, p(n) é
ad-nilpotente e [ad,(q) (5), ad,(g) go( )] = 0. Portanto, ¢(x) = ¢(s) + ¢(n) é a decomposicao
de Jordan abstrata de ¢(x) em ¢(g) (uma algebra de Lie semisimples). Pelo teorema, esta

coincide com a decomposigao de Jordan usual de ¢(z) em ©(g). -

2.5 Representagoes de dimensao finita de sl(2, F)

As representagoes de sl(2, F') quando F' é um corpo algebricamente fechado de caracteristica
0 constituem o caso mais simples da teoria de representacoes de algebras de Lie. Adiante,
veremos que toda algebra de Lie semisimples de dimensao finita é constituida de cépias de
s[(2, F), de modo que, estudar suas representagoes significa atender ao basico. De fato, vamos
obter uma caracterizagao completa das representacoes de dimensao finita de sl(2, F'). A grande
importancia deste estudo ficara clara quando estivermos abordando a teoria de classificagao
adiante.

Nesta secao, F' é um corpo algebricamente fechado de caracteristica 0, g = sl(2,F), e
{z,h,y} é a base candnica de g conforme o Exemplo 11. Recordamos as relagoes de comutagao
que definem g:

[ha] = 2z, [zy] = h, [hy] = —2y.

Seja V um g-médulo irredutivel de dimensdo finita. Pelo Corolério 52, h age diagonalmente

sobre V' de modo que temos a decomposicao

V=W (2.5)

A

onde a soma se da sobre todos os autovalores A distintos do endomorfismo h de V. Notemos
que esta é uma soma finita. Estes autovalores sdo denominados pesos e o espaco V) associado

ao peso A é chamado espaco peso.
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A esta altura, surge uma indagacao natural a respeito do modo como = e y agem sobre os
diversos espagos V). Isto pode ser analisado através da relacao (M3) escrevendo, para todo

v €V,

h-z-v = xz-h-v+[hz] v
= z-(\)+2z-v

= A+2)z-v

donde x - v é um autovetor de h associado ao autovalor A + 2. Claramente, a acao de x é dada
por

z: V) — Vo

Um raciocinio andlogo nos permite ver que a acao de y é tal que
y:Vy— Via.

Um resultado paralelo a estas expressoes é que x e y sao nilpotentes, o que ja se concluia pelo
Corolario 52.

Como a soma (2.5) é finita, deve haver um A tal que Vy;o = 0. Para tal A\, todo vetor
nao-nulo v € V) é chamado de vetor mazimal de peso A\. Outra conseqiiéncia imediata da acao
descrita acima é que os pesos que aparecem na decomposicao (2.5) devem ser todos congruentes

modulo 2. Com efeito, se Ag for qualquer um deles, entao o subespago

@ V)\0+2n

ne”L

é estével sob a acao de g, ou seja, é um g-submédulo. Como V é irredutivel, este submédulo
deve ser todo V. Isto signfica também que os espagos pesos V), devem formar uma cadeia (finita)
initerrupta de pesos da forma «a, a4+ 2, ..., a + 2k, para algum k£ = 0,1,2,... Suponhamos
que a cadeia fosse quebrada para algum i, isto é, V,y9; = 0. Entao teriamos V = U & W,
onde U = @;:0 Vagon e W = GBZ:Z Vaton seriam dois g-submédulos distintos de V', o que é

impossivel. Conseqiientemente, ha um tnico espago peso cujos vetores sao maximais, digamos
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V,. Este n é chamado peso mdximo de V.
Tomemos qualquer vetor maximal vy € V,,. Como V,12 = 0, devemos ter = - vog = 0.

As acbes iteradas de y sobre vy formam o conjunto A = {vg,y - vo,y>

- g, ...} e podemos
considerar o subespago W de V gerado por A. Vamos mostrar que, de fato, W = V. Basta
mostrar que W é estavel sob a agdo de g. Claramente, y - W C W, ja que yapenas leva o
vetor y* - vg no vetor 0 ou no vetor y**t! - vy. Além disso, notamos que 3 - vg € V,_o; donde
h-y'-vg = (n—2i)y’-vg. Portanto, h-W C W. Esta observacio garante imediatamente que os
elementos nao-nulos de A sejam linearmente independentes (como autovetores de h associados
a autovalores distintos). Finalmente, usando um rapido argumento de indugao, mostramos que
z-yt-vg=1i(n —i+ 1)y - vg, e desse modo x - W C W, completando a verificacdo.

Seja m o menor inteiro tal que ¥ vy = 0 (o qual existe, pois V tem dimensao finita e A gera
V). Formamos o subconjunto B = {vg,y - vo,...,y™ ! - v} de A, claramente uma base de V/,

consistindo de autovetores de h, cujos autovalores associados ocorrem todos com multiplicidade

1, de modo que dim V), = 1, para todo peso A. Temos ainda, que
0=z -y™ vy =m(n—m+1)y™ . v,

donde n — m + 1 = 0. Em conseqiiéncia disso, n e todos os demais pesos A de V devem ser
inteiros. Particularmente, dimV =n + 1.

Obeservamos que em relagao a base B, a matriz de h é diagonal, enquanto que as matrizes
de x e y sao triangulares, respectivamente, estritamente superior e estritamente inferior.

Para completar nossa andlise, vemos que os pesos formam uma cadeia de inteiros diferindo

de 2 entre si, simétrica em relagao a origem de Z C F,
—n,—n-+2,...,n—2,n.

Portanto, para cada n = 0,1,2,..., hd um unico g-moédulo irredutivel de dimensdo n + 1 (a
menos de isomorfismos). Indicamos este g-médulo por V(™).

Devido ao fato de cada peso ocorrer simultaneamente com seu oposto, um g-moédulo V
arbitrario, cujos pesos tenham todos a mesma paridade, e ocorram com multiplicidade 1 (for-

mando, portanto, uma cadeia simétrica em relacdo a origem), tem necessariamente que ser
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irredutivel. Ademais, o nimero de fatores irredutiveis de um g-mdédulo arbitrario V' é exata-
mente dim Vj; + dim V3. Para ver isto, basta notarmos que, na decomposigao de V', para cada
fator irredutivel temos uma tnica ocorréncia do peso 0 ou do peso 1 (mas nao de ambos, devido

a paridade).

Exemplo 53 Seja V = F, o g-médulo trivial. Claramente, V = V(©), O

Exemplo 54 Consideremos o g-médulo canénico (bidimensional) V = F x F = F?  com base

canonica {Z = (1,0),5 = (0,1)}. Entdo, a partir da matriz de h em (2.1) obtemos,

h-z = =z,
hey = -
Pela observacao no pardgrafo anterior, V = FZ @& Fj = V_1 @ Vi é exatamente V(D). O

Exemplo 55 Seja V o g-médulo candénico com base canénica {Z, 7} e W = S?(V) a segunda
poténcia simétrica de V. Entdao W é um g-médulo e {#2, %7, 7°}' é uma base de W. A acdo
de g sobre W é dada em termos da expressao (2.3) acima. Em particular, a acdo de h é dada

explicitamente por

h-(#*) = (h-2)3+i(h-7) =23
h-(zy) = (h-Z)g+I(h-y)=0
he(7) = (h-9)g+3h-5) =2

donde W = Fi2 @ Fij @ Fi> = W_y & Wy & W5 é exatamente o g-médulo V). De maneira

1 ~om—1

geral, a n-ésima poténcia simétrica S™(V') tem base {Z",Z" " g,...,Zy" , 9"}, e um calculo

direto nos mostra que a acao de h sobre os elementos dessa base é tal que

h- (8" Fgk) = (n — 2k)3" kg, kE=0,...,n,

1O produto simétrico est denotado aqui por simples justaposicéo.
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donde concluimos que os pesos de S™(V') formam a seqiiéncia
-n,—n—+2,...,n—2,n,

ocorrendo cada um com multiplicidade 1. Pela observacao acima, segue que S™(V') é irre-
dutivel, logo V(™ = §"(V). Portanto, hd precisamente um g-médulo irredutivel (a menos de

isomorfismos) para cada n > 0. o

2.5.1 Pletismo

Dado um g-médulo V qualquer, podemos formar novos g-mdédulos por meio de operagoes
(multi)lineares algébricas, como V ®@ V, S¥(V), A¥(V), V*, etc. Estes novos g-médulos certa-
mente admitem uma decomposicio em soma de fatores irredutiveis. Pletismo consiste exata-
mente em descrever as decomposicoes de g-mddulos obtidos desta maneira. Vale recordar que

se V=U®W é uma decomposi¢ao, temos entao os isomorfismos naturais de g-mddulos

(V)= D T'U) o TVW),
i+j=n

SU(V) = @y, SO @ SIW), 0 AV =@, A(U) @ A (W),

Desse modo, conhecendo a decomposicao em espacos pesos de um g-moédulo V' podemos
claramente deduzir a decomposicao em espagos pesos de quaisquer poténcias tensoriais de V.
Por exemplo, se V,, e V3 sao espacos pesos de V' com respectivos pesos a e 3 entao V, ® Vg
é um auto-espago de V ® V com peso a + 8. O mesmo se afirma para os produtos simétrico
e exterior. Portanto, os pesos do produto se combinam aditivamente aos pares a partir dos
pesos dos fatores, cobrindo todas as possiveis somas, com possiveis repeticoes. O peso total do
produto é, entao, simplesmente o produto do nimero de pesos dos fatores.

Para fixar as idéias, suponhamos que V seja o g-mdédulo canénico e desejamos estudar a
decomposicao de V@ @ V). Sabemos que os pesos de V® sio 0,42 e os pesos de V) sdo
41, +3. Conhecendo a acio de g sobre V) @ V), vem que este admite os 3-4 = 12 pesos +5,

+3 (duas vezes), e 1 (trés veses). Se v é um vetor de peso 5, entdo, {v,y-v,...,y° v} é uma
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base para um g-submédulo de V® @ V) isomorfo a V(%) o qual contabiliza uma ocorréncia
para cada um dos pesos —5,—3,—1,1,3,5. O complementar de V) em V® @ V3 conta
com os pesos +1(duas vezes) e £3, de modo que um vetor w de peso 3 gera um g-submdédulo
isomorfo a S3(V), contabilizando uma ocorréncia para os pesos —3,—1,1,3. Finalmente, o
complementar de S®(V) & S3(V) conta com os pesos —1,1, donde é exatamente uma cépia de
V. Conseqiientemente,

VO ove 2y6) g6 gyd

Em geral, se a e b sao inteiros positivos tais que a > b, é interessante obter uma expressao
para a decomposicao em pesos de V(@) @V (®) Para isso, associamos a uma seqiiéncia simétrica
de pesos —a,—a + 2,...,a — 2,a (a qual determina univocamente V(a)), cada um ocorrendo

com multiplicidade 1, um polinémio de Laurent
@ .
x4 x—a+2 4ot xa—2 + 2% = Zwa—Zz’
i=0

na indeterminada x. Reciprocamente, dado um polinomio de Laurent tal que cada expoente
aparega juntamente com seu negativo um igual niimero de vezes, podemos recuperar a seqiiéncia
de pesos simplesmente listando os expoentes de cada termo, contabilizando eventuais repeticoes.
Dadas duas destas seqiiéncias, —a,...,a, € —b,...,b, com seus respectivos polinémios, um

calculo direto nos permite verificar a férmula combinatorial

k=0 =0

Notemos que os expoentes que aparecem nos termos do lado direito desta expressao ocorrem
juntamente com seu oposto um igual nimero de vezes (i.é, a seqiiéncia e as multiplicidades sao
simétricas) e que todos os possfveis produtos dos termos aos pares (conseqiientemente todas as
possfveis somas dos pesos aos pares) estao expressos do lado direito, donde obtemos a seqiiéncia
—a—0b, —a—b+2 (2 vezes), —a — b+ 4 (3 vezes),..., a+b—2 (2 vezes), a + b. Notemos
também que os termos medianos desta seqiiéncia ocorrem com multiplicidade b formando uma
subseqiiéncia simétrica de comprimento a — b+ 1 (correspondente ao caso em que k = b e [ vai

de 0 até a — b). Podemos ilustrar esta situagao dispondo os elementos da seqiiéncia de maneira
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a formar a seguinte piramide:

k=b: —a+b, —a+b+2, ... a—b-2, a—d

(2.6)
k=1: —a—b+2, .. —a+b, —a+b+2, ... a—b—2, a—b, .. a+b—2
k=0: —a—b, —a—b+2, .. —a+b, —a+b+2, .. a—b—2, a-b, .. a+b—2, a+b

Em particular, vemos que o maior peso a+ b ocorre com multiplicidade 1, de modo que, um
raciocinio semelhante ao desenvolvido acima nos dd um g-submédulo de V(@ @ V) isomorfo
a V(@) contabilizando exatamente uma ocorréncia de cada um dos pesos correspondentes &
linha inferior da pirdmide (2.6) acima. O complementar de V(@) em V(@ @ V) comparece
entao com os pesos restantes na piramide, donde um simples argumento de indugao sobre o
peso méximo nos permite concluir que este complementar é isomorfo a V(@t0=2) gy... g ya=b),

Conseqiientemente, obtemos a decomposicao desejada:
V@ gy ®) o ylatd) g ylatd=2) oy g y(a=d), (2.7)

Procedimentos semelhantes se aplicam aos produtos simétricos e exteriores de quaisquer
g-mo6dulos dados. Porém, nem sempre é facil obter uma expressao geral como em (2.7). Para

mais detalhes remetemos a Fulton & Harris[FH, §11].

2.5.2 Resumo

O seguinte resultado, juntamente com seu corolario, resumem a classificacao das representagoes

de sl(2, F).
Teorema 56 Seja V um g-mddulo irredutivel para g = sl(2, F). Temos:

(a) Em relagio a h, V € soma direta de espacos pesos Vi, com o« = —m,—m—~+2,...,m—2,m,

onde dimV =m +1 edimV, =1 para cada «.

(b) V admite um unico vetor mazimal (a menos de multiplos escalares), cujo peso (denomi-

nado peso mdzximo) € m.
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(¢) Hd exatamente um g-mddulo irredutivel (a menos de isomorfismos) para cada possivel

dimensdo m + 1, denotado V"™, para m > 0.

Corolério 57 Tomemos g = sl(2,F) e seja V um g-mddulo qualquer (de dimensdo finita).
Entao os pesos de V' sao todos inteiros, cada um ocorrendo juntamente com seu oposto um
numero igual de vezes. Além disso, em qualquer decomposicao de V em soma direta de g-
submddulos irredutiveis, o nimero de parcelas é exatamente dimVy + dimVi. Se os pesos de
V' ocorrem todos com a mesma paridade e todos comparecem com multiplicidade 1, entao V é

rredutivel.

2.6 Classificacao das Algebras de Lie Semisimples de Dimensao
Finita

Nesta secao, g denota uma &algebra de Lie semisimples. Vamos estudar detalhadamente a
estrutura de g através de sua representacdao adjunta. Neste caso, porém, nao contamos com
um unico elemento “diagonal” h, como no caso das representacgoes de sl[(2, F'), permitindo
decompor a representacao numa soma direta de espacos pesos. Nao obstante, veremos que é
possfvel utilizar uma certa subdlgebra h de g, a qual tem papel andlogo ao de h, e que os pesos

nao serao simplesmente nimeros inteiros, mas elementos de h*, o espago vetorial dual de §.

2.6.1 Algebras Torais Maximais

Como g é semisimples, pelo Teorema de Engel, g ndo pode consistir inteiramente de elementos
nilpotentes (i.é, ad-nilpotentes). Isto significa que g contém elementos semisimples (i.é, ad-
semisimples), os quais geram subdlgebras de g consistindo unicamente de elementos semisimples

(cf. Proposicao 28 e Teorema 38), as quais chamamos de subdlgebras torais.

Lema 58 Seja T uma subdlgebra toral de uma dlgebra de Lie semisimples g. FEntao T €

abeliana.

Prova. Seja x € T qualquer. Como z é semisimples e ' é um corpo de caracteristica 0,
adr z age diagonalmente sobre 7. Basta, portanto, mostrar que ad7 x nao tem autovalores

nao-nulos. Suponhamos que ady z(y) = ay para algum a € F e y € T. Como adpy também
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¢é diagonalizdvel, podemos escrever x como combinacao linear de autovetores de adyy. Desse
modo, temos que adr y(z) = —ay estd simultaneamente num autoespaco (i.6, um subespago
contendo todos os autovetores) associado ao autovalor 0 e, eventualmente, num autoespago

associado a autovalores nao-nulos de adr y, logo deve ser a = 0. -

Fixemos uma subdlgebra toral maximal h de g, a qual é abeliana pelo Lema 58. Em
particular, adgh é uma familia de endomorfismos diagonalizaveis que comutam entre si. Um
resultado classico da dlgebra linear nos garante que endomorfismos com essa propriedade sao
simultaneamente diagonalizaveis. Isto equivale a dizer que g se decompoe como soma direta de
subespagos

0o = {z € g: [hz] = a(h)z para todo h € b},

onde o € h*. Note que gy é simplesmente o centralizador de h em g, Cy(h). De fato, podemos
afirmar mais [Hu, Prop. 8.2], que Cy(h) = b.

O conjunto de todos os a € h* nao-nulos tais que g, # 0 é denotado por @ e tais elementos
sdo chamados raizes de g em relacdo a h. Observe que ®¢é um conjunto finito. Com esta

notacao, podemos escrever a decomposicao do espaco por raizes

g= Cg(b) S @ Ja- (2'8)

acd
Exemplo 59 (Decomposicao de sl(n, F)) Seja g = sl(n, F'), com a base canonica h; = e; —
ei+1i+1 (1 <i<n), e (1 <i#j<n). Pode ser verificado que os h; geram uma subélgebra
toral maximal h de g e um célculo direto nos mostra que essa base determina uma decomposicao

de g por raizes. -

Pode ser mostrado (cf. Humphreys [Hu, caps. IV e V]) que ® (assim como a decomposi¢ao
por raizes) nao depende essencialmente de uma escolha particular de . Dentro dos interesses
deste trabalho, e por razoes de brevidade, vamos assumir como verdadeiro este resultado daqui
por diante. Isto se relaciona com uma outra caracterizacao das subdlgebras torais maximais
de dlgebras de Lie semisimples g como subdlgebras de Cartan de g (CSA’s), além de uma

quantidade razoavel de teoria, indicada na referéncia acima.
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Proposigao 60 Para todo o, € b*, [ga,83 C gat+p. Se T € go, o # 0, entdo adz €
nilpotente. Se o, € b*, e a4+ B # 0, entdao g, € ortogonal a gg relativamente a forma de

Killing k de g.

Prova. Para todo h € b, € go, e y € gg usando a identidade de Jacobi temos que

ad h([zy]) = [[hz]y] + [z[hy]] = a(h)[zy] + H(h)[zy] = (a + B)(h)[zy],

provando a primeira afirmacdo. A segunda afirmacao é conseqiiéncia imediata da primeira e do
fato de ® ser finito.
Seja h € b tal que (o + ()(h) # 0. Entdo, para todo = € g, € y € gg, pela associatividade

de Kk escrevemos

r[hal,y) = —r(lzh],y) = —r(x, [hy]),

ou seja,
a(h)r(z,y) = —B(h)k(z,y),
e daf,
(a+ B)(h)r(z,y) = 0.
Conseqiientemente, x(z,y) = 0. -

Corolario 61 A restricio da forma de Killing de g a go = Cg(h) € ndo-degenerada.

Prova. Como g é semisimples, k é nao-degenerada. Por outro lado, gy é ortogonal a g, para

todo a € ®. Se = € gp ¢ ortogonal a gy entao x(x,g) = 0, impondo =z = 0. -

Proposigao 62 Seja b uma subdlgebra toral mazimal de g. Entdo h = Cy(h).

Esboco da prova. (1) C = Cy4(h) contém as partes semisimples e nilpotente de seus elementos.
(2) Todos os elementos semisimples de C' estao em h. (3) A restrigao de k a h é ndo-degenerada
pelo Corolario 61. (4) C é nilpotente pelo Teorema de Engel. (5) h N [CC] = 0. (6) C é

abeliana. (7) C = b, sendo C' conteria um elemento nilpotente nao-nulo x por (1) e (2). adz é
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nilpotente e comuta com ady para todo y € C por (6) donde ad x ad y é nilpotente e portanto

k(z,y) = Tr(ad x ad y) = 0, contrariando o Corolario 61. -

Corolario 63 A restricao de k a by € ndo-degenerada.

Se t € b, a aplicagdo h +— k(t,h) define uma aplicacdo linear oy : h — F. Além disso, se
t,u € heab € F, entao agripy(h) = acy(h) + bay,(h), pela bilinearidade de k. Isto define
uma aplicacao linear ¢ : h — bh* tal que t — «; cujo nicleo é zero pois k é nao-degenerada em
h. Como dimbh = dimbh* < oo, temos que ¢ é um isomorfismo entre h e h*. Isto nos permite
identificar estes dois espagos do seguinte modo: para cada a € h* corresponde o (tinico) elemento

to € b satisfazendo a equacao

a(h) = k(tq, h), para todo h € b. (2.9)

Particularmente, ® corresponde ao subconjunto {t, : « € ®} de b.

2.6.2 Propriedades da decomposicao do espacgo por raizes

O objetivo desta subse¢do é obter uma caracterizacao precisa da decomposicao do espago por
raizes e, particularmente, uma caracterizagido do conjunto de raizes ®. A partir desta carac-
terizacao, e da correspondéncia que serd estabelecida entre as algebras de Lie semisimples e
tais conjuntos, poderemos obter uma classificacao completa das algebras de Lie semisimples
de dimenséao finita. A seguinte proposicao nos fornece propriedades de ortogonalidade entre os

espacos de raizes.

Proposicao 64 (a) ® gera h*.
(b) Se a € @, entio —a € .
(c) Sea € P, x € gy, €Y € g—q, entao [xy| = k(z,y)ta, onde t, € tal como em (2.9).
(d) Para todo o € @, [gag—a] € unidimensional, com base tq.

(e) a(ty) = k(ta,ta) # 0, para todo a € P.
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(f) Se a € ® e x, € qualquer elemento nao-nulo de g, entao existe yo € g—q tal que Ty, Yo,
e ho = [Taya) geram uma subdlgebra tridimensional de g isomorfa a sl(2, F').

2%,
By = ——2 ¢ hy=—h_,.
(9) i) ©

Prova. (a) Se ® nao gera b*, i.6, (®) C b*, entdo 0 # (®)* C h. Em particular, devemos ter
um elemento nao-nulo h € h tal que a(h) = 0, para toda « € ®. Isto significa que [h,g] =
a(h)gs = 0, para todo o € ®, o que por sua vez significa [hg] = 0, ou seja, h € Z(g) =0, o que
é impossfvel.

(b) Seja v € ®. Se —a ¢ P, isto é, g_, = 0, entdo, pela Proposi¢ao 60, devemos ter
k(ga,93) = 0, para todo § € h*. Como k é nao degenerada, isto obriga g, = 0, o que é
absurdo.

(c) Sejam o € @, x € go, € Y € g_o. Escolhemos h € h arbitrrio, e obtemos um (\inico)

to € b, tal que a(h) = K(tq, h). Assim, temos

k(b [zy] = k(2. y)ta) = k(b [2y]) = K(2,y)r(h; ta)
= w([hz],y) — a(h)k(z,y)

= a(h)k(z,y) — a(h)k(z,y) = 0.

Mas, claramente, [zy] € b, e a restricao de x a b é nao-degenerada, portanto [zy] = k(z,y)t,.
Isto mostra, ainda, que [gag—q], se ndo-nulo, é gerado por t,.

(d) Basta mostrar que se a € @, entao [gag—_a] # 0. Temos certamente k(gq, §—a) # 0, pois
do contrario, £(ga, g) = 0, 0 que nao é possivel. Particularmente, existem z € go €Y € g, tais
que k(z,y) # 0 e, conseqilentemente, 0 # [zy] = £(2, y)ta € [gaf—a, cOMO queriamos.

(e) Suponhamos «a(ty) = 0, de modo que [tq,z] = 0 = [tay], para todo = € gq, Y € g_q-
Como no item (d), podemos encontrar tais z e y satisfazendo k(x,y) # 0. Multiplicando x ou
y por um escalar conveniente, podemos supor que k(z,y) = 1, e dai [xy] = to. Segue que o
subespaco S de g gerado por z, y, t, é uma algebra solivel tridimensional e S ~ adg S C gl(g).
Em particular, adg s é nilpotente para todo s € [SS], de modo que, adgt, é simultaneamente
semisimples e nilpotente, i.¢é, adgt, = 0. Isto significa que t, € Z(g) = 0, contrariando a nossa

escolha de t,.
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(f) Dado 0 # x4 € ga, encontramos y, € g—o tal que K(rq,¥a) = —————, 0 que é
/<c(ta2, ta)
; t
possivel pelo item (e) e pelo fato que k(zq,8-o) # 0. Definimos hy, = (tiat) Entao
R{la,la
. . 2 20t
[ZaYa] = ha, por (c). Além disso, [haTa] = m[taxa] = a((taa))xa = 2z,. De modo
semelhante, [hoYa] = —2ya. Assim, Zq, Yo, he geram uma subdlgebra tridimensional de g que
tem a mesma tdbua de multiplicacdo que sl(2, F).
(g) Recordando a defini¢ao de t,, este item fica imediato.
]

Para cada par de raizes (a, —a), a Proposicao 64 nos fornece uma subslgebra S, 2 sl(2, F)
de g. Na secao 2.5, estudamos detalhadamente os S,-mdédulos de dimensao finita. Esse es-
tudo pode agora ser proveitosamente aplicado para obtermos propriedades de integralidade da
decomposicao do espago por raizes.

Inicialmente, fixemos uma raiz a € ®, e consideremos o subespaco M de g gerado por gg = b
juntamente com todos os espacos de raizes da forma dca Para ¢ € F. Devido a Proposigao 60,
M é claramente um S,-submoédulo de g contendo o préprio S, como um S,-submédulo. Se
T € @ea, temos hy - = [hax| = ca(hy)r = 2cz, de modo que, pelo Teorema 56, os pesos de hy,
em M sao os inteiros 0 e 2c. Em particular, todos os ¢ devem ser multiplos inteiros de 1/2.

O S,-submddulo irredutivel S, de M contabiliza uma ocorréncia do peso 0 e S, age trivial-
mente sobre Ker a, de modo que, estes dois S,-submddulos exaurem as possfveis ocorréncias do
peso 0. Com isto, exaurem também as possfveis ocorréncias dos pesos pares em M. Portanto,
os unicos pesos pares ocorrendo em M sao 0 e +2. Isto significa que 2« ¢ D, 1.6, duas vezes uma
raiz ndo pode ser wma raiz, ou teriamos uma ocorréncia do peso 4. Por este mesmo argumento,
%a nao pode ser uma raiz e, conseqiientemente, 1 nao pode ocorrer como peso de h, em M
(assim como nenhum peso fmpar). Pelo Coroldrio 57, temos entao M = h + S, (a soma nao
é direta pois h N S, = Fh,). Particularmente, o peso 2 ocorre com multiplicidade 1 donde
dimg, = 1, e S, fica unicamente determinada como a subdlgebra de g gerada por g, e g_q.
Além disso, os tnicos valores nao-nulos de ¢ sdo +1, donde os tinicos multiplos inteiros de uma

raiz o sao to.
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Na seqiiéncia, vamos examinar a acao de S, sobre os espacos de raizes gg com [ # *a.
Definimos K = Z 93+ia- Sa age sobre cada espaco de raizes unidimensional 98+ia levando-o
em gg (i—1)a ® gl;;ia ® 854 (i+1)a C K de modo que K é um S,-submoédulo de g consistindo
inteiramente de espagos de raizes unidimensionais correspondentes aos pesos inteiros distintos
e nao-nulos B(h,) + 2i (para os valores de i € Z tais que [ + iaw € ®). Estes sao todos pares
ou todos impares (dependendo do valor de B(ha)), de modo que os pesos 0 e 1 ndo podem

ocorrer simultaneamente em K como pesos desta forma, logo estes formam uma cadeia finita e

contigua, mais precisamente, uma progressao aritmética de razao 2, a saber

B(ha) —2r, B(ha)—2(r—1), ..., B(ha) ..., B(ha)+2q,

onde ¢ e r sao os maiores inteiros nao-negativos tais que g8 —ra, 8+ qa € ®. Isto mostra que K
é irredutivel e essa cadeia é simétrica, 1.6, B(ha) + 2¢ = —(B(ha) — 2r), ou seja B(ha) =7 — q.

Vamos denominar a correspondente cadeia de raizes

B—ra, B—(r—Da, ..., B ..., B+qa,

uma «-cadeia por (. Finalmente, observamos que se o, 3, + 3 € ®, entao 0 # [ga89s] C ga+5,

donde [gags] = ga+s-

Resumimos os resultados obtidos acima na seguinte proposigao.

Proposicao 65 (a) Se a € ® entdo dimg, = 1. Em particular, So = ga + §—a + ha (ha =

[8a8-a]), € dado xo € go nao-nulo existe um Unico Yo € g—q satisfazendo [xaYa] = ha-
(b) Se a € ® entdo, os unicos multiplos escalares de o que sao raizes sio a e —a.
(c) Sea,B € ® entao B(hy) €Z, e B — [B(ha)a € D.
(d) Se a, 3,00+ B € ®, entao [ga9s] = Ga+s-

(e) Sejam «, 3 € ®, com 3 # ta. Sejam r e q, respectivamente, o maior e o menor inteiro
nao-negativos para os quais 3 — ra, B+ qa sejam raizes. Entio 8+ ia € ® para todo

i=-r,...,q epB(hy) =7—q.
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(f) @ € gerada (como dlgebra de Lie) pelos espagos de raizes gq.

Os numeros
2k(tg, ta)
he) = ———
Blha) K(tasta)
da Proposicao 65 sao chamados Inteiros de Cartan.
Como a restri¢ao a h da forma de Killing x de g é ndo-degenerada (g semisimples), podemos
transferir a forma para h* definindo («, ) = k(ta,ts), para todo «, 8 € h*.

Os Inteiros de Cartan aparecerao com grande freqiiéncia no decorrer deste capitulo, por isso

definimos

Uma observagao importante: esta notagao € linear apenas na primeira varidvel.

Sabemos que ® gera h*, o que nos permite escolher uma base aq,...,q; de h* consistindo
unicamente de raizes. E claro que, se § € @, podemos escrevé-la unicamente como § =
Zézl cia;, onde ¢; € F. Vamos mostrar que, na verdade, os ¢; € Q (Car F' = 0). Para cada
j=1,...,1, temos (B,a;) = Zizl ¢i(a;, oj). Multiplicando ambos os lados destas igualdades

por 2/(ay, o), resulta um sistema linear

l
(B, 0j) = g (aj,a5) ¢, j=1,...,1
=1

cujos coeficientes sdo inteiros de Cartan (em particular, racionais), cuja matriz ((c, @), <; i<
é inversivel, pois os «; formam uma base e a forma é nao-degenerada. Conseqilientemente, este
sistema tem unica solugao sobre QQ, como afirmamos.

Com isto, acabamos de mostrar que o Q-subespaco Eq de h* gerado por todas as raizes tem
dimensao [ = dimp h* sobre Q. Ademais, para todo a, 3 € ® temos (o, 3) € Q, e a forma é

definida-positiva em Eg.

A X\, pp € b* correspondem os elementos ty,1, € b, tais que

(A, ) = K(tx, t,) = Tr(ad tyadt,).
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Os elementos t) e t, agem trivialmente sobre h e agem como multiplicagao sobre cada espaco
unidimensional g, por escalares a(ty) e a(t,), respectivamente. Além disso, adty e adt, sao
matrizes diagonalizéveis (simultaneamente), de modo que, o trago de seu produto é simples-

mente a soma do produto dos respectivos elementos das diagonais, i.€,

(A ) = Tr(adtyadt,) = Y alt)a(t,) = (o, A)(o, p).

acd acd
Particularmente, se § € ®, entdo 0 # (5,5) = Eaeq)(a,ﬁ)Q. Dividindo por (8, 3)2, obtemos
1/(8,8) = > qeala,8)/(8,8) € Q, pois para cada a € @, 2(a,)/(8,8) € Z. Portanto,
(B,8) € Q e, por sua vez, (o, 8) € Q. Como acima, se A € Eg, entdao (A\,A) = > co(a,N)? é
um numero racional positivo, a menos que A = 0, pois a forma de Killing é ndo-degenerada em
h. Assim, a forma (, ) : Eg x Eg — Q é bilinear simétrica definida positiva, ou seja, é um
produto interno em Eg.

Seja E o espaco vetorial real obtido através da extensao do corpo base de Q para R, isto
¢, &' =R ®q Eg. O produto interno de Eg se estende canonicamente para F, tal que F é um
espago euclideano. Observemos que ® contém uma base de E e que dimg FF = [.

Recordemos que uma reflexdo em E é uma transformagao linear ortogonal fixando pon-
tualmente algum hiperplano (i.6, um subespago de codimensao 1) e levando qualquer vetor
ortogonal a esse hiperplano em seu oposto. Assim, observamos que todo a € ® define uma

reflexdo o, em E através da expressao

oa(B) =B — (B, 2) o

Esta claramente fixa pontualmente o hiperplano P, = {8 € F : (8,a) = 0} e leva a em —a.
Podemos refrasear o item (c¢) da Proposigao 65 dizendo que ® ¢é invariante por reflexdes o,
(o € ®) ou, equivalentemente, que tais reflexdes agem como permutagoes dos elementos de ®.

Esta discussao se resume na seguinte proposicao.
Proposicao 66 Sejam g, h, ¢, e E como acima. Entdo:
(R1) ® € finito, gera E, ¢ 0 ¢ ®.

(R2) Os unicos maltiplos de o € ® sdo *a.
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(R3) Se a € ® entiao ¢ € invariante pela reflexao og.
(R4) Se a, B € ® entio (f,a) € Z.

Um subconjunto ® de um espago euclideano real £ com as propriedades apresentadas por
essa proposicao é chamado sistema de raizes em E. O numero [ = dimg E é chamado posto
do sistema de raizes ®. Humphreys [Hu, cap. III] contém uma abordagem axiomética para os
sistemas de raizes. A partir de um espaco real euclideano F, este define um sistema de raizes
como um subconjunto ® de F satisfazendo os “axiomas” R1-R4.

Com o que vimos até o momento, temos estabelecido uma correspondéncia (g, h) — (E, ®).
Na verdade, conforme ja mencionamos, pode ser mostrado que a aparente dependéncia da
escolha de h nao é essencial. Ademais, pode ser mostrado que esta correspondéncia é realmente

1-1. Vamos assumir este fato daqui por diante.

2.6.3 Sistemas de raizes

Nesta subsecao, as condicoes R1-R4 da Proposicao 66 serao consideradas axiomas sobre um
subconjunto ® de um espago euclideano E (i.é, um espago vetorial real de dimensao finita
dotado de produto interno). ® é um sistema de raizes em E se satisfizer R1-R4. Esta abordagem
evidentemente inclui os subconjuntos ® dos espacos F construidos na subsegao anterior. Vamos
usar um pouco da geometria euclideana para obter uma caracterizagao mais precisa dos sistemas
de raizes. Na verdade, pretendemos estabelecer adiante uma classificacdo completa desses
objetos e, consequientemente, uma classificacao das algebras de Lie semisimples.

O subgrupo W de GL(E) gerado por todas as reflexdes o, (o € ®) é chamado Grupo de Weyl
e tem papel fundamental no que se segue. Por (R3), W age como um grupo de permutagoes
de ® e, por (R1), gera ® e é finito. Isto permite-nos enxergar ¥V como um subgrupo do grupo
simétrico do conjunto ® (i.é, o menor grupo simétrico agindo transitivamente sobre ®). Com
efeito, os dois lemas seguintes nos permitem afirmar que dois sistemas de raizes “isomorfos”

tém mesmo grupo de Weyl.

Lema 67 Seja ® um conjunto finito de geradores de E e suponhamos que ® seja invariante
por todas as reflexdes o, (o € ®). Se ® € invariante por o € GL(E), o qual fiza pontualmente

um hiperplano P de E e leva algum vetor nao-nulo o € ® em seu oposto, entdo o = o,.
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Prova. Seja 7 = 00,(= 0o, '). Entdo 7 fixa ® e a e age como identidade no subespaco Ra
e no quociente E/Ra. Assim 1 é o tinico autovalor de 7 e o polinémio minimal de 7 divide
(X — 1)}, onde I = dim E. Por outro lado, se 3 € ® e k é a cardinalidade de ® (que é finita),
nem todos os vetores 3, 7(3),...,7%(3) podem ser distintos, i.6, alguma poténcia de 7 fixa (3.
Escolhamos k suficientemente grande para que 7% fixe todos os 3 € ®. Como ® gera F, 7% fixa
alguma base contida em ®, portanto 7% = 1. Isto significa que o polinémio minimal de 7 divide
Xk — 1. Conseqiientemente, esse polinémio é exatamente X — 1 = mde(X* —1,(X — 1)}, o

que implica 7 = 1. -

Lema 68 Seja & um sistema de raizes em E com grupo de Weyl W. Se o € GL(E) deiza ®

invariante, entdo co,o ! = To(a) Para todo a € @, e (B, a) = (0(B),0(a)) para todo o, 3 € P.

Prova. Como 0,(3) € ®, temos co,0 (0(B)) = 004(8) € ®. Esta igualdade equivale
ao(f—(B,a)a) =0cf)— (B,a)o(a). Como o|p age transitivamente sobre ®, concluimos
que 00,0~ deixa @ invariante. Ademais, co,0 ! fixa o hiperplano o(P,) e leva o(a) em
—o(a). Pelo Lema 67, temos 00,0 ! = Os(a). Comparando a equagao acima com a equagao

o) (0(B)) = a(B) — (o(B),0(a)) o(a), completamos a prova do lema. -

Um isomorfismo entre dois sistemas de raizes ® e ®’ em respectivos espacos euclideanos
e E' é um isomorfismo de espacos vetoriais (ndo necessariamente uma isometria) ¢ : E — E’,

que leva ® sobre @' tal que (p(5), p(a)) = (B, ) para todo 3, € ®. Segue que

= ¢(B) —(B,a)p(a)
= 90(6 - <57 Oé> Oé)
= (po0a)(B),

1

isto é, temos uma correspondéncia bijetora oo — 0yq) = 90 0q 0@ ", para todo a € . Esta

I entre os grupos de Weyl W

se estende claramente a um isomorfismo natural ¢ — @ oo o~
de ® e W’ de @', respectivamente. O Lema 68 nos assegura que um automorfismo de ® €
precisamente um automorfismo de E fizando ®. Em particular, podemos enxergar ¥V como um

subgrupo de Aut ®.
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O axioma R4 impoe uma severa limitacao nos possiveis angulos ocorrendo entre pares de
raizes. Recordamos que o cosseno do angulo 8 entre dois vetores «, 6 € E é dado pela férmula

la|||| 3] cos @ = (e, 3). Portanto,

C2B.a) 18l
~wa)  lal

cos

(8, )

e dai,

(o, B) (B, ) = 4 cos? 6.

Este ntimero deve ser um inteiro ndo-negativo. Mas, 0 < cos?0 < 1, e {a, 3) e (3, @) tém mesmo

sinal, resultando nas possibilidades listadas na seguinte tabela quando « # 3, e ||| > ||«

(., ) (B,q) 6 1817/ llal?

0 0  w/2  indet.
1 1 /3 1
1 -1 2q/3 1 .10)
1 2 w4 2
-1 -2 37/4 2
1 3 /6 3
1 -3 51/6 3

A partir da informacado contida nesta tabela podemos obter um critério simples, porém

muito 1util, expresso no seguinte lema.

Lema 69 Sejam o, 3 duas raizes tais que (3 # +a. Se (a,3) > 0 entao o — 3 é uma raiz, se

(o, B) < 0 entdo o+ B € uma raiz, e se (a,3) =0, entaéoa — € & a+ [ € D.

Prova. Inicialmente, note que («, 3) e {(a, ) tém o mesmo sinal. A tabela mostra que (£, «)
ou (a, ) éigual a 1. Se (a, ) = £1, entdo og(e) = a £ [ € ¢. Se (B,) = £1, entdo
B+ ae€ ®, e portanto ogra(f+a) =a+ e .

A segunda afirmacao segue da primeira, aplicada a —0 ao invés de § enquanto que a dltima

afirmacao é ébvia. -
Sejam «, B duas raizes tais que § # +a. Consideremos a a-cadeia por (3, isto é, todas as
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raizes da forma (3 + i« para ¢ € Z. Sejam r, g os maiores inteiros nao-negativos tais que 8 —ro
e 0+ qa sao raizes (os quais existem devido a R1). Entao a cadeia de raizes iniciando em §—ra

e terminando em (3 + g« é ininterrupta, isto é, forma uma progressao aritmética

B-ra, B—(r=Da, ..., B ..., B+(¢—1Na, B+qo

de razao a. (cf. prop. 65e). Do contrério, existem inteiros p, s tais que —r < p < s < ¢ tais
que B+pa€e®, f+(p+1ad¢® +(s—1)aé¢ P e+ sae d. Nesse caso, pelo Lema 68,
devemos ter simultaneamente («, 5+ pa) > 0 e («, 5+ sa) < 0, o que é absurdo, pois p < s e
(o, ) > 0.

Notemos que o, apenas soma ou subtrai um multiplo de « (possivelmente 0) a qualquer
raiz, logo a cadeia é invariante por o,. Como o, (8+ia) = f—ia—(B,a)a (—r <i < q), cada
elemento da cadeia refletida por « é exatamente o respectivo elemento da progressao aritmética

de razao a

B_qaa ﬁ_(q_l)av RN ﬂ R ﬂ—l—(r—l)a, B+Ta-

deslocado do fator constante — (3, a)a. Esta cadeia refletida deve coincidir com a cadeia
original (que é invariante por o,,), tornando claro que, geometricamente, o, reverte os elementos
da cadeia. Em particular, a cadeia refletida inicia-se com a raiz o, (8 +qa) = f—qa— (3, a) «,
a qual deve ser igual a 3 — ra (pela definigdo de r). Portanto, devemos ter (3, a) =r — q.

A tabela (2.10) permite-nos entao concluir que uma a-cadeia por [ contém no méximo
quatro raizes. Com efeito, temos 3 > (B + qa, ) = (B,a) + q¢{a, ) =r —q+2¢=1r+q >0,
donde o comprimento da a-cadeia por 3é r + ¢+ 1 < 4 (cf. Jacobson [Ja, IV, pdg. 117] para
uma prova diferente, porém muito interessante).

Quando o posto I do sistema de raizes & é menor ou igual a 2 podemos representi-lo

simplesmente desenhando uma figura, conforme veremos nos exemplos seguintes.

Exemplo 70 (Posto 1) Em vista de (R2), no caso unidimensional a tnica possibilidade é o

sistema de raizes Aj,
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correspondente a algebra de Lie s((2, F). 0

Exemplo 71 (Posto 2) No caso bidimensional, notemos que (R3) determina a constancia do
angulo entre duas raizes adjacentes quaisquer. De acordo com a tabela (2.10), esse angulo pode
ser qualquer um dos quatro angulos /2, 7/3, 7/4, 7/6. Com excessao do primeiro angulo, o
comprimento relativo entre as raizes fica determinado pela propriedade (R4). Portanto, a menos
de multiplos escalares, ha exatamente quatro sistemas de raizes com posto 2, representados na

figura abaixo, para cada um desses angulos respectivamente.

A1 X Al A2

By Ga

~

Os trés primeiros sistemas de raizes correspondem as dlgebras cldssicas sl(2, F) @ sl(2, F) =
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s0(4,F), sl(3,F) e so(5,F) = sp(4, F), respectivamente. O sistema Gy nao corresponde a
nenhuma das algebras classicas. Porém, pode ser mostrado que existe de fato uma algebra de
Lie (excepcional) de posto 2 cujo sistema de raizes é Go (cf. Humphreys [Hu, §12.1]).
Observando que 0,03 é uma rotagao de angulo 260, onde 6 é o angulo entre as raizes a e
B, claramente a ordem de o405 € 2, 3, 4 e 6, para cada um dos respectivos angulos 6 = /2,
7/3 (ou 21/3), w/4 (ou 37/4) e w/6 (ou 57/6). Para cada sistema de raizes deste exemplo, é
evidente que 0,03 € 0, (ou 03) sdo geradores para o grupo de Weyl. Assim, se D,, é o grupo
diedral de ordem 2n, temos que os grupos de Weyl dos sistemas A; x A, A, By e G9 s@o

respectivamente Dy, D3, Dy e Dg. o

2.6.4 Raizes simples

Como na subsecgao anterior, ® denota um sistema de raizes de posto [ no espaco euclideano F
com grupo de Weyl W. De acordo com R1, & contém geradores de E; em particular contém
uma base de E. Dentre as possiveis bases de F vamos destacar aquelas com uma propriedade
adicional e reservar o termo base para designar precisamente tais conjuntos (em ingles hé duas
palavras para designar base: basis designa uma base no sentido familiar, enquanto que base
refere-se a uma particular base com determinada propriedade. Como nao temos esta distincao
em portugués, vamos empregar o mesmo termo - base - para indicar ambos os casos, sem

observagoes, quando o contexto assim o permitir).

Definicao 72 (Base para um sistema de raizes) Um subconjunto A de ® € uma base se

satisfizer as condigoes

(B1) A € uma base E no sentido usual.

(B2) Cada raiz 3 pode ser escrita como combinagao linear ) g kacr, com coeficientes inteiros

ko todos ndao-negativos ou todos nao-positivos.

As raizes de A sdo chamadas simples. Devido a B1, a cardinalidade de A é [ e a expressao
para ( é unica. Isto nos permite definir a altura de uma raiz 3 (em relagao a A) por ht 5 =
Y aca ka- Se todos os k, forem positivos (respec. negativos) dizemos que [ é positiva (respec.

negativa) e escrevemos 3 > 0 (respec. 8 < 0). Com isto, A define uma relacao de ordem parcial
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em E: < o< a— (3 ¢éuma soma de raizes positivas (equivalentemente, de raizes simples).
Desse modo, ® é a reunido disjunta dos conjuntos ®* e ®~ das raizes positivas e das raizes
negativas, respectivamente.

O tnico problema com a Definicao 72 é que ela nao garante a existéncia de uma base em .
Reparemos que as raizes « e 3 dos exemplos (70) e (71) formam uma base de E. Nao obstante,
pode ser mostrado (cf. Humphreys [Hu, §10.1]) que ® tem sempre uma base.

Seja A uma base fixada de ®. Vamos agora estabelecer alguns resultados muito tteis

envolvendo as raizes simples.

Lema 73 Para todo o, 3 € A, com a # [, temos (B,a) < 0 (i.é, o angulo entre 3 e a €

obtuso), e o — 3 ndo € uma raiz.

Prova. Suponhamos (3, ) > 0. Entao o — 8 é uma raiz, violando a condi¢ao B2, sendo esta

uma combinacao de raizes simples misturando sinais nos coeficientes. -

Lema 74 Seja o uma raiz simples. Entao o, permuta as raizes positivas distintas de .

Prova. Seja € & — {a}. Entao 8 = > venkyy, com os ky > 0 e inteiros. Claramente
B # *a, logo ky > 0 para algum v # a. Porém, o coeficiente de v em o0,(8) = 5 — (6, ) a
ainda é k,. Em outras palavras, 0,(3) tem ao menos um coeficiente positivo (em relacao a A),

obrigando-a a ser positiva. Ademais, 0,(3) # «a, pois a é a imagem de —a. -

1
Corolério 75 Seja § = B g B. Entao 0,(5) =06 — a, para todo a € A.
B>0

O sistema de raizes ® é dito irredutivel se nao puder ser particionado numa uniao disjunta
de dois subconjuntos proprios tais que cada raiz de um dos subconjuntos seja ortogonal a todas
as raizes do outro subconjunto. Por exemplo, Ay, As, By, G2 s&o irredutiveis, enquanto que
Ay x Ay nao é irredutivel. Como seria esperado, podemos fazer a mesma classificagao sobre a
redutibilidade de ® olhando apenas para uma de suas bases A [Hu, §10.4], isto é, ® é irredutivel
se, e s6 se, A nao puder ser particionado da maneira prescrita acima.

Suponhamos que ® nao seja irredutivel. Entdao A = Aj U --- U A; é uma particao de A

em subconjuntos mutuamente ortogonais. Seja E; o subespaco de E gerado pelo conjunto A;.
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Claramente, & = Fy & --- & E; é uma soma direta ortogonal. Além disso, os conjuntos ®;
consistindo das Z-combinacoOes lineares dos elementos de A; formam sistemas de raizes em Fj;,
cujo grupo de Weyl é dado simplesmente pela restricao do subgrupo de W gerado por todas as
reflexdes 0, com a € A;. Cada E; é invariante sob W, uma vez que o ¢ A, implica o, age
trivialmente sobre F;. Finalmente, é claro que se uma reflexao o, deixa F; invariante, entao
oua € F;, ou E; C P,. Pela ortogonalidade, esta segunda condicao nao pode ocorrer, logo
a € E;. Segue que cada raiz estd contida unicamente em um dos Ej;, isto é, d =, U--- U D,

(reuniao disjunta). Com isto, mostramos a seguinte proposicao.

Proposicao 76 ® se decompoe (unicamente) como a reuniao disjunta de sistemas de raizes
wrredutiveis ®; em respectivos subespacos E; de E e E = E1 ® --- & E; € uma soma direta

ortogonal.

Lema 77 Seja ® irredutivel. Entio W age irredutivelmente sobre E. Particularmente, uma

W-érbita de uma raiz o gera E.

Prova. Dada a € ®, a W-érbita de « é o subconjunto nao-vazio W, = {o(a) : 0 € W} de
E. O subespaco de E gerado por W, é claramente VW-invariante, logo, a segunda afirmacao do
lema segue da primeira.

Consideremos um subespaco nao-nulo e W-invariante £’ de E. O complemento ortogonal
E" de E' em E é também W-invariante, e E = E'®E". Sea € ®, entdooua € E' ou ' C P,,
pois 04(FE’) = E’. Portanto, cada raiz estd num subespaco ou no outro, particionando ® em
dois subconjuntos mutuamente ortogonais. Conseqiientemente, um ou outro subconjunto deve

ser vazio. Concluimos que E' = E, pois ® gera F. -

Lema 78 Seja ® irredutivel. Entdo ocorrem no mdximo dois comprimentos de raizes em .

Prova. Sejam « e § duas raizes arbitrarias e W, a W-orbita de a. Pelo Lema 77, W, gera F,
logo nem todos os elementos de W,, podem ser ortogonais a 3. Se («, 3) # 0, a tabela (2.10) nos
mostra que os possiveis quocientes dos quadrados comprimentos de « e de 3 sao 1, 2, 3, 1/2, e
1/3. Assim, se houvesse um terceiro comprimento de raiz, estas duas observagoes garantiriam

a ocorréncia de um quociente 3/2, o que é impossivel. -
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Quando @ for irredutivel contendo dois comprimentos distintos de raizes, distinguiremos as
raizes em raizes curtas e raizes longas. Por convengao, se ® tiver um unico comprimento de

raiz, estas serao ditas longas.

2.6.5 Teorema de Classificagao

Vamos classificar completamente os sistemas de raizes irredutiveis, o que equivale a classificar
completamente as dlgebras de Lie semisimples de dimenséao finita. De acordo com o Teorema
de Classificacao e com o Teorema de Existéncia e Unicidade, hd uma, e apenas uma, algebra de
Lie simples de dimensao finita (a menos de isomorfismos) cujo sistema de raizes corresponde a
A (1>1),B (1>2),C (1>3),D (l>4), Es, E7, Eg, Fy e G3. Por razoes de brevidade, nao
vamos rever o teorema de existéncia e de unicidade, nem fazer a construcao explicita de cada
um dos sistemas obtidos (cf. Humphreys [Hu, §18-§19]).

Fixada uma base ordenada de raizes simples (a1, ..., q;), definimos a Matriz de Cartan de
® como a matriz ((oy, o;)) formada com os Inteiros de Cartan. Por exemplo, considerando o

posto 2 temos as matrizes

A x Ay 20 , As , Bo
0 2 -1 2 -1 2 -3 2

O grupo de Weyl W age transitivamente sobre a colecdo das bases de ® (cf. Humphreys

[Hu, §10.3]), logo, a Matriz de Cartan independe da escolha de A (mas depende da ordem

escolhida, o que nao é muito sério). Além disso, a matriz de Cartan é nao-singular, pois A é
uma base de F no sentido usual, e esta caracteriza ® completamente.

Sejam « e [ duas raizes positivas distintas. Entao a tabela (2.10) fornece-nos (3, ) (o, ) =

0, 1, 2, ou 3. Definimos o Grafo de Cozeter de ® como o grafo constituido de [ vértices, sendo

o i-ésimo vértice conectado ao j-ésimo vértice por (o, o) (o, ;) arestas. Por exemplo:

A x Ay o o
Aa o——o0
By a——o
Gy o——0

63



Nos casos em que os vértices do grafo de Coxeter sao desconectados ou conectados por apenas
uma aresta, os inteiros de Cartan (o, oj) = (@, o) ficam determinados. Porém, quando algum
par de vértices do grafo for conectado por dois ou trés vértices, nao serd possivel determinar
qual dos vértices corresponde a uma raiz curta e qual corresponde a uma raiz longa. Como os
comprimentos relativos entre as raizes nao sao afetados pela acao do grupo Weyl, esse grupo
fica completamente determinado pelo grafo de Coxeter.

Uma maneira de contornar essa dificuldade com o grafo de Coxeter é acrescentar-lhe uma
informacao adicional, tornando possivel a distin¢ao entre os dois comprimentos das raizes, caso
necessario. Para isso, basta orientar as arestas conectando os vértices afetados desenhando uma

flexa partindo da raiz longa para a raiz curta, conforme os exemplos abaixo:

B, a—s 0o
Go ==

A esta nova figura denominamos Diagrama de Dynkin de ®.
Para exemplo de como reobter a matriz de Cartan a partir de um diagrama de Dynkin,

consideremos o sistema de raizes dado por:

F, o—a—>——o—o0

Enumerando as raizes simples da esquerda para a direita (aq, ag, oz, ayq), o diagrama nos fornece

imediatamente que

(o1, 00) (g, 01) = 1
(o2, 03) (@3, 002) = 2
(g, aq) (o, 03) = 1

Pelo Lema 73, sabemos que (a;, o) < 0, para todo i # j, logo (a1, an) = (2, 1) = (a3, ) =
(g, a3) = —1. A indicacao sobre os comprimentos relativos entre as raizes ag e ag contida no
diagrama nos fornece (a9, a3) = —2, e (a3, a3) = —1. Ademais, sabemos que (a;, ;) = 2, e

que (o, o) = 0 se as raizes o; e o nao sao adjacentes no diagrama. Disso resulta a matriz de
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Cartan de Fy:

A esta altura, deve estar claro que um sistema de raizes ® é irredutivel se, e sé se, seu
grafo de Coxeter for conexo. Gragas a Proposicao 76, basta-nos classificar os sistemas de raizes

irredutiveis, ou equivalentemente os diagramas de Dynkin conexos.

Proposigao 79 Se ® ¢ um sistema de raizes irredutivel de posto 1, entdo seu diagrama de

Dynkin € um dos sequintes:

A (l>1): o o +++ O0—0
1 2 3 -1 l

B (1>2): o0—o0 -+ o———a—>>—0
1 2 1-2 -1 !

Cr(1>3): o——o0 -+ o—a =<0
1 2 -2 -1 l

Dy (1>4): o—0 - -1
1 2 1-3 1—2

E62 O

FEg : o

|
I

Fy - o——a—>—0o—o0

1 2 3 4
Gy ==
1 2

Prova. A prova é extensa, e sera feita em dez passos. Inicialmente, vamos classificar todos os
possiveis Grafos de Coxeter, ignorando os comprimentos relativos entre as raizes. Em seguida,
construimos todos os Diagramas de Dynkin que deles resultam. Desse modo, iremos considerar

apenas vetores unitdrios (ja que estamos ignorando os comprimentos das raizes). Temporaria-
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mente vamos permitir que E seja um espaco euclideano de dimensao arbitraria e vamos fixar
um conjunto U = {ey,...,e,} de vetores unitdrios e linearmente independentes satisfazendo
(eirej) <0 (i # 7) e 4(es,ej)? =0,1,2, ou 3 (i # j). Qualquer subconjunto de E satisfazendo
essas condicdes serd dito admissivel. Notemos que os elementos de uma base divididos por
seu respectivo comprimento formam um conjunto admissivel, de modo que nao perdemos a
generalidade.

A partir do conjunto admissivel U construimos um grafo I' da mesma maneira que fizemos
para as raizes simples, com os vértices ¢ # j ligados por 4(6,-,6]-)2 arestas. Devemos agora
encontrar todos os grafos conexos associados a conjuntos admissiveis de vetores, o que serd
feito por etapas.

(1) Se alguns dos e; forem descartados, os vetores restantes continuam a formar um conjunto
admissivel, cujo grafo é obtido de I omitindo-se os vértices correspondentes e todas as arestas
a eles adjacentes.

(2) O numero de pares de vértices em I' conectados ao menos por uma aresta € estritamente
n

inferior a n. Seja v = E e;. Como U é um conjunto linearmente independente, certamente

i=1
v # 0, de modo que
0< (v,0) = (eies) =D (eires) + Y (eiei)+ > (eies) =n+2) (eie)).
ij=1 i<j i=1 i>j i<j

Sejam i, j um par de indices distintos tais que (e;, e;) # 0, significando que os vértices i e j estao
conectados. Entdo 4(e;,e;)? = 1,2, ou 3, isto é, 2(e;, ej) = —1, —v/2, ou —v/3. Em particular,
2(e;,e5) < —1. Voltando & desigualdade acima, vemos que o nimero de tais pares nao pode ser
maior do que n — 1.

(3) T ndo contém nenhum ciclo. Um ciclo seria um subgrafo I'’ de T' correspondente a um
subconjunto admissivel U’ C U consistindo de, digamos, m < n elementos. Isto obviamente
contraria (2) com m substituindo n.

(4) Um vértice de I" nao pode ter mais do que trés arestas adjacentes. Seja

U'={wuvi,...,o0} CU
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um subconjunto de vetores distintos, tais que, v1, ..., v; estejam conectados a w, i.é, (w, v;) < 0,
com respectivo grafo I''. Devido a (3) T'' nao pode conter ciclos, ou seja, (vi,v;) = 0 (i # j).
Como U’ é um conjunto linearmente independente, pode ser verificado por um calculo direto

que o vetor

1
Vo =
k
V1= (w02

pertencente ao subespacgo de E gerado por U’, é unitario, ortogonal a {vy,...,vx} e (w,vg) # 0.
k k k

Agora, w = Z(w,vi)vi, de modo que 1 = (w,w) = (w, Z(w,vi)vi) = Z(w,vi)z. Isto torna

=0 =0 =0
n

(w — (w,v1)vy — -+ — (W, vE)v),

obrigatério Z(w, v;)? < 1,logo 4 Y1 (w,v;)? < 4. O lado esquerdo desta tiltima desigualdade
i=1
é exatamente o nimero de vértices adjacentes a w em I'.
(5) O dnico grafo conexo I' de um conjunto admissivel U contendo uma aresta tripla € o

grafo de Coxeter de Gy : c——=—=0 . Isto é conseqiiéncia imediata de (4).

(6) Suponhamos que {e1,...,ex} C U corresponda ao subgrafo
o—o0 o—o0
k
isto €, uma cadeia simples em I'. Se v = Zei, e U = (U —{e1,...,ex}) U{v}, entao U’ €

=1
admissivel. (Em outras palavras, o grafo de U’ é obtido de I" simplesmente contraindo a cadeia

simples a um tnico vértice). Por hipétese, 2(e;,e;41) = —1 (1 <i <k — 1), logo

(0,0) =k+2> (eiej) =k—(k—1)=1,

1<J
i.é, v é um vetor unitario. Qualquer que seja w € U — {ey, ..., e}, este pode estar conectado
a no maximo um dos vértices eq,...,ek, pela inexisténcia de ciclos (3), dai (w,v) = 0 ou
(w,v) = (w,v;) para algum i = 1,..., k. Conseqiientemente, 4(w,v)? =0, 1, 2, ou 3.
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(7) O grafo I' ndao contém nenhum subgrafo da forma:

Se assim fosse, por (1) seria o grafo de um conjunto admissivel. Porém, (6) permite-nos sub-
stituir a cadeia simples em cada um dos casos por um unico vértice, resultando nos seguintes

grafos

respectivamente, contendo um vértice com quatro arestas adjacentes, contrariando (4).
(8) Qualquer grafo conexo T' de um conjunto admissivel U deve ser de um dos quatro tipos

sequintes:

o O a—_—o—0 oO——0
v1 v2 v3 vp wq Wq—1 w2 wl
——0

o—
U2

o o) Up—1

v v9 Up—1 t

De fato apenas =0 pode conter uma aresta tripla, por (5). Um grafo conexo I" contendo
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mais do que uma aresta dupla certamente contém um subgrafo

o que nao é permitido por (7), logo apenas uma aresta dupla pode ocorrer. De modo semelhante,
se esse grafo contiver dois pontos de ramificacao (i.é, um vértice donde partem trés arestas

ligadas a outros trés vértices distintos), contera um subgrafo

também proibido por (7), e assim sendo apenas um ponto de ramificagdo pode ocorrer. Disto
concluimos imediatamente (ainda por (7)) que ambos, uma aresta dupla e um ponto de rami-
ficacdo, nao podem ocorrer simultaneamente. Com isto, liquidamos os tipos 2-4. Finalmente,
se o grafo conexo I' contém apenas arestas simples e nao contém pontos de ramificacao, como
nao pode conter ciclos, deve ser uma cadeia simples, que é do tipo 1.

(9) Os tnicos grafos conexos do sequndo tipo em (8) sdo o grafo de Coxeter Fy,

o——a—>—0o—0

e o grafo de Cozxeter Bp(= C,),

p

Sejam v = E iv; e w =Y ¢, iv;. Por hipdtese, 2(v;, vit1) = —1 = 2(wj, wi1), e outros pares
i=1 R _

envolvendo esses vetores sao ortogonais, logo

|
—

p

(v,v):ZiQ— z'(z'—i—l):T
i=1

)

Il
—_



q(qg+1)

e de modo similar, (w,w) = . Como 4(vp, wy)? = 2, devemos ter também

2 2
p’q
Wwfzﬁf@mwf=jf-

Sendo v e w linearmente independentes, a desigualdade de Cauchy-Schwarz nos permite obter
(v,w)? < (v,v)(w,w), ou seja, p>¢?/2 < p(p + 1)q(q + 1)/4, e portanto (p — 1)(g — 1) < 2. As
unicas possibilidades para os inteiros positivos p e ¢ sao p = ¢ = 2, resultando em Fy, ou p =1
e ¢ =n — 1 (ou vice-versa) resultando em B,,.

(10) Os tunicos grafos conexos do quarto tipo em (8) sao o grafo de Coxeter D,

e o grafo de Coxeter de E, (n =6, 7, ou 8),

O I ') e le)

p—1
. . —1. 1. ~
Sejam v = g Wi, W = 3:1 W eu = 22:1 tu;. Claramente, v, w,u sdo mutuamente ortogo-

i=1
nais, linearmente independentes e t nao esta no subespacgo de F gerado por eles. Procedendo da
mesma maneira que na prova de (4), obtemos cos? 01 +cos? §5+cos? 03 < 1, onde 61, 02, 05 sio os
respectivos angulos entre ¢t e v, w, u. O mesmo calculo realizado em (9) aplicado a p—1 ao invés

de p nos da (v,v) = p(p —1)/2, e de maneira similar, (w,w) = q(q—1)/2 e (u,u) =r(r—1)/2.

Portanto,

g — @D (=D 12(p 1) :1< _1>
L (0, 0)(t,8) (v,v) 4plp-1) 2\ p)°

Analogamente, temos cos? 6 = % (1 — %) e cos? 03 = % (1 — %) Somando estas trés igualdades,

obtemos

1 1 1
S+-+->1 (2.11)
p oq T
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Renomeando os vetores, podemos assumir que 1/p < 1/¢ < 1/r <1/2 (se p, q, ou r fosse igual

a 1 estarfamos de volta ao tipo A,). Em particular, temos que

1 1
> -+ -4+ ->1,

1
>2 244> 4
p q r

3 1 1 1
— _i_f
r r

| W

T T

donde r = 2. Disto resulta sucessivamente 1/p+1/q¢ > 1/2, 2/q > 1/2 e 2 < ¢ < 4. Se
g =3, entdo 1/p > 1/6,1.é, p < 6, e se ¢ = 2, obviamente p pode ser qualquer inteiro maior ou
igual a 2. Portanto, as tunicas triplas (p,q,r) possiveis sao (p,2,2), (3,3,2), (4,3,2), (5,3,2),
resultando em D,,, Fg, E7, e Eg, respectivamente.

Com isto, mostramos que os grafos conexos de conjuntos admissiveis de vetores devem estar
entre os tipos A — G. Particularmente, encontramos entre eles os Grafos de Coxeter de sistemas
de raizes. Em todos os casos, exceto B; e (), o grafo de Coxeter determina unicamente o

diagrama de Dynkin, pois estes nao requerem distingao entre comprimentos de raizes. -

A razao para as restrigdes impostas aos casos A — D no enunciado do teorema é apenas

evitar duplicacao. Com relagdo a ordem escolhida para a enumeragao das raizes simples nos
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diagramas, temos as seguintes matrizes de Cartan:

2 -1 0 0

-1 2 —1 0 0

A 0 —1 2 -1 0 0
. . . . . -1

0 0 0 0 -1 2

2 -1 0 0

—1 2 -1 0 0

B;: 0 -1 2 -1 0 0
. . . . -2

0 0 0 0 —1 2

2 -1 0 0

—1 2 —1 0 0

Cr: 0 -1 2 -1 0 0
. . . . .o —1

0 0 0 0 -2 2

2 -1 0 0

-1 2 —1 0

Dy : 0 0 —1 2 -1 0 0
0 0 —1 2 -1 -1

0 0 0 -1 2 0

0 0 0 -1 0 2

2.7 A Aalgebra universal envolvente Ug de uma algebra de Lie g

Nesta secao, F' é um corpo arbitrario. Vamos associar a cada &lgebra de Lie g sobre F' uma
algebra associativa Ug com unidade 1 € F', que seja o mais “livre” possfvel, sujeita as relagoes de
comutacao de g. Esta é denominada a algebra universal envolvente de g e tem papel fundamental
na teoria de representacoes das algebras de Lie. Como se sabe, o produto tensorial de duas
algebras de Lie g e g’ ndo é necessariamente uma algebra de Lie. Contudo, o produto tensorial
de suas respectivas dlgebras universais envolventes Ug e Ug’ é uma dlgebra universal envolvente,
a saber, U(g @ ¢’), a qual contém g e g’ (veremos que toda &dlgebra de Lie estd contida em sua
algebra universal envolvente). Assim, a teoria geral das representacoes das dlgebras de Lie se
reduz a teoria das representacoes de algebras associativas. Com isso, nao é surpresa o fato
das algebras universais envolventes desempenharem um papel essencial na Teoria dos Grupos

Quanticos. Seus exemplos mais comuns, como veremos, sao provenientes de deformacoes das
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Ug.

2.7.1 A construgao de Ug

A dlgebra universal envolvente de g é um par (Ug,i) consistindo de uma &algebra associativa

com unidade Ug, e de uma aplicagao linear i : g — Ug, satisfazendo:

(i) A condigao
ileyl) = i(x)iy) — i(y)i(x), (2.12)

para todo z,y € g;

(7i) A seguinte propriedade universal: para todo par (A, j) consistindo de uma &lgebra asso-
ciativa com unidade A, e de uma aplicacao linear j : g — A satisfazendo (2.12), existe

um tnico homomorfismo de dlgebras ¢ : Ug — A tornando comutativo o diagrama

Sabemos que um objeto definido por meio de propriedade universal é tnico, a menos de
isomorfismos. Porém, precisamos construir um exemplar concreto a fim de garantir a existéncia
desse objeto. E o que fazemos a seguir.

Seja T'g = P2, T'g a algebra tensorial (cf. Exemplo 150) de g, e seja J o ideal (bilateral)
de T'g gerado por todos os elementos da forma z ® y — y ® x — [xy|, para x,y € g. Definimos
Ug = Tg/J e seja m : Tg — Ug a projecao canoénica. Observamos que J nao contém os
escalares Tg = F, logo 7 leva F isomorficamente em Ug. Surpreendentemente, 7 também leva
g isomorficamente em Ug. Isto serd provado na proxima subsecao.

Definindo i : g — Ug como a restricio de m a T'g = g, afirmamos que o par (Ug,i) é uma
algebra universal envolvente de g. Com efeito, seja (A, j) conforme a defini¢do. A propriedade

universal de T'g nos fornece um homomorfismo de dlgebras ¢’ : T'g — A tornando comutativo
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o diagrama

onde i’ : g — T'g é a inclusao natural. Devido & propriedade (2.12) satisfeita por j, temos

plleoy—yer—|zy]) = ¢ (@) (y) —¢' e (x) —'([zy])

= J(@)i(y) —iw)i(z) — i([zy]) =0,

logo J C ker¢’. Pelo Teorema 90, hd um tnico homomorfismo de dlgebras ¢ tornando comu-

tativo o diagrama

Tg/J

provando a afirmagao.

Exemplo 80 Seja g uma algebra de Lie abeliana. Entao o ideal J acima coincide com o ideal
gerado por todos os elementos da forma x ® y — y ® x, para z,y € g. Portanto, 4(g) coincide

com a algebra simétrica Sg, tratada no Exemplo 153.

2.7.2 O Teorema de Poincaré-Birkhofl-Witt

Vamos tornar mais evidente a estrutura da algebra Ug, mostrando que esta contém uma imagem
isomorfica de g, e encontrando explicitamente uma base. Estes resultados sdo coroldrios do
Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW).

Antes, porém, precisamos de algumas defini¢gées. Sejam ¥ = Tg, & = Sg e U = Ug.
Similarmente, escrevemos 7™ = T™g e S™ = S™g. Definimos uma filtragao (cf. pdg. 175) em
Tpor Ty, = T°@T @ - -T™, eseja Uy, = 7(Ty,), U_1 = 0. Claramente, Uy, C Uyy11 e Uy Uy, C
Unm+n- Definindo G™ = U, /U,,,—1 (como quociente de espagos vetoriais), a multiplicacdo de 4
define uma aplicacao bilinear G™ x G — G™"  a qual se estende a uma aplicacao bilinear
G x® — 6, onde & =@, _,G™. Assim, esta torna-se uma dlgebra associativa graduada com

unidade.

74



Consideremos a composi¢ao ¢, : T — Uy, — G™ = Uy, /Uy—1. Esta é sobrejetora, pois
(T — Tn—1) = Unm — Up—1. As aplicagoes ¢,,, dao entdo origem a uma aplicacdo linear

¢ : % — B, a qual é sobrejetora e leva 1p em 1.

Lema 81 ¢ : T — & ¢ um homomorfismo de dlgebras e ¢(I) =0, onde I € o ideal de T gerado
por todos os elementos da forma x@y—yRx. Portanto hd um unico homomorfismo de dlgebras

w tornando comutativo o diagrama
(Z\¢/ i
I
Prova. Seja x € T™, y € T™, tensores homogéneos. Pela definicao do produto em &, temos
d(xy) = ¢(x)d(y), logo ¢ é multiplicativa. Seja x ® y — y ® x, com z,y € g, um gerador de I.

Entao, m7(z ® y — y ® x) € Us, por definigao. Por outro lado, 7(z ® y — y ® z) = 7([xy]) € Uy,
logo m(x @ y —y®@x) € Uy /Uy = 0. Segue que I C ker ¢. -

O seguinte resultado é fundamental para o estudo de Ug. Sua prova pode ser encontrada

em Humphreys [Hu, §17.4].

Teorema 82 (PBW) O homomorfismo w: & — & é um isomorfismo de dlgebras.

Corolario 83 Seja W um subespaco de T™. Se a aplicacdo canonica T — S™ leva W

isomorficamente sobre S™, entao w(W') é um complementar de U,,—1 em Up,.

Prova. Consideremos o diagrama
Tm N Um

|y
De acordo com o Lema 81, e com as definicoes acima, este diagrama é comutativo. Como
w: 6 — & é um isomorfismo, a composicao T™ — S™ — G™ leva W isomorficamente sobre
sobre G™. O mesmo deve acontecer com a composicao 7™ — U, — S™, completando a prova.
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Corolério 84 O homomorfismo candnico i : g — Ug € injetor (logo, g pode ser identificada

com i(g)).
Prova. Este é um caso particular do coroldrio anterior, com W = T' = g. -
Corolario 85 (Base PBW) Seja (x1,22,23...) uma base ordenada qualquer de g. Entdo, os

elementos da forma x;, - xi,, = 7(xy @ -+ ®@x5,,), com iy < -+ < iy, m € ZT, formam uma

base de Ug, denominada Base PBW.

Prova. Seja W o subespaco de Ug gerado por x;, @ --- ®@ x4, 11 < -+ < 4. Claramente W
é levado isomorficamente sobre S™, logo pelo Corolario 83 m(W) é um complementar de Uy,—1

em U,,. n
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Capitulo 3

Algebras de Hopft

3.1 Algebras Associativas com Unidade

A definicao cléssica de dlgebra associativa com unidade baseia-se na assercao de alguns axiomas
expressos em termos dos elementos da dlgebra. Por uma razao que se tornara clara na secao
seguinte, é util definir uma dlgebra sem recorrer explicitamente aos seus elementos, utilizando a
linguagem das funcoes (também chamadas setas) e dos diagramas comutativos. Também, vale a
pena notar o senso comum de que a informacao visual expressa pelos diagramas freqlientemente
nos prové de mais informacao, e nos proporciona maior agilidade na sintese do conhecimento,
do que a linguagem verbal.

Utilizando essa linguagem, enunciaremos e provaremos o Teorema Fundamental do Isomor-
fismo para algebras. Este é um resultado elementar, que servira de inspiracao ao enunciado e
prova de teoremas andlogos para as codlgebras, bidlgebras e algebras de Hopf, a seguir. Nao
obstante, a idéia de se formar quocientes é extremamente poderosa e nos auxilia no estudo
de estruturas algébricas mais sofisticadas, e constitui ferramenta essencial, juntamente com as
somas, produtos diretos, e produtos tensoriais, etc, na construcao de novos objetos algébricos

com propriedades desejadas.
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3.1.1 Definicao e exemplos

Seja A uma dlgebra associativa com unidade 14 sobre um corpo F'. Observamos que a operacao

de multplicagdo de A define uma aplicacao linear

/,LAIA®FA — A

CL®Fb — a-b

denominada aplicacdo multiplicacao. Aqui, o simbolo “®p” denota o produto tensorial usual
de espagos vetoriais. Nao havendo confusao, costumamos omitir o subscrito F' em “Qp”.

Com esta notacao, a associatividade da multiplicacdo se traduz na comutatividade do dia-

grama .
A® A A —ra®id A® A
A®A HaA A

ou, equivalentemente, p 40 (uy ®id) = py0 (id®uy), onde id : A — A é a aplicagao identidade
a — a, e o simbolo “o” indica a composicao de aplicacoes.

A unidade 14 da élgebra permite-nos definir uma aplicacao linear n4 : F' — A, denominada
aplica¢ao unidade, por 1 4(N\) = Al 4. Utilizando estas defini¢oes, um célculo direto nos mostra

que os seguintes diagramas sao comutativos:

A F —991 4o 4 Fod—"29, 404
~[ [ ~[ [ (3.2)
Ai—d>A Ai—d>A

~

ou, equivalentemente, py o (id®ny) = id = py o (ny ®id). As aplicagoes indicadas por = na
vertical representam o isomorfismo natural entre A e A ® F, sob o qual temos as identificagoes
A®a=a®\=Aa (cf. pag. 159).

O subscrito A em p 4 e 14 serd omitido quando puder ser obtido do contexto sem que haja
confusdo. E também costumeiro dizer simplesmente que p é a multiplicacao e n a unidade da
algebra A.

Mais geralmente, se A é um espago vetorial sobre F' dotado de duas aplicacoes lineares p e n
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tornando comutativos os diagramas (3.1) e (3.2) acima, é claro que p define uma multiplicagao

associativa em A e 7n(1) é uma unidade de A com respeito a essa multiplicagdo. De fato,

denotando u(a ® b) por a - b vemos imediatamente que a linearidade de p equivale aos axiomas

usuais da bilinearidade da multiplicacdo. A associatividade e a existéncia da unidade 14 vém

respectivamente de

(@a-b)-c=(po(p®id)(a®@b®c) = (uo (ideu))(a@b®c)=a-(b-c)

a-nl)=(po(ide@n))(a®1l)=id(a®1l) =a®1 = aq,

para todo a,b,c € A. Com isto podemos formular a seguinte definicao.

Definicao 86 (Algebra associativa com unidade) Uma dlgebra associativa com unidade é

uma tripla (A, p,n) consistindo de um espago vetorial A sobre um corpo F e de duas aplicagoes

lineares p: AQ A — A en: F — A tornando comutativos os diagramas (3.1) e (3.2).

As aplicagbes p e 1 sdo chamadas aplicagdes de estrutura. Daqui por diante, salvo meng

ao em contrario, diremos simplesmente algebra quando desejarmos nos referir a uma algebra

associativa com unidade.

Um homomorfismo de dlgebras entre as algebras A e B é uma aplicacdo linear ¢ : A — B

tornando comutativos os diagramas

ou, equivalentemente, p o uy = ppgo (¢

A A2, BoB

HA[ J#B (3'3)

ey 13

F—d 5 p
UAl [7713 (3'4)
Y »B

A —
&

v) e pony =ng. Isto quer dizer simplesmente que

o(a-b) = ¢(a) - p(b), para todo a,b € A e p(l4) = 15.
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Se A e B sao espagos vetoriais e A ® B é o produto tensorial de A e B sobre F', definimos

a aplicagdo transposicao (ou aplicagdo twist)

7T:A®B — BQ®A
a®b — b®a

para todo a € A, b € B, que é um isomorfismo de espagos vetoriais (cf. pag. 160).
Uma &lgebra A é comutativa se sua multiplicacao satisfaz o7 = p, isto é a-b = b-a, para
todo a,b € A.

Se A e B sao algebras, definimos a aplicagao
Parop: (A®B)®(A®B) - A® B
POr figgp = (s ® pp)o (id®T ®id), e também a aplicacao
Nagp : ¥ — A®B

POr Nagp = Na D Np- E facil verificar que PasB € Nagp 530 lineares (como composicao de
aplicacoes lineares) e satisfazem aos diagramas comutativos (3.1) e (3.2) acima, substituindo A
por A® B. Conseqiientemente (A ® B, tigqp,Magp) ¢ Uma algebra associativa com unidade

14 ® 1p, chamada produto tensorial das algebras A e B.

Exemplo 87 Um corpo F' é uma &algebra associativa com unidade se definirmos p(a ® b) = ab

en(A) = A\ 0

Exemplo 88 (Algebra de Grupo) Sejam G um grupo e F' um corpo arbitrarios. Consider-

emos as somas formais > agg, onde a4 € I’ é zero quase sempre, i.¢, as somas sao finitas.

geG
Denotemos por F'G o conjunto de todas as somas correspondentes a diferentes escolhas dos

coeficientes. Podemos definir em F'G uma adigao e uma multiplicagao por escalar, a saber

(Z agg) + (Z beg) = Z(ag +bg)g

geG geG geG
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A (Z agg) = Z Aagg

geG geG
fazendo de F'G um espaco vetorial sobre F'. Em outras palavras, F'G é o F-moddulo livre gerado
pelo conjunto G.
A operacao de G (denotada por justaposi¢ao) induz uma multiplicacao p: FGR FG — FG
definida por

u((z agg) ® (Z bph)) = Z agbpgh = Z agbpg—1h.

geG heG g,heG g,heG
A associatividade desta multiplicagdo é imediatamente verificada a partir da associatividade
da operacao em G. Finalmente, podemos definir uma aplicagdo unidade n : F — FG por
n(A) = Ae, onde e é o elemento neutro da operagao de G. Desse modo, (FG,u,n) é uma

algebra associativa com unidade sobre F'. O
Exemplo 89 O espago vetorial R™ com aplicagdo multiplicacao u : R" @ R™ — R"definida por

p(@1s - 20) @ (Y1, -5 9n)) = (B1Y1, - -+, Tnin)

e com aplicacao unidade 7 : ' — R verificando

é uma algebra associativa com unidade sobre R. O

Dada uma &lgebra (A, p,n), um subespago vetorial B C A é uma subdlgebra se satisfizer
as condigoes u(B ® B) C B e Imn C B. Neste caso B é uma algebra por si mesma com as
aplicacoes de estrutura u|pgp € 7.

Um subespago J de A é dito ideal a esquerda (direita) se satisfizer u(A®J) C J (u(J®A) C
J), e é dito ideal bilateral se satisfizer (A ® J + J ® A) C J. Claramente J é ideal bilateral
se, e 86 se, for ideal a esquerda e a direita simultaneamente. Quando J for um ideal bilateral,

diremos simplesmente que J é um ideal.
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3.1.2 Teorema Fundamental do Isomorfismo

Vamos agora enunciar e provar esse importante resultado, utilizando apenas a linguagem dos

diagramas e algum conhecimento sobre os espagos vetoriais.

Teorema 90 (TFI) Seja A uma dlgebra, J um ideal e m: A — A/J a projecdo natural de A

sobre o quociente de espagos vetoriais A/J. Entdo:

(a) A/J tem uma unica estrutura de dlgebra fazendo com que w seja um homomorfismo de

dalgebras.
(b) Se f:A— A’ é um homomorfismo de dlgebras, entao ker f € um ideal de A.

(c) Se J C ker f entdo existe um tinico homomorfismo de dlgebras f tornando comutativo o

diagrama

Prova. (a) Consideremos ¢ a composi¢ao
AA AT AL

Observando que p(A®@ J+J® A)=J,isto é, A® J+J® A C ker ¢, e que

A9A A
j®

_ AvA A A
ARJ+JRA J

como espagos vetoriais, vemos que existe uma tnica aplicacao linear i tornando comutativo o

diagrama
ARA——— A

ror| | 3.5
4

Ao A R
e
Afirmamos que [i é associativa. Com efeito, denotando 7(a) por a, e u(a ® b) por ab temos,

I

(o(p®id)(@a®bxe) = j(ab®e) = abc=
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= aa®be) = (no(idop)(@®beed),

para todo a,b,c € A. Como 7 é sobrejetora, segue que 1o (g ®id) = o (id®p), provando a
afirmacao.

Definindo 7 pela composi¢ao F' /ANy RN A/J, por um calculo semelhante ao realizado
acima, concluimos que fio(id ®7) = id = o (7®id), isto é, 7 é uma unidade. Conseqiientemente,
(A/J, @, m) é uma algebra associativa com unidade. Ademais, (3.5) juntamente com a defini¢ao
de 77 definem 7 como um homomorfismo de dlgebras, mostrando (a).

(b) Uma vez que f é homomorfismo de algebras, torna comutativo o diagrama

A9 A-E% Al A

logo,
0= of@fl(Axker f+ker f® A) = f(u(A@ker f +ker f @ A)),

1.6, u(A®ker f +ker f ® A) C ker f, resultando (b).

(¢) Como J C ker f, existe uma unica aplicagao linear f tornando comutativo o diagrama

Aplicando 7 a este diagrama, temos
fon=Ffomon=fon=1,

pois f é homomorfismo de algebras. De maneira semelhante, com a notagao introduzida no

item (a), verificamos que

(fop(a@b) = (fom)(ab)
= flab)=(p'o(f® f))(a®b)
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= (Wo(fop)aeb).

Novamente, como 7 é sobrejetora, resulta fopu = p' o (f ® f), i.é, f é um homomorfismo de
algebras.
As aplicacoes [i e 7] s2o as Unicas aplicagoes lineares satisfazendo as condigoes do enunciado,

logo, também devem ser tinicas como aplicacoes de estrutura. -

3.2 Coalgebras

O conceito de dlgebra é um dos mais familiares da Matematica. Intuitivamente, estas correspon-
dem a diferentes maneiras de se multiplicar ou “agregar” nimeros e outros objetos algébricos.
Um conceito analogo a este é o de codlgebra que corresponde as diferentes maneiras de se “de-
sagregar” ou “dividir” objetos. Esta reparticdo denomina-se comultiplicagdo. Assim como a
unidade é o elemento neutro da multiplicacao, a counidade é o elemento neutro da comulti-
plicacgao.

Nesta secao, definimos o conceito de codlgebra, apresentamos alguns exemplos elementares
e estudamos superficialmente alguns dos principais resultados sobre suas propriedades. Como
ficara claro, a teoria das codlgebras é, em certo sentido, andloga a teoria das algebras, porém,
invertendo-se todas as setas dos diagramas correspondentes. E por essa razao que na secao
anterior reformulamos o conceito de algebra na linguagem dos diagramas comutativos. Convém

ter sempre em mente os diagramas (3.1) e (3.2) acima.

3.2.1 Definicao e exemplos

Definigao 91 (Codlgebra) Dado um corpo F', uma codlgebra sobre F' é uma tripla (C,A,¢)
consistindo de um espago vetorial C sobre F', de uma aplicagao linear A : C' — C®C, chamada
comultiplicagao, e de uma aplicacdo linear € : C — F, chamada counidade, tornando comuta-
tivos os diagramas

CeCeCEL%  ocgc

id ®A{ % (3.6)

CepC—>2% (¢
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id ®e

CRF «————(C®C FRC+————CxC
J % ﬁ % (37)
C id C C id C
Equivalentemente, temos as relacoes
(A®id) o A = (id®A) o A, (3.8)
chamada coassociatividade, e
(id®e)o A =id = (e ®id) o A, (3.9)

respectivamente.
Um homomorfismo de codlgebras é uma aplicacao linear ¢ : C' — D de uma coalgebra C

em uma codlgebra D tornando comutativos os diagramas

DD oo

AD1 IAC (3.10)

ep cc (3.11)

Equivalentemente, temos respectivamente as condigoes (¢ ® ) o Ac = Apop ecpop =ec.

Exemplo 92 (Coéalgebra de Grupo) Seja G um grupo e F'G o médulo livre gerado por G

sobre F. Definimos duas aplicagoes lineares

A:FG— FG® FG, e: FG— F
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por A(g) =g®gee(g) =1, para todo g € G (estendidas a todo F'G por linearidade). Entao,
verifica-se que

(A®id)oA(g) =g®g®g = (Id®A) o A(g)

(e®id) o A(g) =g = (id®e) o A(g),

donde A é uma comultiplicagao coassociativa e € é uma counidade em F'G, portanto, (FG, A, ¢)

é uma codlgebra. O

Exemplo 93 Seja (S, =) um conjunto parcialmente ordenado e localmente finito, i.é, se z < y,
entao hd apenas um numero finito de elementos z € S tais que x < z < y. Seja T o conjunto de
pares ordenados {(x,y) € S x S : z <X y}. Consideremos V' o médulo livre gerado por T sobre

F, onde definimos A : V -V ®V ee:V — F respectivamente por

A(x,y) = Z (a:,z)@(z,y),

z=Xz2y
0 sex#y
e(z,y) =
1 sex=y
entao (V, A, &) é uma codlgebra. O

H4 uma notagao muito conveniente introduzida por Sweedler [Sw] para expressar as relagoes
dadas pelos diagramas (3.6) e (3.7) acima em termos de elementos de C. Para ver isto, seja ¢

um elemento qualquer de C'. Podemos escrever o elemento A(c) € C ® C, como

n
Ac) = Z Ci1 @ Ci2 (3.12)
i=1
para algum inteiro positivo n, e elementos ¢;1,c;o de C. Aqui, n ndo tem nenhum significado

especial, mas indica apenas que a somatéria é finita. Além disso, ndo exigimos que essa so-

matéria se expresse unicamente em termos dos elementos de C. E til denotar (3.12) de maneira
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sintética escrevendo simplesmente
Ac) = ¢(1) @ C(2)- (3.13)

Notemos que c(1) € ¢y nao sao propriamente elementos de €, e ndo tém nenhum significado
isoladamente, mas seu aparecimento em conjunto tem o significado da somatéria (3.12). Nesta

notacao, as propriedades de coassociatividade (3.8) e counidade (3.9) acima se escrevem como

C1)(1) ® C)(2) @ C2) = €¢1) D C2)(1) ® €(2)(2)

elcy)e@) = ¢ = caye(e),

repectivamente, para todo ¢ € C.

Set:C®C — C®C é a aplicacdo transposigao tal que 7(a ® b) = b ® a, consideremos
a aplicagao linear A’ = 70 A. Uma codlgebra C é cocomutativa quando sua comultiplica¢ao
satisfaz A = A, isto é, c(1) ® ¢(2) = ¢(2) ® ¢(1), para todo c € C.

Se f, g sao aplicagoes lineares de uma coalgebra C' em uma codlgebra D entao,

n

(feg) olle)=(feg)d c1®c) =Y flen)®glen),

i=1 i=1

0 que nos motiva a definir a notacao
(f®g)oA(c) = flea)) @ glce)-
Se f é um homomorfismo de codlgebras, temos ainda,
fle) ® fley) = (f@ f)oA(e) = Ao flc) = f(c)a) ® f(c))-

Em particular, a aplicacao identidade id : C' — C e a comultiplicacao sao aplicagoes lineares,

donde estd bem-definida uma aplicacdo linear A% : C — C ® C ® C dada por

A%e) = (id®@A)oAle) = ¢y @ c@n) @ c)@) = Cy) @y @ @) (3.14)
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= c1) ®c2) @ ).
A coassociatividade continua véalida em geral, o que nos permite definir indutivamente

A"(e) = (id®---®id @A) o A" (c) = cy ® - ® cy-

n—1 vezes

A counidade é também uma aplicagao linear de C' sobre F', dai

c = (e®id)oAle) = e(c))ce)
= (id ®€) o) A(C) = 6(1)5(6(2)),

onde identificamos F' ® C e C através do isomorfismo natural.
Temos ainda algumas relagoes interessantes envolvendo € e A, que sao resumidas na seguinte

proposicao.

Proposicao 94 Seja ¢ um elemento de C. Entdo

3. ¢c= E(C(l))E(C(g))C(Q).

Prova. E imediata a partir das propriedades das aplicagoes lineares A e €. Para ilustrar, vamos

mostrar a primeira delas. Temos

A(C(l))E(C(g)) = (A® E) o A(C)

id®id ®e) o (A ®id) o A(c)

(
(
= ([d®id®e)o (Id®A) o A(c)
(id ®((id ®e) 0 A)) 0 A(c)
(

id®id) o A(e) = A(e).
Alternativamente, poderiamos ter utilizado a notagdo de Sweedler juntamente com a relacao
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(3.14) do seguinte modo:

Aley)ele@) = cayn) ® caye) ®@elce)
= 1) O ) ®elee)e)
= ¢ C2) = A(C)

Como conseqiiéncia desta proposi¢ao, temos

cay @ ®e(ep) @ @ ity = €1y @ €y @+ @ (.-

Sejam C' e D duas codlgebras sobre F'; e consideremos C' ® D o produto tensorial de C' e D

como moédulos sobre F. Definimos as aplicagoes lineares
Acgp:C®D — (C®D)® (C® D)
por Aggp = (Id®T ®id) o (Ac ® Ap), e
ecgp :C®D — F

por ecgp = €cep. Um célculo direto permite-nos verificar que Aggp é uma comultiplicagao
coassociativa em C' ® D, e ecgp é uma counidade. Conseqiientemente (C ® D, Acgp,ecep) €

uma coalgebra. Com efeito,

Acgpla®b) = (ld®T®id) (a(l) ® a@2) @ b(l) & 6(2))

= a) ®ba) ®ag) @be) = (a®@b)1) @ (a®b)@).

Daqui por diante, omitiremos o subscrito C ® D de tais aplicagoes.
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3.2.2 Dualidade entre algebras e coalgebras

Dado um espago vetorial V' sobre o corpo F', é bem conhecida a sua relacdo com o espago
vetorial dual V*. Nesta subsegdo, veremos que quando V é uma algebra ou uma codlgebra,
seu dual V* admite uma tnica estrutura de coalgebra ou de algebra respectivamente, ao menos
quando V tem dimensao finita. Neste caso, o emparelhamento entre V* e V é definido como
uma forma bilinear simétrica e nao degenerada (, ) : V* xV — F dada por (f,v) = f(v), para
toda f € V* e todo v € V. Claramente, a nao-degenerescéncia segue do isomorfismo natural
entre V* e V.

Se V e W sao espagos vetoriais sobre F' e V* e W* s@o seus respectivos duais algébricos,

recordamos que a aplicagao linear

p: VW — (VeW)*
(p(f@g),vew = (fv)(gw)

¢é injetora, mas em geral nao é sobrejetora. Nao obstante, a imagem de V* @ W* por p é densa
em (V @ W)* e, por conseguinte, quando V e W tém dimensao finita, p é sobrejetora. Nesse
caso, temos um isomorfismo natural entre os espacos vetoriais V* @ W* e (V@ W)*. Se V e
W forem ambos algebras ou codlgebras, essa identificacao natural se estende unicamente a um
isomorfismo natural de dlgebras ou de codlgebras respectivamente.

Seja (C,A,e) uma codlgebra sobre F. Entao as aplicacoes lineares A e ¢ induzem as
aplicagoes lineares duais A* : (C® C)* —- C* ee* : F* - C*. Sejapu: C*@C* - C* a
composicao

crec L (Cceo)r Ao

en: F — C* a composigao

F= 2L o

Regredindo momentaneamente & notagéo extensa, suponhamos que A(c) = Y " | ¢j1 ® ¢z com

¢i1,cio € C. Entao, para todo f,g € C* e todo ¢ € C, temos

(u(f®g),e) = ((A"op)(f®@g),c)
= (p(f®@g),Ac))
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= <p(f®9),zci1 ®Cz‘2>

i=1
n

— Z (p(f ®g),ci1 @ cia)
i=1

= Z <f7 Ci1> <g7ci2> :

=1

Escrevendo u(f ® g) = fg e voltando a notagao de Sweedler, vem que

(fg.¢) = (f®g,Ac) =(f®g,cq) D)) (3.15)
= (frca)) (9 @) -

Mostremos que p define uma multiplicacdo associativa com unidade em C*. De fato, a

aplicac@o sucessiva de (3.15) resulta em

(fo)h,e) = (fg,cqy) (h.c))
= (ficw) (9 cye) (o)
= (frew) (g c@m) (b))
= (fiew) (gh.c2)
= (f(gh),c),

para todo f,g,h € C* e ¢ € C. Além disso, definindo 1o+ = n(1), temos,

(f-lew0) = (fiey) (e c)
= (ficpiele))
= <f7c>‘

Analogamente, (1¢« - f,¢) = (f,¢), donde 1o+« é unidade de C* em relagdo a p. Portanto,
(C*, u,m) é uma algebra associativa com unidade. Como as aplicagoes p e 7 estao unicamente
determinadas, segue que esta é a Unica estrutura de algebra admissivel em C*.

A esta altura parece natural indagar se o espaco vetorial dual A* de uma algebra associativa
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com unidade (A4, p,n) admite uma tnica estrutura de codlgebra. Como a aplicacdo p nao é
sobrejetora em geral, vemos que isso nem sempre é verdade. Porém, quando A tem dimensao
finita, podemos dar uma resposta afirmativa, como segue.

Definimos as aplicagdes lineares A : A* — A* ® A* e ¢ : A* — F respectivamente pelas
composicoes

A (A Ay D At A

A SR

onde £ é o isomorfismo natural definido por £(f) = (f,1). Para operar expressoes envolvendo
A, identificamos (A® A)* com A* ® A* (via p) de modo que omitimos p~!. Assim, para f € A*

e a,b € A arbitrarios, podemos escrever

(A(f),a®b) = (W'(f),a®D)
= (fim(a®D))
= (f,ab).

Para a aplicagao linear ¢, como 14 = n(1p), obtemos

e(f) = (Eon")(f) =&(fon) = {fin(lr)) = (f,14) .
Com esta notacao, podemos escrever

(A®id)o A(f),a®b®c) = ((n" ®id)(A(f)),a®b®c)
= (A(f),ab®c)
(f,abc) .

Analogamente, ((id ®A) o A(f),a ® b® ¢) = (f,abc), e portanto A é coassociativa.

Usando a identificacdo natural a — 1 ® a entre A e F ® A, escrevemos

(e@id) o A(f),a) = (A(f),(n®id)(1®a))
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= (A(f),1a®aq)
= <f’a>'

Do mesmo modo, ((id®e)o A(f),a) = (f,a), donde concluimos que £ é uma counidade.
Mostramos, assim, que (A*, A, ) define uma codlgebra sobre F.
Temos interessantes relacoes entre homomorfismos de codlgebras e homomorfismos de alge-

bras dadas pelas seguintes proposigoes.

Proposicao 95 Se C' e D sdo codlgebras arbitrdrias sobre F e ¢ : C — D é um homorfismo

de codlgebras, entdo a aplicagdo linear induzida ©* : D* — C* € um homorfismo de dlgebras.

Prova. Para todo f,g € D* e todo c € C, temos

(*(fg9),c) = (fg,0(c)) ={f ®@g,0(A(c)))
= (felw) (9 ¢()e)
= (frvle)) (9, 0(c@)
= (¢"(N)e) (¢ (9):c))
= (¢"(f)¥"(9).0)

o que conclui a prova. -

Naturalmente, esperamos que a reciproca desta proposicao seja verdadeira. Porém, isto nao
acontece em geral, pois, como ja sabemos, o espaco dual de uma algebra é garantidamente uma

codlgebra quando este tem dimensao finita. Com esta restrigdo, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 96 Se A e B sdo dlgebras de dimensdo finita e ¢ : A — B é um homomorfismo

de dlgebras, entdo a aplicagcao linear induzida ¢* : B* — A* € um homorfismo de codlgebras.

Prova. Usando a notagdo de Sweedler juntamente com a identificagdo ¢* ® ¢p* = (p ® ¢)*,

93



temos

(P @) o A)(f)a®b) = (A(f),pla) @ (b))
(a)p(b))

(ab))

€ €

f,

o~ o~~~ o~

(Aop),a®b)

para todo a,b € A e toda f € B*. Além disso,

(o) (/) = (¢" (), 1) = (f(1)) = ([, 1) = &(f)-

3.2.3 Subcodlgebras e coideais

E natural estudar uma algebra através de suas subdlgebras e ideais. Assim, é desejavel introduzir
conceitos que tenham papel analogo no estudo das coalgebras. Estes sao as subcodlgebras e os
coideais.

Dado um subespago D de uma codlgebra C', a nogao de coideal em D permitird atribuir ao
quociente de espagos vetoriais C'/D uma tnica estrutura de codlgebra.

Dada uma codlgebra (C,A,¢) sobre F, uma subcodlgebra é um subespaco D de C satis-
fazendo a condi¢ao A(D) C D ® D. Neste caso, D é uma codlgebra sobre F' por si mesma com
aplicagoes de estrutura dadas pelas restrigoes Alp e €|p de A e g, respectivamente. A inclusao

natural D — (' é claramente um homomorfismo de codlgebras.

Proposicao 97 Seja (C,A,e) uma codlgebra sobre F. Entdao um subespa¢o D de C € uma

subcodlgebra se, e somente se, D+ C C* é um ideal bilateral de C*.

Prova. (=) A inclusao i : D — C induz um homomorfismo de algebras i* : C* — D*, cujo

nicleo é exatamente D=+.
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(<) Recordamos que D+ = D (cf. Teorema 158 na pag. 170). Seja ¢ € D e suponhamos
que A(c) = > ¢i1 ® ¢, com ¢1, 2 € C. Sem perda de generalidade, podemos assumir que
0s ¢j2 sao linearmente independentes. Se A(c) ¢ D ® C, entao devemos ter, a menos de uma
reordenacio dos indices, ¢1; ¢ D. Isto significa que deve existir um elemento f € D+ tal que
(f,c11) # 0. Escolhamos g € C* tal que g(cj2) = 1. Entdo, como D+ é um ideal, fg € D+ e
dai (fg,c) = 0. Mas, (fg,c) = (f ® g, A(c)), pela defini¢ao da estrutura dual, logo

0 = (fg,c)= <f®g,ZCi1®Ci2>

=1
n

= Z <fa Cil) <gv C’i2>

=1

= <fucll> <g)612> 7&07

o que ¢é absurdo. Portanto, devemos ter A(c) € D ® C. Analogamente, A(c) € C ® D.
Finalmente, A(c) € (D®C)N(C® D) =D ® D, e D é uma subcodlgebra de C -

Um subespago D de C' é dito um coideal d esquerda de C' se A(D) C C ® D, um coideal a
direita de C se A(D) C D® C, e um coideal se e(D) =0e A(D)C D®C+ C® D.

Observamos que, ao contrario do que acontece com ideais de uma algebra, se D é um coideal,
néo é preciso que seja coideal a direita ou a esquerda. Além disso, se D é simultaneamente
coideal a direita e a esquerda, entao D é uma subcodlgebra, e nao é um coideal, a menos que
D = 0, pois somente nesse caso temos D @ C +C ®@ D = D ® D e ¢(D) = 0. Apesar dessa
aparente falta de analogia com os ideais, os coideais sao as estruturas adequadas & nocao de
codlgebra quociente. Além disso, os coideais e subcoalgebras de uma codlgebra tem relagdo com

os ideais e subalgebras da algebra dual na forma expressa pelas seguintes proposigoes.
Proposicao 98 Seja (C,A,e) uma codlgebra e D um subespaco de C.
(a) Se D é um coideal a direita (esquerda) entdo D+ é um ideal & direita (esquerda) em C*.

(b) Se I é um ideal & direita (esquerda) em C* entdo I+ é um coideal a direita (esquerda)

em C.

(c) D é um coideal & direita (esquerda) se, e somente se, D+ C C* é um ideal & direita

(esquerda) de C*.
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Prova. Seja (C*,u,n) a dlgebra dual. (a) Se D é um coideal, devemos mostrar que u(D+ ®
C*) C D*, o que equivale a mostrar que <p(DJ- ® C*), A(D)> = 0. Mas, isto é verdade pois,
A(D) C D®C, j4 que D é coideal & direita, e (p(D+ ® C*),D @ C) = 0, pela defini¢ao de p.

(b) Seja I um ideal & direita de C* e ¢ € I*+. Suponhamos que A(c) = "7 | a; ® b;, com
a;,b; € C. Sem perda de generalidade, podemos supor que os b; sejam linearmente indepen-
dentes. Se A(c) ¢ I+ ® C, entdo, a menos de uma reordenacdo nos indices, podemos supor que
a1 ¢ I+, Logo, existe f € I tal que (f,a;1) # 0. Escolhemos g € C* tal que (g, b;) = 1. Entdo,
como I é um ideal & direita, temos fg € I, logo (fg,c) = 0. Mas, (fg,c) = (f ® g,A(c)), e

conseqiientemente

@)
I
=

g,c)

=1

<f7 ai> <g7 bl>
i=1
fra1) (g,b1) # 0.

Il
—

I
NE

o~ 2

Com isso, mostramos que, A(I+) C I+ ® C, isto é, I+ é um coideal & direita de C. A prova
para o caso em que I é um ideal a esquerda é andloga.
(c) Segue de (a) e (b) e do fato que D+ = D (cf. item (d) do Teorema 158 na pag. 146).g
Proposicao 99 Seja (C,A,e) uma codlgebra e D um subespago de C.
(a) Se D é um coideal entdo D ¢é uma subélgebra de C*.

(b) Se I é uma subdlgebra de C* entdo I+ é um coideal de C.

(c) D é um coideal se, e somente se, D ¢ uma subdlgebra de C*.

Prova. (a) Como (D) = 0, entdo ¢ € D*. Devemos mostrar que u(D+ ® DY) ¢ D+
ou, equivalentemente, (p(D+ ® D+),A(D)) = 0. Esta igualdade é verdadeira, pois A(D) C
DoC+C®De

<p(DJ‘ ® DL),A(D)> c <p(DJ‘ © DY), D@ C’> + <p(Dl © DY), C D> —0,
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pela definicao de p.

(b) Como I é uma subalgebra de C*, entdo ¢ € I, isto é, (I+) = 0. Além disso, u(I®1) C I,
donde (p(I ® I),A(I1)) = (A" p(I®I),I+) = (p(I®I),I+) C (I,I*+) =0, ou seja, A(I+) C
p(I ® I)*. Pelo Teorema 159 na pag. 146, segue que A(I+) C C @ I+ + I+ ® C, logo I+ é um
coideal de C.

(c) Segue de (a) e (b) e de I*+ = 1. -

3.2.4 Teorema Fundamental do Isomorfismo para Coalgebras

Podemos, finalmente, enunciar o resultado principal desta subsecao.

Teorema 100 (TFI para codlgebras) Seja C uma codlgebra, D um coideal e w: C' — C/D

a projecao natural de C sobre o quociente de espagos vetoriais C/D. Entao:

(a) C/D tem uma tnica estrutura de codlgebra fazendo com que 7 seja um homomorfismo de

codlgebras.

(b) Se f:C — C' é um homomorfismo qualquer entre codlgebras, entio ker f é um coideal

de C.

(c) Se D C ker f entdo existe um tinico homomorfismo de codlgebras f tornando comutativo
o diagrama

(s

N

C/D

Prova. (a) Seja C'’ o espago vetorial C'/D. Como D é um coideal, D C kere. Logo, existe uma

Unica aplicagao linear & tornando comutativo o diagrama

C ——F (3.16)
\C %
Seja ¢ a composicao
CLcpc™c 0!
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Temos kerm = D, logo kerm @ m =C® D+ D ® C D A(D). Portanto, D C ker ¢. Podemos

definir A como a tnica aplicagao linear tornando comutativo o diagrama

C—>C'aC’

™ A

Ci/

Um célculo direto nos permite verificar que (3.17) implica

(id®A) o A(r(e)) = (A ®id) o A(n(c)),

(3.17)

para todo ¢ € C. Como 7 é sobrejetora, segue que A é coassociativa. Similarmente, (3.16) e

(3.17) implicam que Z é uma counidade. Conseqiientemente, (C’, A,Z) é uma codlgebra.

Os diagramas (3.16) e (3.17) definem 7 como um homomorfismo de coslgebras, e como A

e £ sdo as Unicas aplicagoes lineares tornando comutativos esses diagramas, certamente sao as

unicas aplicagoes de estrutura possiveis. Isto conclui a prova de (a).

(b) Como homomorfismo de coélgebras, f torna comutativo o diagrama

c—2 Lsc0xC

|

C’—A/>C'®C’

logo
Alker f)Ckerf@ f=C®ker f+kerf®C

que é a primeira condi¢do da definicdo de coideal. Ademais, é comutativo o diagrama

donde e(ker f) =0, e ker f é um coideal.
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(c) Vamos mostrar que a unica aplicacao linear que torna comutativo o diagrama

cC——¢

m 7
C/D
é realmente um homomorfismo de codlgebras.

Aplicando €’ a este diagrama, obtemos

e'(f(m(c)) = €'(f(c)) =elc)

pois f é homomorfismo de codlgebras. Como 7 é sobrejetora, concluimos que €’ o f = . Do

mesmo modo,

A'(f(n(e)) = Alf(e

pois m é homomorfismo de codlgebras.
Finalmente, a sobrejetividade de 7 garante que A’ o f = (f ® f) o A’. Como antes, a
unicidade de f como aplicacdo linear garante sua unicidade como homomorfismo de coélgebras,

completando a prova. -

3.2.5 Conclusao

Seguimos principalmente o tratamento encontrado no cldssico livro de Sweedler [Sw|. Porém,
as idéias sobre dualidade foram obtidas de Majid [Ma]. Pudemos observar que nossa intuicao
tende a falhar na expectativa de encontrar relagoes completamente andlogas entre os ideais de
uma algebra e os coideais de uma codlgebra dual. Explicitamente, tenderiamos a crer que o

dual de um ideal fosse um coideal e o dual de uma subélgebra fosse uma subcodlgebra. Apesar
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da relacao ser exatamente oposta, isto nao representa nenhuma dificuldade, pois, como vimos,
um Teorema Fundamental de Isomorfismo pode ser enunciado e provado utilizando apenas
a definicao e alguns conceitos da Algebra Linear. Na verdade, desejdvamos encontrar um
conceito de coideal que, em certo sentido, fosse compativel com o conceito de ideal em um

mesmo conjunto. Isto serd posto de maneira mais precisa na segao seguinte.

3.3 Bialgebras

Nas duas secoes anteriores, revimos o conceito de dlgebra associativa com unidade, e introduz-
imos o conceito de codlgebra. Dado um conjunto, este poderia ter ambas as estruturas sem que
houvesse qualquer relacao entre elas. Além disso, como vimos, podemos sempre olhar para uma
ou outra estrutura, independentemente. Nesta secao, porém, vamos estudar conjuntos dotados
de ambas as estruturas, coexistindo de maneira compatfvel. Isto é, vamos poder multiplicar e
“desagregar” objetos de um mesmo conjunto, dando origem a novos fenémenos algébricos. O

objetivo principal é estabelecer um contexto para o estudo das dlgebras de Hopf.

3.3.1 Definicao e exemplos

Definicao 101 (Bidlgebra) Uma bidlgebra é uma quintupla (B, u,n,A,€), onde B é um

espaco vetorial sobre um corpo F dotado de aplicacdes lineares u, n, A, €, tais que:
(i) (B, u,n) define uma dlgebra,

(ii) (B,A,¢) define uma codlgebra,

(iii) A multiplicacdo p e a unidade n sao homomorfismos de codlgebras,

(ii’) A comultiplicagio A e a counidade € sao homomorfismos de dlgebras.

Pode ser mostrado [A, pag. 57] que as condigoes de compatibilidade (iii) e (iii’) da defini¢ao
sao equivalentes. Uma aplicagao linear ¢ entre bidlgebras B e B’ é um homomorfismo de

bidlgebras se for simultaneamente homorfismo de dlgebras e homomorfismo de codlgebras.

Exemplo 102 Seja G um grupo. Pelos exemplos 88 e 92 temos que (FG, u,n) define uma

algebra e (FG, A, ¢) define uma coalgebra. Estas duas estruturas algébricas sao compativeis ja
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que

A(gh) = gh® gh= (9@ g)(h®h) = A(g)A(h)

e(gh) = 1 =e(g)e(h).

Conseqiientemente (FG, u,n, A, e) é uma bidlgebra. O

Exemplo 103 (Algebra Universal Envolvente) Sejag uma &lgebra de Lie sobre F. Sua
algebra universal envolvente Ug é uma algebra associativa com unidade livremente gerada por
1 e g, médulo o ideal gerado por todos os elementos do tipo xy —yx —[zy], onde z,y € g. Vamos
exibir aplicagoes de estrutura pu, 1, A, e ¢, tais que (Ug, 1, n, A, €) defina uma bidlgebra. As
aplicacoes p e 17 nao requerem mencao pois estao implicitas na defini¢ao de dlgebra associativa.
Devemos encontrar A e €.

g @ g é uma algebra de Lie com produto de lie dado por [(x1,x2), (y1,v2)] = ([z111], [x2y2]),
e a aplicagao 0 : g — g @ g definida por = — (z,x), chamada diagonal, é um homomorfismo de
algebras de Lie. A dlgebra Ug é também uma élgebra de Lie com produto de Lie [zy] = zy—yz,
para todo z,y € Ug. Usemos a notacao Ug~ para denotar a algebra universal envolvente de
g vista como &lgebra de Lie. Devido ao Teorema PBW (cf. Teorema 82), a inclusdo natural

i:9®g— U(gdg)” é um homomorfismo de dlgebras de Lie. Conseqiientemente, a composi¢ao
6 ) _
g—aog—U(gog)

¢ um homomorfismo de &lgebras de Lie. Este induz um (dnico) homomorfismo de algebras
Ug — U(g®dg), devido a propriedade universal de Ug. Ademais, a aplicagao (z,y) — z®1+1Qy
define um isomorfismo natural entre U(g®g) e Ug® Ug, de modo que temos um homomorfismo
de dlgebras A : Ug — Ug® Ug.

Afirmamos que (Ug, A, ¢) define uma codlgebra. De fato, temos g® (g g) = (gD g) D g =
gD gdg como algebras de Lie, e assim as aplicagoes = +— (z,(z,2)) e x — ((z,x),z) se
identificam a uma unica aplicacdo g — g @ g & g. Portanto, as aplicacoes induzidas também
se identificam a uma unica aplicacdo Ug — Ug ® Ug ® Ug. Mas, no primeiro caso, temos

(id®A) o A, e no segundo, (A ® id) o A, de modo que a igualdade das aplicagoes induzidas
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se traduz na coassociatividade de A. De maneira similar, g — g® g — g ® 0 — g, dada por

x+— (z,z)— (2,0) — z induz (id®e) o A : Ug — Ug. Mas, esta induz também id : Ug — Ug,

logo deve ser, (id ®e¢) o A = id. Analogamente, id = (¢ ® id) o A, mostrando a afirmacao.
Finalmente, como A e ¢ sao homorfismos de algebras, temos que (Ug, u,n, A, ) é uma

bidlgebra. 5

Definicao 104 Um subespaco I de uma bidlgebra B € dito bi-ideal se for simultaneamente um

tdeal e um coideal, 1.€, se

wWBeI+I®B)CI, AU)CB®I+I®B, &I)=0.

3.3.2 Teorema Fundamental do Isomorfismo para Bidlgebras

Concluimos a se¢ao com seu principal resultado, expresso pelo seguinte teorema.

Teorema 105 (TFI para bidlgebras) Seja B uma bidlgebra, D um bi-ideal e 7 : B — B/D

a proje¢ao natural de B sobre o quociente de espagos vetoriais de B/D. Entao:

(a) B/D tem uma tnica estrutura de bidlgebra fazendo com que m seja um homomorfismo de

bidlgebras.

(b) Se f: B — B’ é um homomorfismo qualquer entre bidlgebras, entao ker f € um bi-ideal

de B.

(c) Se D C ker f entdo existe wm tinico homomorfismo de bidlgebras f tornando comutativo

o diagrama

Prova. O Teorema 90 nos fornece aplicagoes de estrutura fi e 7 tal que (B/D, i, 77) corresponda
a uma algebra associativa com unidade. O Teorema 100, por outro lado, nos fornece aplicacoes
de estrutura A e ¢ tal que (B/D, A,#) corresponda a uma codlgebra. Ademais, os diagramas
apresentados nas provas desses dois teoremas definem 7 como um homomorfismo de bidlgebras.

Assim, precisamos apenas mostrar que A e € sdo homomorfismos de algebras.
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Com efeito, denotando m(a) por a e p(ab) por ab, vem que

Bopm@aeh) = Aab)=Aad) = (o A)(a®0)

= A(A(a®b)) = (o) (@a®b),
para todo a,b € B. Como 7 é sobrejetora, resulta A o ji = ji o A. Por outro lado,

Aof) = Aoron=(r®m)olAon

= (r@mnhen) =127

Isto mostra que A é um homomorfismo de 4lgebras. Um argumento semelhante se aplica a &,

concluindo a prova. -

3.4 Algebras de Hopf

O espago F(M) das fungoes C*° sobre uma variedade diferencidvel M define uma &lgebra
comutativa com as operagoes de adicao e de multiplicacao ponto-a-ponto usuais. Se G é um
grupo de Lie, entao a aplicacdo multiplicagdo u, a aplicacao unidade 7, e a inversao ¢ de
G sao aplicagoes (infinitamente) diferencidveis que induzem em F(G) aplicagoes de estrutura
adicionais, a saber, a comultiplicagdo A : F(G) — F(G) ® F(G) (definindo o produto tensorial
convenientemente), a counidade ¢ : F(G) — F' e a aplicagdo antipoda S : F(G) — F(G).
Como ja vimos na segao anterior, as aplicagoes A e € definem F(G) como uma bi-dlgebra
que, acrescida da aplicagao antfpoda S, representa a classe das dlgebras de Hopf. Estas tiveram
origem na década de 40 com a axiomatizacao dos trabalhos de H. Hopf sobre propriedades
topolégicas dos grupos de Lie, de onde provém tal denominagao. Porém, apenas na década de
60 é que estas despertaram interesse como estrutura algébrica, tornando-se objeto de estudo
per si. Contudo, apenas mais recentemente, é que os trabalhos de Drinfeld, motivados por
aplicacoes da Fisica-Matemadtica, estenderam e colocaram as algebras de Hopf numa posi¢ao de

destaque. Atualmente, algumas de suas principais aplicacgoes sdo:

1. Método do Espalhamento Inverso,
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2. Modelos de Vértices Exatamente Soltveis (Mecanica Estatistica),

3. Teoria de Nés e Invariantes de 3-variedades,

4. Teorias de Campos Conformes,

5. Abordagem geométrica nao-comutativa a Fisica na escala de Planck,

6. Extensoes da Teoria de Galois.

Conforme atesta o excelente tratado de Chari & Pressley [CP], hd atualmente uma intensa
interacao entre a Fisica e a Matematica no campo das Algebras de Hopf e, particularmente, dos
Grupos Quanticos. Apesar da freqiiente aparigdo das algebras de Hopf e de idéias correlatas
na literatura, ainda nao se tem identificado precisamente o papel fundamental dessas dlgebras.
Ha um consenso entre os especialistas de que um estudo mais detalhado de sua estrutura possa
lancar alguma luz sobre pontos ainda obscuros das aplicacoes, gerando grande expectativa.

Nesta secao, faremos uma definicdo sistemdtica das algebras de Hopf e apresentaremos
alguns fatos elementares, preparando o contexto para a introducao dos Grupos Quanticos na

préxima segao.

3.4.1 Definicao e exemplos

Definicao 106 (Algebra de Hopf) Uma élgebra de Hopf é uma séxtupla (H,p,n, A, S),
consistindo de um espago vetorial H sobre um corpo F' e de aplicacdes lineares u, n, A, €, S

satisfazendo as condi¢des:
(i) (H,u,n,A,e) define uma bidlgebra,
(ii) a aplicagdo S : H — H, chamada antfpoda, torna comutativos os diagramas

id®S S®id
—_— —_

HeH HeH HeH HeoH
al J» al J»
H mnoe H H noe H

ou equivalentemente, po (S®id)o A =noe=po (id®S) o A.

104



Um homomorfismo de dlgebras de Hopf é um homomorfismo de bidlgebras ¢ entre duas

algebras de Hopf H e H' tornando comutativo o diagrama

ou, equivalentemente, p oS = S’ o, onde S e S’ sao as aplicagoes antipodas de H e H',
respectivamente.

Um bi-ideal J de uma algebra de Hopf H é um Ideal de Hopf se S(J) C J.

Teorema 107 (TFI para Algebras de Hopf) Sejam H e H' dlgebras de Hopf, f : H — H'
um homomorfismo de dlgebras de Hopf, J C H um ideal de Hopf e m : H — H/J a projegdo

natural sobre o espaco vetorial quociente H/J. Entdo:

(a) L = H/J admite uma unica estrutura de dlgebra de Hopf tal que m seja um homomorfismo

de dlgebras de Hopf.
(b) ker f é um ideal de Hopf.

(c) Se J C ker f, entdo ewiste um tnico homomorfismo de dlgebras de Hopf f tornando

comutativo o diagrama

H—t s (3.18)

H/J

Prova. A prova deste resultado é essencialmente andloga & do Teorema 105. Este nos fornece
aplicacoes de estrutura ji, 7, A e  tais que (L, i, 7, A, Z) é uma bidlgebra. Precisamos mostrar
apenas os fatos relacionados a aplicacao antipoda:

(a) Seja m : H — L a projecao natural. Pelo Teorema 100a, esta é um homomorfismo de
bidlgebras. Se ¢ é a composigao

H g™,

entao, devemos ter J C ker ¢, pois J é um ideal de Hopf. Logo, existe uma tunica aplicacao
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linear S tornando comutativo o diagrama

H——— 1L
N4
L

Um célculo direto nos permite verificar que (ji o (id®S5) o A)(w(c)) = o &(rw(c)) = o (S®

(3.19)

id) o A)(7(c)). Como 7 é sobrejetora, concluimos que S é uma aplicagio antipoda de L.
Ademais, (3.19) nos define 7 como um homomorfismo de algebras de Hopf. Conseqiientemente
(L,,7m,A,2,S) é uma algebra de Hopf. A unicidade desta estrutura segue da unicidade das
aplicagoes lineares subjacentes, provando (a).

(b) Pelo Teorema 100b, ker f é um bi-ideal. Se S’ é a aplicagao antipoda de H' e ¢ € ker f,
temos 0 = S'(f(c)) = f(S(c)), pois f é homomorfismo de algebras de Hopf. Portanto, S(c) €
ker f, o qual vem a ser é um ideal de Hopf.

(c) O Teorema 100b nos fornece um tinico homomorfismo de bidlgebras tornando comutativo

o diagrama (3.18). Para todo ¢ € H, temos

Como 7 é sobrejetora, segue que f é um homomorfismo de algebras de Hopf.

3.4.2 Algebra de Convolucao

O conceito que vamos introduzir permite obter importantes propriedades da aplicagao antfpoda
de uma algebra de Hopf. Dada uma codlgebra (C,A,e) e uma algebra (A, u,n) sobre F,
consideremos M = Homp(C, A), o espago vetorial das aplicagoes lineares de C' em A. Se
frg € M, entao po(f®g)oA é também um elemento de M, pois é linear, como composigao de
aplicagoes lineares, e vai de C' em A. Desse modo, estd bem definida a aplicagao py; : M@ M —

M dada por f®g+— po(f®g)oA. Un cdlculo imediato permite verificar que i, é linear.
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Além disso, para todo c € C, e toda f,g,h € M,

par(par(f @ g) @ h)(c) = flewymy)gleaye))hlee)
= f(C(l))g(C(2)(1))h(0(2)(2))

= pp(f @ par(g® h))(e),

isto é, a aplicagao p;; é uma multiplicacao associativa.
Temos ainda que, para todo A € F, a aplicacao An o e também pertence a M, de modo que

A — Ano e define uma aplicacao linear n,; : ' — M. Para todo A € F e toda f € M, temos

(tar oy @id)(A®@ f) = pp(nu(N) @ f)
= po((Amoe)®@ f)oA
= po(N®ide)o(A® f)o(e®idy) o A

= A®F.

Analogamente,

(ppr o (i[dem))(f @A) =f@A=A® f.

Isto é, n,; é uma unidade e, conseqlientemente, (M, p,/,7,,) € uma &dlgebra associativa com
unidade 15 = noe. Esta é denominada dlgebra de convolugao.

Costuma-se denotar p,/(f®g) por f*g. Observemos que fxg(c) = f(cq1))g(c()) e, também,
que 1p7(c) = (noe)(c) = e(c)la, de modo que podemos ver £(c) como um elemento da dlgebra

A (através da inclusao n), escrevendo simplesmente 17(c) = e(c).

3.4.3 Propriedades da Aplicagao Antipoda

A algebra de convolucao permite obter uma caracterizacao bastante precisa da aplicagao anti-
poda de uma algebra de Hopf, inclusive garantindo sua unicidade. Veremos isto a seguir.

Se (H, 1,1, A, €, S) é uma dlgebra de Hopf sobre F', denotamos por H® a coélgebra (H, A, ¢)
e por H* a édlgebra (H,u,n). Com isto, temos que M = Homp(HY, H4) é uma algebra de
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convolucao. Por definicao, a aplicagao antfpoda satisfaz
S xid =id xS = 1y,

isto é S é o elemento inverso de id na algebra de convolugao. Uma conseqiiéncia imediata desta

propriedade é a unicidade da aplicacao antfpoda.

Proposicio 108 A aplicacio antipoda S de uma dlgebra de Hopf H tem as sequintes pro-

priedades
(a) S(ab) = S(b)S(a), para todo a,b € H,
(b) S(ly) =1p,
(c) (S®S)oA=A"0S,
(d) eoS =¢,
onde A" =710 A.

Prova. (a) Basta verificar que (Sopu)*pu = p*x(uo (S ® S)or) = 1. De fato, para todo a,b € H

temos

(Sop)xp)a®@b) = (Sop)((a®b)u)u((a®b)e)
= (Sop)lan) ®buy)u(ae) ® b))
= Sla@yba))ae)bde)
= (b)) (ab)gy
— (S *id)(ab)
= e(ab) = e(a)e(b).

(nx(po(S@S)er))(a®b) = p((a@b)my)(ue(S®@S)or)((a®b)e)

= pla@) ®bay)(po (S®S)oT)(ap) ® b))
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= a(l)b(l)S(b(g))S(a(Z))
= ame(b)S(ag))
= ¢e(a)e(b).

(b) Como A(lH) =1 ® 1y, temos 1y = 6(1]{) = (ld*S)(lH) = S(lH)
As demais propriedades seguem de maneira semelhante. -

Observagao. As propriedades (a) e (b) da proposigao definem S como um anti-homomorfismo
de dlgebras, enquanto que, as propriedades (c) e (d) definem S como um anti-homomorfismo

de codlgebras.

Proposicao 109 Se H ¢ uma dlgebra de Hopf comutativa ou cocomutativa, entdo S*> = SoS =

id.
Prova. Se H é comutativa ou cocomutativa, entao

S (S%)(e) = S(eq)S(ez)
= S(S(ce ) )

I
—~

Conseqiientemente, S? = id. -

3.4.4 Conclusao

Historicamente, os exemplos mais simples de dlgebras de Hopf sao aqueles provenientes de gru-
pos. De fato, muitas propriedades dos grupos se generalizam neste caso e, particularmente,
no caso das algebras de Hopf quasitriangulares, que estudaremos na préxima secao. KEstas
encontram-se associadas as solugoes da Equagao de Yang-Baxter Quantica (QYBE), as quais
surgiram primeiramente nos trabalhos de Baxter sobre os Modelos de Rede (Vértices) Exata-

mente Soluvelis.
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Segundo Majid [Ma], a compreensao do verdadeiro significado da QYBE vem da Teoria
das Trancas e dos Nés. A grosso modo, a cada solucao da QYBE corresponde um invariante
de trangas (e de nés), e também um modelo de rede exatamente solivel. Muitas solugoes da
QYBE podem ser obtidas a partir de representacoes de dlgebras de Hopf quasitriangulares (cf.
Drinfeld [D]). Alids, este é o modo como essas algebras surgiram historicamente.

Nesta secao baseamo-nos principalmente em Abe [A], Majid [Ma], e Chari & Pressley [CP].
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Capitulo 4
Grupos Quanticos

4.1 Algebras de Hopf quasitriangulares

Seja H uma algebra de Hopf sobre F. Como veremos, uma algebra de Hopf quasitriangu-
lar, é simplesmente uma algebra de Hopf cuja comultiplicagao foi “perturbada” por um ele-
mento inversivel R € H @ H. A surpreendente propriedade destas algebras é que R satisfaz,
como condicao de consisténcia, a Equacao de Yang-Baxter Quantica (QYBE) RiaR13R23 =
RosR13R12. Esta estabelece uma conexao com a Fisica dos Sistemas Integraveis da Mecéanica
Estatistica. Reciprocamente, a partir de uma solucao matricial regular R da QYBE, é possivel
construir abstratamente uma algebra de Hopf quasitriangular. Além disso, tais dlgebras repre-

sentam uma ampla classe de dlgebras de Hopf que nao s@o nem comutativas, nem cocomutativas.

4.1.1 Definicao e exemplos

O elemento R pode ser escrito

R = Z R1; @ Ry (4.1)
i=1

para algum inteiro positivo n, e Rq;, Ro; € H. Com a notacao de Sweedler, escrevemos
R=RY o RO, (4.2)

onde novamente enfatizamos que RV e R® nio sio propriamente elementos de H.
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Sem > 1,1 <1 # j <m sao inteiros positivos, definimos R;; como a imagem de R pela

inclusao canoénica H @ H — H®™ definida por

a®bl—>1®'”®1®CTL®1®-"®1®b®l®'”®1
i J
para todo a,b € H. Em palavras, R;; ¢ o elemento R nos fatores i e j da poténcia tensorial

H®™ ¢ 1 nos demais fatores. Isto nos sugere utilizar a notacao de Sweedler do seguinte modo:

Rij=1® - ®1® RY ®1®---®1®R¥2) Rl -®1
i J
Como as inclusbes canodnicas sao claramente homomorfismos de dlgebras, se R for um elemento

inversfvel, entdo teremos (R;;)~! = (R71);;. Desse modo, podemos escrever inequivocamente

Ri_jl para o inverso do elemento R;; em H®™ . De fato, Rini_jl = Rij(R_l)ij = (RR‘l)ij =1.

Definicao 110 (Algebra de Hopf quasitriangular) Uma algebra de Hopf quasitriangular
é um par (H, R) consistindo de uma dalgebra de Hopf H = (H, u,n,A,e,S) e de um elemento

imversiwel R € H ® H, chamado R-matriz universal, satisfazendo as condicoes:

(A ® id) (R) = Ri3Ro3, (id ®A)<R) = Ri3R1s (4.3)

A'(h) = RA(h)R™Y, para todo h € H. (4.4)

onde A’ =10 e € a aplicagio transposicio. Se, ademais, valer
Ry = Ry, (4.5)

entao diremos que (H, R) € triangular.

Observemos que as equacoes (4.3) estdao dadas em H @ H ® H.

Vamos agora ver que a aplicacdo transposi¢io T € um isomorfismo de dlgebras de Hopf.
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Com efeito, se C' e D sao algebras de Hopf, temos
((7‘ & T) o A)(C & d) = b(l) &® a(1) & b(z) & a2y = (A o T)(C & d),

e(t(a® b)) =e(b)e(a) =e(a)e(b) =c(a®D),

(Top)(a®@b®c®d)=bdRac=pb@a®d®c)=(uo(T®7))(a®@bRc®d),

(Sor)(a®b) = 5(b) ©S(a) = (10 S)(a®b).

Em vista dessa observacao, podemos construir uma representacao importante do grupo simé-
trico S,, sobre uma poténcia tensorial H®™ de uma &lgebra de Hopf H. O grupo simétrico
é gerado pelas transposicoes (1,2),(2,3),..., (4,2 +1),...,(m — 1,m). Para cada transposigao

(i,i4+1),onde i =1,...,m — 1, definimos o valor da representagdo como sendo a aplicagao

Tiiv1 =id® - ®idere id® - @id: H¥™ — H®™,
(i—1)-vezes (m—1—1)-vezes
que é claramente um isomorfismo de algebras de Hopf. Qualquer composicao destas aplicacGes
¢é ainda um isomorfismo de algebras de Hopf, logo a representagao esta bem-definida. Se o
é uma permutacao em S,,, denotamos 7, a imagem de o por essa aplicacado. Como o se
decompoe (ainda que nao unicamente) num produto dos geradores acima, 7, é simplesmente
o produto das imagens desses geradores pela representacao. A saber, se 0 = vy, ---7, onde

0s y; sao transposicoes geradoras, entao T, = T,, ---T,,. Intuitivamente, se 1 < i # j < m

.-
sao dois inteiros, 7;; é simplesmente a aplicacao transposicao 7 alternando os fatores ¢ e j
da poténcia tensorial H®™ respectivamente. Por essa razdo, continuaremos a chamar 7;; de

aplicacao transposicao.

Exemplo 111 (A &lgebra Ugsl(2,C)) Consideremos, para ¢ € C, a édlgebra nao-comutativa

Uysl(2,C) com geradores 1, q%, Xt X, q_%, satisfazendo as relagoes

H
+5

q
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T XTqg T = ¢FIXE
H —H

xtx] = L4
q—q

No limite formal quando ¢ — 1, essas relagoes de comutacao nos fornecem

[HX*] = 2X7%,

XTX"] = H,

donde vemos que, neste limite, Uysl(2,C) tende a élgebra universal envolvente Usl(2,C) da

algebra de Lie sl(2,C). Esta é uma dlgebra de Hopf com estrutura de coédlgebra dada por

Algt?) = ¢*7 ©q*T, 7)) = 1,
A(XE) = gieX*4+X*eqT, e(xt) =0,
e aplicacao antipoda é dada por
S(¢*%) = 7, S(X*) = —gix*
O elemento
H®H/2 1—‘1 )" g + 2 n _n(n—1)/2
Z i XT®q¢ 2X7)
q
onde
qn —q n
[n], = p— (n = 0)
e
[nlg! = [n]y [n =11, - [,

satisfaz as condigoes para que U,(sl(2,C)) seja uma algebra de Hopf quasitriangular.
Os nimeros [n] . € [n] ;! 30 denominados g-nimero inteiro e q-fatorial, respectivamente, e
vale

—n

c=14q "+ g (n>0),

], = T

Portanto, [n]; = n, e [n],! é o fatorial usual n! =n(n —1)---1.
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O elemento R acima nao é precisamente um elemento de Uys((2,C) @ Ugsl(2,C), ja que este
contém apenas somas finitas. Isto pode ser contornado num contexto topolégico (i.é, tomando-

se um completamento adequado desse produto tensorial). O

Exemplo 112 (Sweedler) Seja F' um corpo com caracteristica distinta de 2. Consideremos

a algebra associativa A gerada por 1, g, x, satisfazendo as relagoes

92 = 17 1,2 = 07 grg = —x,

Alg) = g®y, Alr) = reg+1®z,
e(g) = 1, e(x) = 0,

e aplicacao antipoda dada por

Slg) = g, S(x) = -—=.

Um célculo direto permite verificar que a definicado de A, €, sobre os geradores se estendem a
homomorfismos de algebras, e que a definicao de S sobre os geradores se estende a um anti-

homomorfismo de algebras. Além disso, o conjunto {1, g,x,gz} forma uma base de A sobre
F.

A possui as seguintes propriedades:
(a) A* = A como algebras de Hopf. De fato, seja {1*, g*, x*, 2*g*} a base de A* dual da base

{1,g,z,gx} de A. Definindo o = 1* — g* e = 2™ — x*¢*, temos

(a®,9) = (a®a,Ag) = (a,9)

= ((1In9) = (g 9)* = (0-1)* =1,

<oz2, ) = (a®a,Az))

= (a®@a,r®g+1®x)
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= (o,z){a,g) + (o, 1) (a,z) =0 e

<042,ga:> = (a®a,A(gx))
= (a®a,(g®g)z®g+101))

= <Oé7gZII> <Oé, 1> + <Oé,g> <Oz,g$> =0,

2

permitindo-nos concluir que a® = €. Célculos semelhantes conduzem a,

g2 o= 0, afa = —f
Ala) = a®a, AlB) = fRa+exf
a(l) = 1, p1) = 0

Evidentemente, {¢, «, 3, @8} formam uma base de A*, logo, as relagoes acima sao precisa-

mente as que definem A sobre esses geradores.

(b) A é quasitriangular. De fato, para qualquer A € F, o elemento
1 A
R:5(1®1+1®g+g®1—g®g)+§(as®x+m®gx+gx®gz:—g$®x)

é uma R-matriz universal de A e toda R-matriz de A é dessa forma.

4.1.2 Algebras de Hopf quasitriangulares e a QYBE
Proposicao 113 Se (H, R) € uma dlgebra de Hopf quasitriangular, entao
(a) R satisfaz a QYBE.’ R12R13R23 = R23R13R12.

(b) (¢ ®id)(R) = 1 = (id®e)(R). Como R € inversivel, isto implica (¢ ® id)(R™') = 1 =
(id ®e)(R™1).

(c) (S®id)(R) = R7! e (id®S)(R™!) = R (donde (S® S)(R) = R).
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Prova. (a)Aplicando 712 a ambos os lados de (4.3), obtemos (A’ ® id)(R) = Ra3R13, onde
A’ =710A. Logo,

RosR13R10 = (A/ ® id)(R) = Rm(A ® id)(R)Rl_len = R12R13Rs3.
(b) Aplicando (¢ ® id ®id) & primeira igualdade de (4.3) obtemos

R = (¢®id®id)(A®id)(R) = (¢ ® id®id)(Ri3Ra3)

= (e®id)(R)-R
e aplicando (id ® id ®e) & segunda obtemos

R = (i[d®id®e)(id®A)(R) = (id ®id ®¢)(R13R12)

= R-(id®e)(R).
(c) Para mostrar este item, calculamos

R-(S®id)(R) = (p®id)(id®S ® id)(R13Re3)
(p®id)(id®S ®id)(A ®id)(R)

= (p(id®S)A ®id)(R)
(

e@id)(R) = 1,

(deS) R -R!' = (deoup)(ideS ®id)(Rj; Ri3)
(idop)id @S ®id)(id @A) (R™1)
(id ®u(S ®id)A)(R™)
(id@e)(R™Y) =

e isto conclui a prova.
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R como uma aplicagao

Suponhamos que H tenha dimensao finita (de modo que H* tenha uma estrutura de codlgebra

proveniente da estrutura de élgebra de H). Definimos uma aplicagao R : H* — H por

Mais precisamente, se R = > | Ri; ® Ry;, entao R(f) = > Rii (f, Rai) = RM f(R®).
Mostremos que as condigoes (4.3) equivalem a afirmar que a aplicagdo R é um anti-homo-

morfismo de dlgebras e um homomorfismo de codlgebras. De fato, se f,g € H* temos

R(fg) =

(id®fg, R)

= (dof®g, (id®A(R))
(
(

def®g, R13R12>

id®g, R) (id®f, R) = R(9)R(f),

R(e) = (id®e, R) = 1.
Por outro lado, temos
AR(f) = A@d®f,R)=(A® f,R)
= (deidef, (A®id)(R))
= (id®id®f, R13Ra3)
= (d®id®Af, RizRa4)
= RYf(R?) @ RY f5 R®
= (RoR)(Af),

donde AR = (R @ R)A, e também

eR(f) = e(idaf,R) =e(RV)f(RP)
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= f(e(RMR®) = f(1) = (),

logo R é um homomorfismo de codlgebras.

4.2 As Algebras de Hopf A(R) e U(R)

Na secao anterior, vimos que uma algebra de Hopf satisfaz as Equacoes de Yang-Baxter Quan-
ticas. Nesta secao, a cada solucao matricial regular inversivel da QYBE, vamos associar uma

algebra de Hopf essencialmente quasitriangular U(R) e uma &lgebra de Hopf dual A(R).

4.2.1 As bialgebras A(R) e U(R)

Seja R € M,(C) ® M, (C) uma solucio inversivel da QYBE. Definimos A(R) como a bidlgebra

n

nao-comutativa gerada por 1 e pelos n? elementos do conjunto {u;}Z j—1, satisfazendo as relagoes

Ru®l)(l®u)=(1®u)(u®1)R. (4.6)
A(R) admite estrutura de coédlgebra dada por
Aul) =Y " uj @ uf, e(ut) = ot
k

Aqui, as n?

incégnitas {u;} s@o vistas como uma matriz u = (u;) € M,(A(R)) (com indice
de linha ¢ e de coluna j) e a equacgao (4.6) estd definida em M, (A(R)) ® M,(A(R)). Quando
R=1®1, a algebra A(R) se reduz a algebra simétrica (cf. Exemplo 153 na pag. 166) sobre o

médulo livre gerado por {u;}

Exemplo 114 (Matrizes Quanticas) Consideremos n =2 e ¢ € C — {0}, e tomemos

q 0 0 0
R g-b 01 g—qgt o0
0 0 1 0
0 0 0 q
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Entao A(R) ¢ a élgebra M,(2,C) das matrizes quanticas. Esta corresponde a algebra de en-

domorfismos do plano quéntico (Cilo (cf. Majid [Ma, 2.1.5]). Podemos encontrar precisamente
a b

c d

todas as 42 = 16 relacoes que definem essa dlgebra. Para isso, consideremos u =

Escrevemos explicitamente os membros da equagao (4.6):

qa?® qab qba qb?
1 ac—i—(q—q’l)ca ad—&-(q—q’l)cb bc—&-(q—q*l)da bd—&-(q—q’l)db
Ru®l)(1®u) = q 2 )
ca cb da db
qc? qcd qdc qd?

qga® ba (q—q l)batab gb?

gca da (q—q~')da+cb qdb

[NIES

1Iou)(u®l)R = ¢
gac  bc  (qg—q Ybctad gbd

qc®  dc  (q—q V)dctcd qd?

- 1 ~
Igualando estas duas expressoes e cancelando o fator comum ¢~ 2, obtemos as relagoes

ac = q tca, bd = g~ 'ab, ab = ¢~ 'ba, cd = ¢ de, (47)

bc = cb, ad —da = (¢! — q)bc.

Exemplo 115 (Matrizes Quéanticas Especiais) Se, além das relagoes (4.7), impusermos

uma condicao unitaria sobre o determinante quantico
detyu=ad —q 'be =1 (4.8)
obteremos a algebra de Hopf SL,(2,C). Com efeito, em M,(2,C), verificamos que
A(ad — ¢ 'be) = (ad — ¢ tbe) ® (ad — ¢ be),

e(ad — g 1be) = 1,
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logo a relagao (4.8) estd consistente com as definigdes de A e € em SL4(2,C), isto é, o elemento

ad — ¢ 'bc — 1 gera um bi-ideal em M,(2,C). A aplicagao antipoda S : SLy(2,C) — SLy(2,C)

¢é dada por
d —qb
S(u) = 1
—q_lc a
Esta algebra é dual a dlgebra Uysl(2,C) do Exemplo 111 (cf. Rosso [Rsl]). o

As relagoes de A(R) em termos da base

Seja {e a base usual de M, (C). Com relagdo a essa base, temos R =3, . | Rikel ek o

’L]]. Gl g

U=y, .u j uj€s. Agora, podemos reescrever os membros esquerdo e direito de (4.6) como

Rl®u)(u®l)= Z RZkupu;]e’ ®eF,

Pg ]
i,3,k,1,p,q
e
(u®1)(1®u)R g uFul RPel @ ef
qUpTYL g U]
1,3,k,l,p,q

respectivamente. Igualando essas duas expressoes, obtemos as n? relacoes escalares
ik Py, k, i pPq
E quuj E ugu, R/ (4.9)
p7
que sao uteis para se realizar calculos explicitos.

4.2.2 Representacio fundamental de A(R) e a bidlgebra U(R)

Consideremos a aplicagao p* : A(R) — My,(C), definida por p*(u})f = R;’f Esta aplicagao
estd bem definida e é chamada representacdo fundamental de A(R). Com efeito, fixando em
M, (C) a base usual {e
lados de (4.9), obtemos

7i—1, temos p*(ué) =Dk R}Ifef. Agora, aplicando p™ a ambos os

Pt (Y Rapuui) Z Ripp™ (u§)p™ (uf)
a,b
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= > R! R“prqu

Is s
a,b,p,q,s

Zuq up, RPT) = Z p o) R

_ kp pig P
= Z R,P RIRSPe?.

a,b,p,q,s

Tgualando estas duas expressoes, resulta a QYBE

> RERPRY =" RPRIRY.

a,b,q a,b,q
Isto quer dizer que a condicao essencial de consisténcia para a boa definicao de p* como um
homomorfismo de dlgebras equivale a que R seja uma solugao da QYBE.

Analogamente, definimos a representagio fundamental conjugada p~ A(R) — M, (C) por
p- (u;)f = (Rfl)j»]f, cuja consisténcia se resume em verificar que RiaRs)' Ry = Rgy Ry Ria,
isto é, R31 R3aR12 = R12R32R31, que é a QYBE apds renomear as componentes de M, (C) ®
M, (C) ® M,(C).

De maneira semelhante a A(R), definimos a algebra U(R). Esta é uma bidlgebra nao-
comutativa gerada por 1 e pelas 2n? indeterminadas [T = (l;”) el” = (l;i), modulo as

relacoes

RA@IM(IT®1) = (Tol)(1eHR,

RA®IMI"®1) = (I"®1)(1®IM)R.

A estrutura de codlgebra de U (R) é dada pelas aplicagoes
+i +i o gtk +i i
A(lj ) =13 ® 1", 5(lj ) =0;

estendidas como homomorfismos de algebras.

Hé um emparelhamento entre as algebras A(R) e U(R), isto é, uma aplicacio bilinear
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A(R) x U(R) — F definida por
(u,1¥) = RF,

onde R = Re R~ = 7(R™!). Em termos dos geradores, temos
<u§-,llik> Rj”k.

Este emparelhamento deve ser estendido adequadamente a toda A(R) x U(R), i.6, para cada
z € A(R) e y € U(R) fixados, as aplicacoes y' — (z,y’) e ' — (z’,y) sdo homomorfismos
de dlgebras. Um célculo direto (porém trabalhoso) permite verificar que este emparelhamento
estd bem definido, isto é, estd compativel com as relacoes que definem A(R) e U(R).

Além disso, as equagoes definidas em (3.2.2) estabelecem uma relagao entre a comultiplicagao
e counidade de uma destas algebras com o produto e a unidade da outra. De fato, a aplicacao
u — {u,[T) é exatamente a representacao fundamental de A(R), i.¢ <u3, l;rk> = p+(u )k Rflk,

logo

<u ul,l+m>zz<u§,l;m>< l+p> < ®ul,Al+m>

D
Por outro lado, isso nos fornece também a representacio fundamental de U (R), a saber, [T —
(u,1%). A boa definicio desta representacio segue analogamente & de A(R), mas é preciso

verificar também, que

a qual é vélida, pois equivale a szlegng = R13R23Rf21, isto é, novamente a QYBE.

Entdo, as bidlgebras A(R) e U(R) definem as representacoes fundamentais uma em relagio
a outra, o que é expresso na forma de um emparelhamento. Porém, esse emparelhamento é
degenerado, significando que as representagoes fundamentais ndo sao fiéis. De fato, se R for
uma solugao unitaria da QYBE, i.é, Rt = R, entao (u,lT —1") =Rt — R~ =0.

A seguir, partindo de A(R) e U(R), vamos construir as algebras A(R) e U(R) cujo empar-

elhamento serd nao-degenerado.
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4.2.3 As algebras de Hopf A(R) e U(R)

O emparelhamento degenerado entre A(R) e U(R) nos fornece dois radicais (ou ntcleos), nao-

nulos em geral, K1 e Ko definidos por

K, = Jz€AR): (z,y) =0, Yy € U(R)

Ky = {y e U(R) : {x,y) =0, ¥z € A(R)

}
}
Estes sdo claramente bi-ideais (como nticleos de homomorfismos) de A(R) e U(R), e podemos
formar as bidlgebras quocientes A(R)/K; e U(R)/Ka, obtendo respectivamente as bidlgebras
A(R) e U(R). Temos assim, um emparelhamento induzido entre A(R) e U(R), o qual agora
torna-se nao-degenerado. Neste sentido, podemos dizer que A(R) e U(R) sdo essencialmente
duais uma em relacio & outra (cf. Majid [Ma, 3.2.1]), i.6, existem as inclusées A(R) < U(R)*
e U(R) — A(R)*. O termo “essencialmente dual” se deve a que U(R)* é tecnicamente maior
que A(R), logo tais inclusdes nao sao sobrejetoras em geral.

A(R) e U(R) sdo algebras de Hopf, com antipodas definidas respectivamente por
(Su,I*) = (u,SI*) = R, (Su,17) = (u, SI7) = 7(R),
e estendidas como anti-homomorfismos de algebras. Com efeito, temos

<ug,2(sz,ji)zj+k> _ Z<ug,sz;i><u§,zjk>
k k
—1lai ppk asi a i
= ZRpkl jo = 5()5_7 = <ub7 1> E(l;— )?
k
e similarmente para outros produtos dos u’s e [*’s.
A bidlgebra U(R) é essencialmente quasitriangular com a aplicacdo % : A(R) — U(R)

definida por u — It estendida a A(R) como anti-homomorfismo de dlgebras e homomorfismo

de coalgebras. Esta estd bem-definida, i.é, verifica os axiomas que definem A(R) e U(R), e
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satisfaz as condicoes (4.3) e (4.4) (cf. Majid [Ma, 3.2.3]). Por exemplo, verificamos (4.4):

(A'h-R,a) = (A'h@R, Aa)
(A'h,aq)) Rlag)

{aq), ha1)) hyRlag)

= Raq) h(l) (a2) hz))

(R © Ah, Ad) = (R- Ah,a)

—
*
~

para todo a € A(R) e todo h € U(R). A igualdade (*) se escreve em termos da base como

> (s GV G = ST R
.6, RF1)(IT®1) = (IT®1)(1®1F)R*E, que é uma das relagdes definindo U(R). Portanto,
temos A'h - R =R Ah.

4.2.4 Familias classicas de Grupos Quanticos

Anteriormente construimos as algebras de Hopf A(R) e U(R) inteiramente a partir das con-
stantes de estrutura em R. Esta maneira abstrata de se construir algebras de Hopf encontra-se
em analogia direta com a maneira de se construir algebras de Lie a partir das constantes de
estrutura cé.k,, tais que [z;xy] = c;ka:Z (cf. [Hu, §1.4] e [FRT]). O andlogo da restrigdo imposta
pela Identidade de Jacobi é a QYBE. Nos seguintes exemplos, R depende de um parametro
q, tal que, quando ¢ — 1, a &lgebra de Hopf A(R) torna-se a algebra de funcoes continuas
sobre um grupo cléssico. Por essa razao, tais exemplos sao conhecidos como Grupos Quanticos
Cldssicos. Estes serao grupos matriciais em M, (C).

Por conveniéncia, vamos escrever n = 2s 4+ 1, onde s € %ZJF e tomamos a base canotnica de
M, (C), i.é, o conjunto

{eij 14, =—s,—s+1,...,s},

onde e;; é a matriz que contém 1 na posicao (7, j) e zero nas demais posigoes. Também, vamos
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precisar definir

i—1/2, i>0
=1 i i=0
i+1/2, i<O.

Visto isso, passamos a descrever trés exemplos abaixo.

Exemplo 116 Ay, quantico, ou SU,(n).

s

_1 _
R=qn(q) ei®eity ei®ejj+(qa—q ") ej@ej

i=—s i#£] >t
[m}
Exemplo 117 Bs, Dy /9 quantico, ou SOy(n).
R = qzeii ® eq; + oo ® ego + ¢ Z €_i,—i Q€4 + Z €i; Q €5
i#0 i#0 i#§,—j
Ha—a )Y e @ei—(a—a ) ¢ ey ®eisy,
7>1 7>
onde o termo ey ® ey existe somente quando s for inteiro, i.é, n for fmpar. O
Exemplo 118 (/5 quantico, ou Spy(n).
S S
= q Z eii @ eii+q Z €—i,—i & € + Z eii ®ej;+(a—q" Zezj @ €ji
i=—s i=—s i#£j,—J J>i
—(q—q ") ¢ g0 son () sgn(i)ei; @ i,
7>
onde sgn(i) = £1, se i > 0 ou 7 < 0, respectivamente. o

Os grupos quanticos associados as algebras de Lie cldssicas sao usualmente dados em termos
de deformacoes da estrutura de suas respectivas algebras universais envolventes, como no ex-
emplo (111). Porém, tais grupos quanticos também podem ser dados na forma dual, correspon-

dendo a A(R) e sua dual U(R). Vamos ilustrar isto na seguinte subsecio para s[(2, C), i.é, vamos
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verificar que, para uma solucao matricial conveniente R da QYBE, obtemos A(R) = SL,(2,C)
e U(R) = Ugsl(2,C).

4.2.5 Os grupos quanticos SL,(2,C) e Uysl(2,C)

Consideremos novamente a matriz

g 0 0 0
R:q*% 01 ¢g—qg ' 0
00 1 0
00 0 q

em M4(C). Esta foi obtida do Exemplo 116, com s = % e n = 2. Podemos verificar que esta R

satisfaz a QYBE e que sua inversa é

g! 0 0 0

Rl q% 0 1 gt—q ©
0 0 1 0

0 0 0 g !

Assim, fazem sentido as dlgebras A(R) e U(R) construidas acima. A &lgebra A(R) vem a ser

exatamente algebra das matrizes quanticas do Exemplo 114, de onde obtemos as relacoes

1,2 _ —1,2,1 1,2 _ —1,2.1 1,1 _ —1,1,1 2,2 _ —1,2,2
Uiy =q “ujuy, UgUpy = ¢ ~UUY, Uity = q “Ugly, Uiy = q “uguy,
1,2 _ 2.1 1,2 2,1 _ (,—1 1,2
Ugly = UTUY, ujus —uzuy = (¢ — q)uguy.
Vamos verificar que as relacoes
+1 _n_ =2 g+15-1 _ +27-2 _ +
Ib'=0=107 Uyt =1, 13757 =1, deti™ =1, (4.10)

definem um bi-ideal em U(R) e que a relacio

detqyu = utud — ¢ tudu? =1,
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define um bi-ideal em A(R).

Primeiramente, observamos (cf. Sweedler [Sw, pag. 88]) que se J é um ideal gerado por um
subespaco vetorial V' de uma bidlgebra H tal que AV C JRH+ H® J, entdao AJ C J Q@ H +
H® J, ou seja, J é um bi-ideal. Como conseqiiéncia, para as relagoes acima, basta-nos verificar
a propriedade de coideal sobre os geradores. Assim procedendo, usamos as representacoes

fundamentais para expressar as igualdades

(ubed —q ', 157) = (ul@ud— g ub o ud, ALY
_ ptilpt12 | pilpt22 1 ptil pt12 | ptil pt22
= Ry R+ Ry Rjp™—q (R12 R+ Ry Ry )

— 5= <1,zj.“‘>,

At - g luded) = (u@u)(ud @ uh) - g (uf @ ub)(u2, @ u)

= (ujuj — ¢~ "upu}) ® (uyu3 — ¢ upud).

Logo, podemos consistentemente impor det, u = 1, obtendo a bidlgebra quociente

A(R)

dor, 1~ ST 0

Voltando nossa atencio para U (R), verificamos que

(1) = 0= (1%,

At =1t i iy

G ) = (A @157 = 8 = (1) = (a2,

A2=120l v 2002,

Attt =t et
(i det ) = (A 1718 %) = 6} = (3 1),

Adet!™ = detlt ® deti™,
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donde as relacdes (4.10) definem um ideal em U(R).

Fazendo as identificagoes

H
q2 0 q-

l—l—
_1 _ _
g 2(g—q¢ HXT ¢

vl

e considerando as relagoes obtidas logo acima, juntamente com as relagoes provenientes da
definicdo de U(R), temos que, R(1 ® I¥)(I* ® 1) = (I* ® 1)(1 ® )R resulta em q%Xiq_% =

X e RAIM)(I"®@1)=(1" ®1)(1®I")R resulta em [XTX ] = q;l_—qq__lH (em cada caso

é preciso escrever todas as 16 relagbes, cuja maioria acaba sendo redundante).

Podemos ainda verificar que a aplicacao antipoda S e a aplicacao R definidas acima coin-
cidem com aquelas fornecidas nos Exemplos 111 e 115, logo, U(R) médulo as relagoes (4.10) é
isomorfo a Ugsl(2,C).

Jé sabemos que U,sl(2,C) e SL,(2, C) sdo duais, e que o emparelhamento entre A(R) e U(R)
¢é nao-degenerado. Portanto, os bi-ideais construidos devem ser radicais do emparelhamento e,

conseqiientemente, A(R) = SL,(2,C) e U(R) = Uysl(2,C).

4.3 O analogo quantico U;g da algebra universal envolvente Ug

de uma Aalgebra de Lie simples g

Seja g uma algebra de Lie simples sobre C, e seja h uma subdlgebra de Cartan de g (i.é, uma
subdlgebra nilpotente que é igual ao seu normalizador em g). O conjunto das raizes simples
{a; :i=1,...,N} de g geram o espaco vetorial h*, o qual se identifica a h mediante a forma
de Killing x de g do seguinte modo: a cada ¢ € h* corresponde o tinico elemento ¢, € b tal que

@o(h) = K(ty, h), YVh € b. O conjunto {h; : i = 1,...,N}, onde h; = 2o

Mana) ¢é evidentemente
19y

uma base de h e é chamado conjunto das co-raizes simples de g. A forma de Killing define um
produto escalar invariante em b (e também em b*) tal que (h;, h;) = k(hs, hj) = (o, ;). Como

vimos, a matriz de Cartan A = (a;;) de g é nao trivial (pois k é nao-degenerada em g) e seus

2(aj,00)
(ai,0)

elementos a;; = (h;, o) = = (aj, a;) sdo inteiros de Cartan. Aqui estamos adotando
uma conveng¢ao um pouco diferente daquela em (2.6.5), onde a matriz de Cartan foi definida

como sendo a transposta da matriz que apresentamos aqui. A dlgebra universal envolvente Ug

129



¢é a algebra gerada por 1 e pelos elementos de g, médulo o ideal gerado por todos os elementos
do tipo zy — yx — [zy]. Se (x1,...,z) é uma base ordenada de g, o Teorema de PBW nos
fornece uma base de Ug, a saber, {1}U{x;,z;, - - 24, :m € ZT,1 <iy <ig < -+ <ip,}. Estaé
também conhecida como a Base PBW de Ug (cf. Corolério 85). Outro coroldrio desse teorema
garante a injetividade da inclusao natural g <— Ug como algebras de Lie.

Vamos agora, para t € C, considerar a algebra U;g gerada por {k:;tl,ei,fl- :i=1,...,N}

sobre C satisfazendo as relagoes:
Q1) ikt =k 'k =1,  [kikj] =0,

(Q2) kgt =12e;,  kifyh =",

k2 — k72
(Q3) [eifi] = t;itﬁz, leif;] = 0, para i # j,
i Y
1=ai 1 B
@) S 0[] e =0 i
1=0 t7
I—CLij 1
— Q| l-ay-l .
(@) > (_1)1{ l U} i “TUfifi =0, para i # j.
=0 t7
(ag,04) tm _ t_m
Nestas relacoes, temos t; = tTJ, mly = sl
[m]¢fm — 1]¢ -+ [m — nly _ (™ — gy . (gt pmmene ]
[m}: [n]e[n — 1] - [1]; (t—t=1)-- (1" — =)
nl, B B
1,se n=0o0um=n.

? m . . . . . oA
O simbolo [ ] corresponde ao coeficiente t-binomial, o qual estéd relacionado ao polinémio
n
t

de Gauss

[y [ =11, -~ [1, - (1-q)(1=¢*) - (1-q")

[[m]] _ [m], lm—=1],---[m—n+1], (1—¢™)(1—qg™ 1) (1 —gm )

pela equacao

1], L2

Este polindmio aparece na Teoria das Partigdes. Os ndmeros [m] 4 580 08 g-nimeros inteiros

do Exemplo 111. Observamos ainda que [[ZL]] , € simplesmente o coeficiente binomial usual (Tg)
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Para fins posteriores, é 1til observar também que

2(aj,0) (a;,a;)
NS crry s R A0 B
i .

A algebral;g é uma deformacao de Ug com parametro t no sentido que Uyg — Ug no
limite formal ¢ — 1. Pode ser visto que (Q1)-(Q5) adquirem, neste limite, a forma das relagoes
de comutagao usuais definindo a algebra de Lie g (a extensao de (2.1) para o caso sl(2, F')).
Para ver isso, fazemos k; = t;” e, quando t — 1 formalmente, obtemos as seguintes relacoes de

comutacao entre os elementos h;, e;, f; :

(51) [hihs] =0,
2hi _ 4—2h;
(52) [eifi] = ﬁ — hi, e [eif;] =0se i #j,

P T S B
kiej — ki “ej — ek + ejk;

(S3) [leifile;] =

2 —2
12—t
(L=t )" 4 (1" — 1t
= R ej = aijej = (aj, i) €,
(2 (2
(L= 6" 4 (8" = 1"
lefil fi] = oR—— — —a; f; = — (o, i) fj,
A %

(S5) (aden)= (™ (ej) =0,
(55) (ad fi)~ ‘eI (f;) =0,

as quais definem abstratamente a élgebra de Lie g (mais geralmente, admite-se que A seja uma
matriz de Cartan generalizada, de modo que estas relagoes definem na verdade a algebra de
Kac-Moody g(A) (cf. Apéndice de Chari & Pressley [CP])). Asduas ultimas condicoes aparecem
como os limites de (Q4) e (Q5) respectivamente, bastando observar, por simples indugao e uso

da regra de Leibniz, que

(ade;)! = (ej) = Z(—l)l<1 _laij>€i1a”leje§,
=0
17(11‘] .

(ad fi) 5 () = Z(—nl(l la”>fi1_a”_lfjf}.
=0



Ademais, U;g admite estrutura de codlgebra com comultiplicacgdo A : Urg — Uzg ® Ug tal
que
Ak = Kok,
Ale)) = e®@k ' +k®e,
Afi) = fiek ' +kofi

e counidade ¢ : Uyg — C definida por
e(kEh) =1, ele;) =0=c¢(fy).

Estas aplicacoes estao definidas sobre os geradores e estendidas a toda a &algebra U;g como
homomorfismos de dlgebras. Pode ser mostrado (cf. Chari & Pressley[CP, 6.3]) que o modo
como A e ¢ estao definidas é unico, com a condi¢ao de satisfazer as propriedades de coasso-
ciatividade e counidade, respectivamente. Para ilustrar, verificamos a coassociatividade de A

sobre os elementos e;:

(A®id)A(e;) = (Aid)(e; @k ' +k ®e)
= ®k 'Rk +hi®e 0k +h@k®e
= ([deA)(e; @kt +k @ e;)
= ([d®A)A(e;).

A verificacao da coassociatividade de A sobre os f;’s é andloga, e sobre os kiﬂ’s é trivial. Além

disso, U:g é uma algebra de Hopf com aplicagao antipoda S : Uyg — U,g definida por
Ski)=k;',  Sle)=—t;%e;,  S(fi) = —ti fi-
De fato,

p(id®@S)Ae;) = Sk ") + kiS(es)
= eiki—t?kiei

= 61‘]@' — eik‘i =0= 6(61')
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= M(S ® id)A(ei),

e analogamente para os f;’s e para os k;’s.

4.3.1 Sobre a estrutura de U;g quando ¢ nao é raiz da unidade

N
Daqui por diante, assumimos que t nao é raiz da unidade. Seja @) = @Zai o reticulado das
i=1
N K2
raizes de g e seja Q4+ = @ Ne;. O objetivo principal desta subsegdo é mostrar que Uig é uma

i=1
algebra @-graduada e, usando esse fato, mostrar que Uyg tem uma base que desempenha um

papel analogo a PBW de Ug. Para isso, vamos precisar das seguintes notagoes: definimos as
subélgebras U, (respec. Uyn_) gerada pelos e;’s (respec. f;’s) e Uiby (respec. U;b_) gerada
pelos k;’s e pelos ¢;’s (respec. k;’s e f;’s) de Upg. Ainda, seja T' o subgrupo multiplicativo de U;g
formado pelos elementos inversiveis de Uyg gerados pelos k;’s, e seja C[T] sua algebra de grupo.
Em particular, vamos mostrar que vale a decomposicao triangular U;g = Uin_ @ C[T] @ Uy
(observamos a semelhanca desta decomposi¢ao com o conhecido resultado para as &lgebras

envolventes: U(g; @ g2) = Ug) ® Uga).

Q-graduacgao
N
Dizemos que um monoémio z nos geradores e;, f;, k;, é de grau oo = n;oy; € e denotamos
19 (3] (3] At} b
i=1
gre = a, se

kick; L =t Wi=1,.. . N.

Proposicao 119 A agdo dos k;’s por conjugagao produz uma Q-graduagao em Ug (respec. em

Utni e Utbi).

Prova. Como t nao é raiz da unidade e (a;,a) € Z, os nimeros t(*®) € C determinam
unicamente os inteiros (o, «), os quais, por sua vez, determinam « (i.é, seus coeficientes
ni,...,ny) unicamente, ja que o produto escalar ( , ) é nao-degenerado. Observando ainda que
kie?jki_l _ (kiejki_l)nj _ (t?ijej)nj _ t?jaije?j — t”j(ai’o‘j)e?j7 e sz;njkl_l _ t—mj(&i,aj)f;nj,
vemos que se x ¢ um monomio em que e; aparece n; vezes e f; aparece m; vezes, entao

gro = Z;V:l(nj —mj)aj = Z;V:l(gr e;’ +grf;”) (os ki’s nio precisam ser considerados aqui
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pois tém grau 0). Conseqiientemente, U;g é soma direta de seus espagos de graus

Uy ={xe€lUg:grz=a}.

Com isto, (Upg)®™ é Q™-graduada, e também Q-graduada pela graduagao total. Obser-

vamos que a comultiplicacdo A é claramente um homormorfismo de algebras graduadas. De

fato,
(ki @ k) A(ey) (kP @ k) = (kiejky ) @ k' + k; @ (kiejk; ')
e AGey),
para todo ¢ =1,...,N, 1.é, o grA(e;) = gre; = «j. Similarmente, concluimos que gr A(f;) =

gr fj = —aj e que gr A(k;) = grk; = 0.

N

Lema 120 Vmy,...,my € N, e"* ---ey" € nao-nulo em Uyg.

Prova. a) Existe sempre a representagao fundamental de U;g dada pelas mesmas férmulas da
representagao fundamental de g, na qual os e;’s tém imagem nao-nula (cf. Jimbo [Ji2, Remark
1]; isto também pode ser visto seguindo-se Humphreys [Hu, §18.2]).

b)Vi=1,...,N,Vm € N, e/ # 0. Como A e também A™ = (A®id®: - @ id)A™!
sdo injetoras, basta mostrar que A™(el") # 0. Usando a Q™-graduagao, basta mostrar que a

componente de grau (o, ..., q;) é nao-nula. Assim, temos A™(e;) = ug + - - - + Uy, onde

ur:ki®---®ki®ei®k;1®-~®/~€-_1

(2

i.é, 0 e; estd na posicao r do produto tensorial, e se r < s, entao

1

wus = K@ -0k eekle 210k leok - @k 2
= Ko - 0kethkeole - 01lotiek ' ok?e k2

4
= 1, UslUyp.
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Para encontrar explicitamente A™(el"), utilizamos a férmula t}-multinomial:

(A™(;))™ = (ur 4+ +um)™
[[m]]t?! n1 n
= Z KRR

ni4-+nm=m [[nl]]tf' e [[nm]]t;l

Um célculo direto mostra que o grau de um termo deste multinomial é (nja;,...,n,q;), de
modo que, encontramos o termo de grau («,...,®;) quando n; = -+ = n,, = 1, ou seja, o
termo

[[m]]tfl

([0)"

12 7 Ty (2m g 2m (m—
= ( i i )( z(t2 i t)_g)m< i i ) eikszl ®€ik;n73 ® - ®€lkz (m 1).
i Vi

Este é claramente nao-nulo, pois os k; sao inversiveis.
¢) Sejam my,...,my € N. Para mostrar que e]"' - -- el # 0, basta mostrar que a compo-

nente de grau (miaq,...,myay) de AN(egnl ---e™) ¢ nao-nula. Mas esta é
mi7,m2 my —m1 Mmoo my —m1 —mMmN—-1_mpn
61 k'z k;N ®k1 62 kN ®®k1 ‘.'kal eN

a qual é nao-nula por (b). -

Uma base para C[T]]

N

Para cada o = Zniai € @, consideremos o mondémio k, = kj*--- k%" . Estes claramente
i=1

geram C[T']. Mais pode ser dito. De fato, temos os seguinte lema.

Lema 121 Os k,’s, a € Q, sdo linearmente independentes.

Prova. Suponha que Z Aaka = 0, onde A\, € C —{0}. Sem perda de generalidade, podemos

fin.
assumir que os « que aparecem na soma estejam todos em Q4. Assim, (id ®S)A(D  Aaka) =

Y Aaka @ k1 =0em Uy (L) ® Uy(L). Seja L : Uyg — Usg a representacdo regular & esquerda
(definida por L(z)(y) = xy) e seja R : Uyg — U,g a representagao regular a direita (definida
por R(x)(y) = yx). Devemos ter entdo Y Ao L(ks) o R(k;1) = 0 em End(U;g). Aplicando esta
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sobre e]™ - - ey, obtemos
D Agtl@zmied =0, Ymy,... my €N.

Como podemos aplicar > Ao L(kq) o R(k;!) sobre e’fml e elfVmN para todo k € N, vemos de
imediato que ¢ e todas as suas poténcias t* sdo raizes de um certo polinémio de Laurent.
Mas ¢ nao é raiz da unidade, o que significa que todas as suas poténcias t* sdo duas-a-duas
distintas, de modo que esse polinomio de Laurent tem que ser nulo. Observando que a aplicagao
a — (a, > mja;) ndo é necessariamente injetora, devemos agrupar os coeficientes nulos desse

polinémio de Laurent, a saber,

> A=0, Vmq,...,my€N.
al(e,Y mia;)=cte.
Vamos concluir a prova usando inducao sobre o niimero p de termos na soma original (lembrando
que assumimos A\, € C — {0}). O caso p =1 é 6bvio. Agora, suponhamos que o resultado seja
verdadeiro para todas as somas com p > 1 termos e suponhamos que seja dada uma soma com
p + 1 termos nos indices a(@ . . ., al?) e @+. Basta mostrar que existem m1,...,my € N tais

que

(a(o),Zmiai) ¢ {(oz(k),Zmiai) ck=1,...,p}, (4.11)

de modo que o argumento sobre os polinémios de Laurent nos da A o) = 0. Ficamos assim
novamente com uma soma de p termos cujos coeficientes sao nulos pela hipétese de indugao.

Podemos refrasear (4.11) do seguinte modo:
dmq,...,my €N, tais que, Vk =1,...,p, (a(o) —a®), Zmiai) £ 0.

As aplicacoes a — (a?) — aP) «) sdo formas lineares nao-nulas sobre h* as quais determinam
. « [ ~ [

p hiperplanos em §*. Devemos mostrar que hd ao menos um ponto em (4 que nao estd na

reunido de todos esses hiperplanos. A prova desse fato é andloga a do caso classico: qualquer

espaco vetorial sobre um corpo de caracteristica 0 nao pode ser a reuniao de uma quantidade

finita de subespagos préprios (cf. Brown [Br, I, 1.14]). -
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Uma base para U,

H4 uma base em Uyng cujos elementos sao monémios nos e;’s (esta é gerada por tais mondémios
como espago vetorial). Sem perda de generalidade, podemos assumir que os mondmios bésicos
de um certo @-grau formam uma base da respectiva @Q-componente de Uiny. Seja (E,),cs essa

base.

Lema 122 (E,kq)reracq € uma base de Uiby. Portanto, Uby = Umy @ C[T] como espagos

vetoriais.

Prova. Basta mostrar que esses elementos sao linearmente independentes. Suponhamos que

Z ArErka, =0, onde A, € C — {0}. Sem perda de generalidade, podemos assumir que todos

fin.
os termos tém o mesmo @Q-grau . O termo de grau (3,0) em A3 N\ Erk,,) deve ser 0, logo

> NEika, @ kgka, = 0,

> > ME | ka®kiksg| = 0.

o rlar=«a

Como os kg’s sao linearmente independentes, segue que » M- E,. =0, donde A\, = 0 para

rlar=«a

todo 7. -

Com este resultado, podemos obter facilmente uma base para U;b_. Consideremos o auto-

morfismo ¢ de U,g definido por

ple:) = —fi o(fi) = —ei, (ki) =k; .

Se F. = ¢(E,), entao (F)),cr é uma base de Uyn_ constituida de mondmios nos f;’s com as

mesmas propriedades de (E,),c; em relagao a Uib_.

A decomposicao triangular de U.g

Proposicao 123 (E.F ko) ajerxixq € uwma base de Ug. Portanto, Uyg = Umn_ @ C[T] ®

Umy como espagos vetoriais e Ugg € um Uib-mddulo livre.
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Prova. Basta provar a independéncia linear. Suponhamos que Z)\r,r’,aErFr'ka = 0, com

fin.
Aot o € C—{0}. Para cada r € I, sejam «, o grau de E, e —o,» 0 Q-grau de F,». Entao o

Q-grau de E, F, k. é a — v € podemos assumir sem perda de generalidade que os pares (r,7”)
ocorrendo na soma sejam tais que «, — a,» = constante.

Vamos precisar de uma relagdo de ordem =< definida em @ do seguinte modo: para a =
Y nia; € Q sejam mi(a) = n; e l(a) = Y mi(a) € Z. Para cada par a # o’ dizemos que

a < o' se:
(a) l(a) <l(a’) ou
(b) I(e) = I(a’) e o menor indice 7 tal que m;() # mi(a’) verifique m;i(e) < my(a’).
Esta é uma relagao de ordem total e é compativel com a adicao.
Agora, consideremos Iy = {r € I : gr E, = «, seja maximal para <}. Entao na equagao

AR Ay oErFrrky) = 0, a componente de @ x @Q-grau maximal na primeira coordenada e

minimal na segunda deve ser 0, isto é,

Z Arrt a(Brka,, @ kg Fr)ka @ ko = 0.

rely

Aqui . estd fixado (pois é o grau de E,), logo a, estd também, e podemos cancelar os fatores

ko, ®1el® k;} resultando sucessivamente

Z Ar,r’,a(Erka ® Fr’ka) =0,

rely

> > AwaBrka | ® Fuka =0.

(r’,a) distintos \r€lp

Como os F,/k, sdo linearmente independentes, para todo par (r’, «) fixado, temos

Z )\r,r’,aErka =0

rely

e, conseqiientemente, A,/ o = 0. -
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4.3.2 Representagoes de dimensao finita de U;g

Seguindo Rosso [Rs2], vamos mostrar que quando ¢ nao é raiz da unidade, toda representacao
irredutivel de U.g é obtida de uma deformacao de uma representagao irredutivel de g, e que

toda representacao de U,g é essencialmente obtida por esse processo.

Resultados gerais

Seja V' um espago vetorial de dimensao finita sobre C e seja p : Uyg — End(V) uma repre-

sentagao. Denotamos p(a)(v) por a-v paraa € Uige v € V.

Lema 124 1. Os endomorfismos e;, fi, i =1,..., N, de V sao nilpotentes.

2. SeV € irredutivel, entao os endomorfismos k;’s de V' sao simultaneamente trigonalizdveis

e V=@V, onde p e C[T]* — {0} e
Vi={veV ik -v=uplk)v,i=1,...,N}

Prova. 1. Parai=1,..., N, se ¢; tem um autovetor v associado ao autovalor nao-nulo \ € C,
entao a relacao

ei-(kjt-v) = t?k‘;lei Cv = )\t?(ki’l ),

7

mostra-nos que e; tem uma infinidade de autovalores nao-nulos, donde ¢; tem 0 como Unico
autovalor, logo e; é nilpotente. Idem para f;.

2. Os endomorfismos k; geram uma subdlgebra abeliana L da &lgebra de Lie gl(V'). Logo,
pelo Teorema de Lie, V' contém um autovetor v comum a todos os endomorfismos em L. Seja
E = {W subespago de V : dim W > 1 e k;|w seja diagonalizédvel}. O conjunto E é nao-vazio
pois Cv € E. Consideremos W € E e dimensao maximal. Se W for invariante sob os e;’s e sob
os f;’s, entao devemos ter W =V pois V ¢ irredutivel.

Suponhamos que exista w € W tal que ej - w ¢ W para algum j = 1,..., N (uma tal
suposicao sobre um f; seria similar). Como W = @ W,,, onde W, = {w : k; - w = p(k;)w},
podemos assumir que w € W), para algum p € C[T]* — {0}. Desse modo, temos

kiej - w =t;7ejk; - w = p(k;)t; 7 e; - w,

139



donde w’ = e;-w é um autovetor comum a todos os endomorfismos k;’se W' =W @ Cw’ € E,

contrariando a maximalidade de W. -

Observagao: Os caracteres u sao chamados pesos da representacao p e paracadai=1,..., N,

como k; é inversivel, devemos ter u;, = u(k;) # 0.

Definicao 125 (Peso maximo) Um vetor v € V — {0} € dito vetor peso maximo se existe

A € C[T)* — {0} tais que

para todo i =1,...,N.

Em outras palavras, v é vetor peso maximo se 0 # v € V) para algum A ndo-nulo e v é

anulado por todos os endomorfismos e;’s.

Proposicao 126 Toda representacdo de dimensao finita V de Uig tem ao menos um vetor

peso mdximo.

Prova. Como os k; sao simultaneamente diagonalizaveis, o conjunto de pesos P = {u € C[T|*—
{0} : V,, # 0} é nao-vazio. O subespaco vetorial nao-nulo V'’ = @V, é claramente invariante
sob Ug, i.é, V' é uma sub-representacao de V.

Em V', consideremos Vj = ﬂévzl kere;. Sev € Vpentdoe;-v=0,e0=kiej-v=1t;"¢ejk; v,
para todo 57 = 1,...,N, donde k; - v € Vy e V é invariante pelos k;’s. Desse modo, V; deve
conter um autovetor comum a todos os k;’s, bastando-nos mostrar que Vj # 0. Isto seguird

diretamente do lema abaixo. -

Lema 127 Sejam V, V' e P como na proposi¢cao acima. FExiste um natural M tal que

Vi1, ... Jp €{1,...,N}, ej,---ej, =0 em End V' sempre que p > M.

Prova. Basta verificar que Vi € P, e Vo € V', ¢j, ---¢;, - v = 0 para p suficientemente grande.
>k Qijp

Fixemos p € P, v € V, esejav’ =ej, ---e;, -v. Entao, ki-v' = pu(ks)t;
Dok Qigy

%

v’, donde v’ € V1,

com p! = pu;t . Se ny é o niimero de vezes que e; ocorre em {ej,, ..., ej,}, entdo podemos
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N
tZ k=1 TkAik

: (obs: p=mni+---+ny). Como V' tem dimensao finita, hd apenas

reescrever p] = fi;

um ndmero finito de pesos i, p™V, ..., u(” e basta verificar que para p suficientemente grande
p' nao estd nesta lista (i.6, V,» = 0). Para cada i = 1,..., N seja :L‘Es) = ,ul(s)/,ui; devemos
encontrar um indice ig € {1,..., N} tal que

o1 MkGigh (1) (r)

tio §§{1,xi0 sy Ty }.

Como t é nao-nulo, fixamos ¢ € C tal que t = 2™, ¢ ¢ Q pois ¢ ndo é raiz da unidade.
(s) (s)

L, - , () ~ .
Como cada z;’ é nao-nulo, fixamos também ;" tal que azgs) = 2™ . Entdo a igualdade

t%’“ Thiok wgs) se reescreve CoOmo
(o, @) al (s)  m
1y 21 . s .
5 anaik =y, + £ para algum m,
k=1
e dai,
N m
3" nelan,ap) = o + 2.
k=1 5

O lado esquerdo desta igualdade estd em Z, logo o lado direito também deve estar e existe no

(s) (s) (s)

méximo um inteiro m tal que y;~ + % € Z. Facamos z; ' =y, + % Suponhamos que para

cadai=1,...,N exista s € {0,...,r} tal que

(s)

ng(ou, o) = 2

-

Isso nos dd um sistema linear nas incégnitas ni,...,ny, cuja matriz é ((«;, o)), a qual é
(s1) (s

inversivel. Assim, dados z; "/,..., 25" ) h& no méximo uma solucao inteira para esse sis-
tema. Como podemos formar apenas um nimero finito de N-uplas (z%sl), . ,z](\?N )), Vemos
que se (n1,...,ny) nao pertencer a um certo conjunto finito (a reunido de todas as possiveis
solugoes para os sistemas construidos da maneira prescrita), entdo sempre podemos conseguir
um indice 7 tal que t%knkaiok ¢ {1,x£3), . ,xl(g)} Tomando M = sup{|ni|+ - -+ |nn|} +1

onde (ni,...,ny) percorre o tal conjunto finito, obtemos o lema. -

Definicao 128 Seja V' um Uig-mddulo tal que V- = U,g-v4 para um vetor peso mdzrimo vy de
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peso X. Dizemos que V' é um Uig-modulo ciclico.

Proposicao 129 Seja V' um Uzg-mddulo ciclico gerado por um vetor peso mdxrimo vi, com

PESO A.

1. 'V € gerado por vy e por fi -+ fi, - vy, i1,...,9 = 1,..., N, e tal vetor, se nao-nulo, é

72]' ki
um vetor de peso p tal que p = Aty .

2. Todos os pesos de V sdo dessa forma.
3. Para cada peso p, dimV), € finita e dim V) = 1.

4.V € um Uig-mddulo indecomponivel, com um unico submddulo proprio mazximal.

Prova. E andloga & encontrada em Humphreys [Hu, §20.2], usando a decomposicao Upg =
Un_ ® C[T] ® Umn,. Para (3), usamos o mesmo argumento do lema (127) que f;, --- fj. - v4

e fi, -+ fi, - v+ tém o mesmo peso se, e s se, Vi, f; aparece o mesmo numero de vezes em

{fju"-?fjr}e{fiu"'ufip}‘ n

Proposicao 130 Sep e p’ sao duas representacoes irredutiveis de mesmo peso mdzimo, entao

elas sao equivalentes.

Prova. Basta notar que se V e V' sdo os respectivos Uyg-mddulos, entao V e V' sdo ambos

ciclicos. O resto segue analogamente ao Teorema A de Humphreys [Hu, §20.3]. -

Agora, estamos em uma condicao tal que dada uma representacao irredutivel de dimenséao
finita, sabemos que esta tem peso m&aximo, necessariamente Unico. A fim de determinar os
possiveis valores de \, devemos considerar, para cada ¢ = 1,..., IV, a restricado da representacao

a subalgebra gerada por k;tl, ei, fi, a qual é isomorfa a Usl(2,C).

Representacoes de dimensao finita de Usl(2,C)

k*l, e, f os geradores de Uysl(2,C). Observamos que, neste

Por simplicidade, denotaremos por
caso, C[T]* é canonicamente isomorfo a C, donde os pesos de uma representacao de Usl(2,C)

sao identificados a elementos de C.
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(kt — k=1t1)2
(t2 _ 7572)2
escalar ndo-nulo sobre toda representacdo irredutivel de dimensdo finita.

Lema 131 1. C = + fe pertence ao centro de Uisl(2,C) e age como um

(w T /—lt—1)2
(t2 _ t_2)2
nao-nulo sobre toda representacdo irredutivel de dimensdo finita, desde que esta tenha

2. Para w' € {1,-1,i,—i}, seja C' = C — . Este age como um escalar

dimensao maior que 2.

Prova. Um célculo imediato verifica que C e C'/ comutam com k, e, f, donde estes encontram-se
no centro da algebra e agem como escalares sobre toda representagao irredutivel. O respectivo
escalar é obtido avaliando-se sobre o vetor de peso maximo vg. Para C obtemos o escalar

(wtm+1 _ w_lt_(m+1))2
&= t7)

#0,

pois t nao é raiz da unidade. Para C'’, temos o escalar

(w2t2(m+1) 4 w72t72(m+1) —w /2t2 —w /72t72)2
(t2 _ t_2)2

Notando que w? =w™2 e w’? = w’ 72, vemos que esse escalar é nulo se, e s6 se,
— / —
w2(t2(m+1) +t 2(m+1)) —w 2(t2 +t 2)’

ou, equivalentemente,

t2(m+1) _ t—2(m+1) N\ 2
D) ) - <w> € {_L 1}7
e+t w

o que é impossivel se m > 1, j4 que ¢t nao é raiz da unidade. -

Teorema 132 1. Se A € C—{0} € o peso mdzximo de uma representacdao de dimensao finita

de Usl(2,C), entdo A = wt™ onde w € {1,—1,i,—i} e m € N.

2. Para cada m € N e w € {1,-1,i,—i}, A\ = wt™ € o peso mdzrimo de uma repre-
sentacdo irredutivel de dimensdo (m+1), e os pesos dessa representacao sao exatamente:

wt™ wt™ 2 wtT™,
3. Toda representacdo de dimensao finita de Usl(2,C) é completamente redutivel.

143



Prova. 1. (Compare com Humphreys [Hu, §7.2]). Seja v um vetor com peso maximo A.

Definindo v, = % fP v, vg=v, v_1 =0, entdo um calculo direto permite-nos ver que
a ~vp = (p+ 1)v,e1 é simplesmente a definicao de v,11,
P p+ ¢ p+

(b) kv, = A\t~ Py,
t2p . t—2p t—2(p—1))\2 o t2(p—1))\—2
t2 _ t_2 ) t2 _ t_2

(c) e-vp = Up—1, p > 0.

A equagao (c) segue diretamente da férmula

) t2p _ t—2p ' th—Q(p—l) _ k_2t2(p_1)

a qual é provada facilmente por inducao, e do fato que e- vy = 0. Como V tem dimensao finita
ha um primeiro inteiro m tal que vy,+1 = 0. Dai, como ¢ ndo é raiz da unidade, de (c) obtemos
t72m\2 — 2m)\~2 = 0, ou seja A= ¢4m o conseqiientemente, \ = wt™, para w € {1,-1,4,—1}.

2. Seja V o espaco vetorial com base (v, . . ., v, ) sobre o qual k, e, f agem pelas férmulas (a)-
(c), com A = wt™. Os endomorfismos k, e, f de V satisfazem as rela¢oes que definem U;sl(2, C),
logo V' é um Uysl(2, C)-médulo. Este é irredutivel, pois os vetores pesos v,’s sdo tinicos a menos
de escalares. A segunda afirmagao segue imediatamente de (b) e de v_1 = vy, 41 = 0.

3. Imita o cldssico Teorema de Weyl (cf. Teorema 50), onde C'’ do Lema (1) tem papel
andlogo ao do elemento de Casimir da representacao.

Uma discussao mais aprofundada sobre este assunto pode ser encontrada em Lusztig [Lu,

6]. =

Corolario 133 Se A € o peso mazrimo de uma representacao irredutivel de dimensdo finita de

Uig, entao, necessariamente os \j = A(k;) = w;t™, onde wj € {1,—1,i,—i} e mj € N.
n

Com isso, classificamos as representagoes irredutiveis de Uzsl(2,C), quando ¢ nao é raiz da
unidade. Embora ndo consideraremos este caso aqui, Roche & Arnaudon [RA] estenderam a
andlise para t raiz da unidade. Ao contrario daquilo que aqui obtivemos, foi mostrado que nem
todas estas representacoes correspondem a representacoes de peso maximo. Encontram-se, pois,

classificadas todas as representagoes irredutiveis de Uzsl(2, C).
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4.4 Observacoes Finais

Para finalizar este capitulo, vale mencionar que, conforme pode ser constatado em Chary &
Pressley [CP], a teoria das representacgoes de U.g, para uma &lgebra de Lie simples g encontra-
se atualmente em estdgio bastante mais avancado que o discutido aqui. Estas serao objeto de
estudo ulterior.

Também vale dizer que, além de constituir a ferramenta matemaética correta que permitiu
uma organizacao e um melhor direcionamento dos conhecimentos adquiridos no estudo dos
sistemas integraveis em Mecanica Estatistica, muito provavelmente a maior realizacao da Teoria
dos Grupos Quanticos até os dias de hoje se resume na obtencao de novos invariantes de nés e
de 3-variedades.

Este é um feito notével, decorrente principalmente dos trabalhos de Witten [Wi] e Drin-
feld [D], e culminando na derivacao da férmula de Reshetikhin-Turaeev [RT], que efetuou um
primeiro e grande passo de uma antiga busca da comunidade dos matematicos.

Grande parte das pesquisas atuais se polarizam na compreensao dos invariantes de 3-

variedades obtidos em [RT].
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Apeéendice A
Algebra Linear

Neste apéndice, encontram-se alguns conceitos da Algebra Linear que, apesar de elementares,
nao sao completamente 6bvios. Nao pretendemos que este seja um estudo de revisao, mas recol-
hemos aqui apenas os ingredientes essenciais a este trabalho. Boa parte do material apresentado

é proveniente da teoria e de exercicios propostos encontrados em Brown [Br] e Lang [La).

A.1 Modbdulos

A.1.1 Preliminares algébricos

Seja 1 = {0} o conjunto contendo um tnico elemento. Para qualquer conjunto A, temos as
bijecoes naturais

I1xA—A e Ax1— A,

dadas respectivamente por (0,z) — z e (z,0) — z. Estas permitem que identifiquemos natu-
ralmente os conjuntos A, 1 x A, e A x 1. Observamos que, sob tais identificagbes, o conjunto
pontual 1 tem o papel de “unidade” na construcao do produto cartesiano de conjuntos. O
conceito de mondide tem papel fundamental na Teoria de Categorias [Ln, pag. 2], pois é muito
atil substituir o produto cartesiano de conjuntos por outras construcoes que tém propriedes
analogas com respeito a unidade.

Um mondide é uma tripla (A, pu,n) consistindo de um conjunto A, uma fungao p : A X

A — A, denominada multiplicagcdo, e uma funcao n : 1 — A, denominada unidade, tornando
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comutativos os diagramas

Ax Ax A " ax a4 IxA T awaq 2 40
o A N
AXA L A A L A L A

Equivalentemente, denotando u(x,y) simplesmente por zy, e denotando o tinico valor da fungao
n em A por 14, escrevemos (zy)z = z(yz) e x14 = 14 = z, para todo z, y, z € A.

Um mondide satisfazendo a condicdo o7 =y, onde 7: Ax A — A x A é a bijecao natural
definida por (a,b) — (b,a), é dito comutativo.

Um anel com unidade é uma quadrupla (A, +, i, 1) consistindo de um grupo abeliano (A4, +),

e de um mondide (A, u,n) satisfazendo as condigoes de compatibilidade:
L p(z+y,2) = plz, 2) + uy, 2),
2. plz,y +2) = p(z,y) + plz, 2),

quaisquer que sejam x,y,z € A.

Definicao 134 (Agao de mondéide) Chama-se agdo do mondide (A, u,n) a esquerda do con-

junto S uma aplicagdo ¢ : A x S — S tornando comutativos os diagramas

AxAxS 9 4xg 1xs 9 Axg
#Xidl lv’ zl lso
AxS —2. A s 4,y

Em termos de elementos, denotando por a - s o valor da ac¢do a esquerda ¢ aplicada a um par

arbitrdrio (a,s) € A x S, temos equivalentemente

(ab)-s=a-(b-s) e 1lg-s=s.

Similarmente, chama-se a¢do do mondide (A, u,n) a direita do conjunto S uma aplicagdo v :
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S x A — A tornando comutativos os diagramas

SxAxA 2 gx4 Sx1 7 gy
o A
SxA Y. 4 s 4. 4

Denotando por s - a o valor da a¢ao a esquerda v aplicada a um par arbitrario (s,a) € S x A

temos equivalentemente

s-(ab)=(s-a)-b e s-14=s.

Definicao 135 (Agao de anel) Seja (A, +, u,n) um anel com unidade, e M um grupo abeliano.
Chama-se acdo de A a esquerda de M uma aplicacdo ¢ : A X M — M que € uma ac¢do do

mondide (A, ,m) sobre o conjunto M, satisfazendo as condi¢oes de compatibilidade
1. p(a+b,m) = ¢(a,m) + ¢(b,m),
2. o(a,m+n) = ¢(a,m) + p(a,m),
3. o(—a,m) = —p(a,m) = p(a, —m),

para todo a,b € A e todo m € M. Similarmente, define-se a¢do de A a direita de M.

Observamos que uma agao de anel sobre um grupo abeliano é uma acao de mondide sobre
um conjunto quando ignoramos as estruturas adicionais de grupos abelianos de A e de M assim
como as condigoes de compatibilidade acima. De modo geral, a agdo de uma estrutura algébrica
sobre outra é definida levando-se em consideracao condi¢oes que, num certo sentido, tornem a
acao compativel com tais estruturas. Freqiientemente diferentes pares de estruturas algébricas
admitem multiplas acoes distintas. Muitas vezes, porém, admitem uma Unica ag¢ao, ou nao
admitem acgao alguma. Este é o tema principal abordado pela Teoria de Representagoes.

Sobre um mesmo conjunto S pode haver acoes de A a esquerda e a direita simultaneamente.

Dizemos que essas agoes sao compativeis quando comutam entre si, isto é, quando o diagrama

SxAxS 29 Axg
id xwlid X Jw
S X A L A
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é comutativo. Equivalentemente, temos

(a-m)-b=a-(m-b),

para todo a,b € A e todo m € M.

Um subconjunto nao-vazio N de M é dito estdvel sob a agao de A a esquerda de M quando
Imyp|sxny C N, isto é, quando a-n € N, para todo a € A e todo n € N. De maneira similar,
definimos um subconjunto estdvel sob uma acéo de A a direita de M.

Daqui por diante, nao havendo confusao, vamos abandonar a notacao extensa (A4, +, ,n),

dizendo simplesmente que A é anel com unidade 14.

A.1.2 Definigao e exemplos

Definicao 136 (Mdédulo) Seja A um anel com unidade 14. Um A-mddulo a esquerda € um
grupo abeliano M dotado de uma ac¢do de A a esquerda de M. Similarmente, um A-mddulo a
direita € um grupo abeliano M dotado de uma acdo de A a direita de M. Um mddulo bilateral €
um grupo abeliano M dotado simultaneamente de uma ag¢ao a esquerda e de uma ac¢ao a direita

comutando entre si.

Um subgrupo N de M estavel sob a acao a esquerda é dito A-submddulo a esquerda de M.
Analogamente, definimos A-submddulo ¢ direita de um A-médulo a direita, e A-submddulo bi-
lateral de um A-mddulo bilateral. Todo A-médulo admite pelo menos os A-submddulos triviais,
0= {0} e A.

Um A-médulo M que admite apenas os A-submédulos triviais é chamado A-mddulo simples,
ou irredutivel.

Todo anel A, visto como um grupo abeliano, é um A-mddulo a esquerda, a direita e bilateral.
Nesse caso, um A-submédulo a esquerda é um ideal ¢ esquerda, um A-submddulo a direita é
um ideal ¢ direita e um A-submddulo bilateral é um ideal bilateral de A.

No que segue, salvo mencao contraria, referir-nos-emos a um A-médulo a esquerda, & direita
ou bilateral M simplesmente por médulo M, omitindo o anel A e deixando implicita a condicao
de lateralidade. Utilizaremos a mesma convencio para as defini¢oes derivadas de A-mddulos,

como A-submdédulos, por exemplo.
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Definicao 137 Uma aplicagao f : M — N entre os modulos M e N satisfazendo as condi¢oes
1. f(m+n)= f(m)+ f(n), para todo m,n € M, e
2. f(a-m)=a- f(m), para todo m € M, e todo a € A,

é chamada (homo)morfismo de A-mdédulos, ou transformagao A-linear. Um homomorfismo
bijetor é chamado isomorfismo.

Um célculo direto nos permite verificar que que Ker f = {m € M : f(m) = 0} e Im f sao
submédulos de M e N respectivamente, e que f é injetor se e somente se Ker f = 0. Isto nos

permite obter imediatamente o importante lema que segue.

Lema 138 (Schur) Se f: M — N ¢é um homomorfismo entre mddulos irredutiveis, entio ou

f € identicamente nulo ou € isomorfismo.

Exemplo 139 Todo grupo abeliano G é um Z-médulo a esquerda com a agao ¢(n,g) = ng,

para todo n € Z, e todo g € G. O

Exemplo 140 Um espago vetorial V' sobre um corpo F' é um F-médulo a esquerda com acao a
esquerda dada pela multiplicagao por escalar (A, v) — A-v. Um F-submddulo de V' é exatamente

um subespaco de V. O

A.1.3 Produto Direto

Seja {M;}icr uma familia de médulos sobre o anel A. Consideremos = = {z;}icr, 0 conjunto
obtido pela escolha de exatamente um elemento x; de cada M;. O elemento x; é denominado
i-ésima componente de x. Seja P o conjunto de todos os x obtidos desta maneira. Entao, P é

um modulo sobre o anel A. Com efeito, se x = {x;}icr, v = {yi }icr, € a € A, definimos

z+y = {z; + yitier, ar = {ax;}ier.

Para cada ¢ € I, a aplicagao m; : P — M; que assume o valor da i-ésima componente x; de

x = {x; };er é um homorfismo sobrejetor, pois

mi(z +y) = mi({zi + yitier) = i + yi = mi(w) + mi(y),
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mi(ax) = mi({ax; }bicr) = ax; = ami(x),

chamado proje¢cdo natural de P sobre o médulo M;. O par (P, {m;}icr), consistindo do médulo
P e da familia de homorfismos {7; }ics , é chamado produto direto da familia de médulos {M; }icr.
Este é denotado por [],.; M;. O produto direto de uma familia finita Mj, ..., M, é denotado
por M; x --- x M, e, neste caso, seus elementos sao escritos (z1,...,z,), para x; € M;.

O produto direto tem a seguinte propriedade universal:

Proposicao 141 Dado um par (N,{&,}icr), consistindo de wm mddulo arbitrdario N e uma
familia de homomorfismos £ N — M;, i €1, existe um tinico homorfismo f: N — [[,c; M;

que torna comutativo o diagrama
N

f .2\4Z

&
[icr Mi
isto é, & =m;o f.

Em outras palavras a proposicao nos diz que a aplicacao

Homa(N,[[;c; Mi) — [l;c; Homa (N, M;)
[ Amio fier

é uma bijecao. Além disso, se A for comutativo, entao teremos o isomorfismo natural

Hom (N, [ ] M;) = [ [ Homa(N, M;)
icl icl
de médulos sobre A. O elemento de Homy (N, [[;c; M;) , correspondente ao elemento { fi}ier €
[Lic; Homa(N, M;), é escrito [[,c; fi e chamado produto direto dos homomorfismos {f;}icr -
A propriedade universal acima nos fornece uma caracterizacao do produto direto [[,.; M;.
Recordamos que um objeto caracterizado por uma propriedade universal é inico, a menos de

isomorfismos.
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A.1.4 A aplicagao transposicao

Sejam M e N dois médulos sobre um anel A com unidade 14, e consideremos o produto direto
(M x N,{my,m2}), consistindo do médulo M x N e das projecoes naturais my : M x N — M e
mo : M x N — N, definidas respectivamente por 71(m,n) = m e wa(m,n) = n, para (m,n) €
M x N arbitrério. Consideremos também o produto direto (N x M, {n{,n4}), consistindo do
moédulo N x M e das projegoes w1 : N x M — N ews: Nx M — M, definidas respectivamente
por 71 (n,m) = nems(n,m) = m, para (n,m) € N x M arbitrario. A Proposi¢ao 141 acima nos
fornece tinicos homorfismos f: M XN - NxMeg: N x M — M x N tornando comutativos

os diagramas

M x N M x N
1 2
. \M , \N
7 g
N x M N x M
N x M N

/ XM/
b ‘w
g M 9 N
A
M x N M x N

Compondo os diagramas, no sentido vertical, obtemos respectivamente os seguintes diagramas

comutativos
M x N M x N
1 2
gof \M gof \N
s A
M x N M x N

Nao obstante, ambos diagramas sao comutativos quando consideramos a identidade id substi-
tuindo g o f. Logo, pela Proposi¢ao 141, devemos ter g o f = id. Do mesmo modo, fog =id
e, conseqiientemente, f é isomorfismo com inversa g.

Temos 74 0 f(m,n) = w1(m,n) =m e o f(m,n) = ma(m,n) = n, para todo (m,n) em
M x N. Assim, temos f(m,n) = (n,m). A aplicagdo f é chamada de aplicagdo transposicio
(ou aplicagao twist). Neste trabalho, ainda que aparega em um contexto mais geral, a aplicac¢ao

transposicao é sempre denotada por 7.
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A.1.5 Soma direta

Seja S o subconjunto de [[,.; M; consistindo dos elementos {;};cr tais que x; é zero quase
sempre, i.¢, a menos de um niimero finito de componentes. Entao S é um submédulo de [ [, M;.
Quando I = {1,2,...,n}, temos S = [[,.; M;. Para cada i € I, a aplicacdo 0; : M; — S, que
leva um elemento z; no elemento de S cuja i-ésima coordenada ¢é igual a z; e as demais todas
iguais a zero, é um homomorfismo injetor chamado inclusdo natural, de M; em S. Com isto,
podemos identificar M; a sua imagem em S. Assim, todo elemento x = {x;};,c; € S pode ser
escrito como = = ), ;x; (uma soma finita). O par (S5, {0;}icr), consistindo do médulo S e
da familia de homomorfismos {6;};cs, é chamado soma direta da familia de médulos {M;}icr.
Esta é denotada por [[;.; M; ou por @, ; M;.

A soma direta tem a seguinte propriedade universal:

Proposicao 142 Dado um par (N,{§;}ier) consistindo de um mddulo arbitrdrio N e de uma

familia de homomorfismos &; : M; — N, i € I, existe um tinico homomorfismo f : @,c; M; —

D

el

N tornando comutativo o diagrama

isto €, fob; =¢,.
Em outras palavras, a proposicao acima nos diz que a aplicagao

Homy(B,;c; Mi, N) — [lie; Homy(M;, N)
[ o= {fobi}icr

é uma bijecado. Além disso, se A for comutativo, entdo teremos o isomorfismo natural

Hom 4 (EP M;, N) = ][ Homa(M;, N)
el i€l
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de médulos sobre A. O elemento de Hom4(€D,.; M;, N), correspondente ao elemento

{fi}ier € | [Homa(M;, N)
i€l
é escrito @, fi e denominado soma direta dos homomorfismos { f; };e;. A propriedade univer-

sal acima caracteriza unicamente, a menos de isomorfismos, a soma direta &, ; M;.

Um médulo M , que se escreve como soma direta de uma familia de submédulos irredutiveis
M;, é dito completamente redutivel. Equivalentemente, um médulo M é completamente re-
dutivel quando todo submédulo N de M tiver um complementar N/ em M. Isto é, quando

M = N @ N', para algum submédulo N”’.

A.1.6 Mobdulos livres

Seja A um anel com unidade e S um conjunto. Consideremos a soma direta F' = @ o A, isto

seS

é, a soma direta de cépias idénticas de A indexadas pelo conjunto S. Identificando a imagem do
elemento unidade 14 € A pela inclusdo natural 5 com o simbolo s € S , passamos a considerarr

S como um subconjunto de F' e cada elemento x € F' pode ser escrito unicamente como

T = g TsS

onde xs € A e x5 = 0 quase sempre. Neste caso, F' é dito ser um mddulo livre gerado por S.

Seja M um moédulo sobre A e S um subconjunto de M, satisfazendo as condigGes

1. Para todo subconjunto {s1,...,s,} de S,

n
Zaisi =0 = a; =0, para todo 1,
i=1

isto é, S é linearmente independente.

2. Dado um elemento arbritrario de x de M, podemos escolher um subconjunto finito

{s1,...,8,} de S tal que

n
xTr = E a;S;
=1
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onde a; € A. Em outras palavras, M é gerado pelo conjunto S ou S é um conjunto de

geradores para M.

Entao S é chamada de base de M.

Se F' é o médulo livre gerado pelo conjunto S entdo S é uma base de F' quando consideramos
S como um subconjunto de M (pela inclusdo natural). Reciprocamente, um médulo M que
tem uma base S é isomorfo ao mddulo livre gerado por S. Conseqiientemente, para que um
médulo M seja livre é necessario e suficiente que M admita uma base S. Se um médulo M
admite um conjunto finito de geradores, dizemos que M é um médulo livre finitamente gerado.

Se A é uma anel comutativo, o nimero de elementos numa base qualquer de um mdédulo
finitamente gerado M é constante. Este nimero é chamado posto de M, denotado por rk M.
Dado um corpo K, um espaco vetorial sobre K admite uma base, e portanto é um médulo livre.
Para um espaco vetorial finitamente gerado V', utlizamos a nomenclatura dimensao para nos

referirmos ao seu posto, denotando-o por dim V.

A.1.7 Produto Tensorial

Vimos acima que uma maneira de construir outros médulos a partir de alguns conhecidos
é fazendo seu produto direto ou sua soma direta. Agora, veremos como o conceito de trans-
formagao n-linear (ou transformagao multilinear) pode nos fornecer uma outra maneira de obter
novos médulos. No que segue, F' é um anel comutativo, porém os casos de maior interesse aqui

correspondem a quando F' for um corpo.

Definigao 143 Sejam V7,...,V,, W mddulos sobre F'. Dizemos que uma fungao
fVix--xV,->W

é uma transformacdo n-linear se
() flxr,...,zi+xl,. . oxn) = flz1,. o 2, coxn) + flon, . 2], xn)
(ii) f(x1,..., Az ... xn) = Af(21,...,Tiy...2n)

para todo A € F' e zj,x] € Vj, com j =1,...,n.
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Denotamos por L, (Vi,...,V,; W) o médulo de todas as transformagdes n-lineares de V; x

X Vpem W. Se f:Vix---xV, - W én-linear e g : W — U é linear, entdo é go f
¢é claramente n-linear. Aqui podemos nos indagar se toda transformacao n-linear definida em
V1 x -+ x V, pode ser obtida desse modo. Isso equivale a formular a pergunta: serd que existe
um médulo W' e uma transformacao n-linear f € £,,(Vi,...,V,; W) com a seguinte propriedade

universal?

(PT) Dado qualquer médulo U sobre F' e uma transformacao n-linear g € £, (V1,...,Vy; U),

existe uma unica transformagao linear ¢ : W — U tornando comutativo o diagrama

Notemos que uma resposta a essa pergunta é fornecida por um par (W, f) , consistindo
de um moédulo W sobre F' e de uma fungao n-linear f : Vy; x --- x V,, — W. E esse par
sera tinico, a menos de isomorfismos. De fato, se (W', h) também tem a propriedade (PT)

acima, entao sao comutativos os seguintes diagramas

Podemos compor estes dois diagramas obtendo respectivamente

/W /W/
f h
Vix---xV, Pgovy Vix---xV, @ foPg
\ \
w w!

que sao comutativos como composicao de diagramas comutativos. Além disso, as aplica-
goes lineares p 0, e prop, sao tinicas devido a propriedade (PT). Mas esses diagramas
também sao comutativos para as identidades idy e idy /. Conseqiientemente, o, 0 @ =

idw e ¢fop, =idw, i.é, @y € isomorfismo e ¢, € sua inversa.
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Um paréntese sobre a Teoria de Categorias

Um objeto P de uma categoria (cf. Lang [La, caps. I e XVI]) C é dito universalmente atrativo
se existe um dnico morfismo de cada objeto de C em P, e é dito universalmente repulsivo se
para cada objeto de C existe um tnico morfismo de P nesse objeto. Por exemplo, se I é um
conjunto de indices, o produto direto da familia médulos {M;};c; é um objeto universalmente
atrativo na categoria cujos objetos sao os pares (M, {m;}icr) consistindo de um médulo M e da
familia de homorfismos {m; : M — M;};c;. A soma direta da familia de médulos {M;}ier é um
objeto universalmente repulsivo na categoria cujos objetos sao os pares (M, {0;}icr) consistindo
do médulo M e da familia de homorfismos {6; : M; — M};c;. Quando nao houver risco de
confusdo estes objetos sao chamados de universais. Observando que um objeto universal P
admite a identidade como um morfismo em si préprio entao, se P e P’ sdo dois objetos universais
em C, hd um unico isomorfismo entre eles. A prova deste fato é andloga a que foi fornecida
acima sobre a unicidade do par (W, f). Observamos que estamos fazendo um uso extremamente
limitado do conceito de categoria. Esta tem um carater extremamente universal, de modo que
um alto grau de arbitrariedade pesa sobre seus objetos e seus morfismos (i.é, desde que estejam
satisfeitos os axiomas que definem uma categoria). Podemos ter categorias cujos objetos sao
grupos e cujos morfismos sao homomorfismos entre esses grupos, ou categorias cujos objetos
sao espacos topoldgicos e cujos morfismos sao os homeomorfismos, para falar de exemplos mais
comuns. Um leitor especialmente interessado poderéd encontrar material abundante no cléssico

trabalho de MacLane [Ln]. -

Desse modo, o par (W, f) é um objeto universal da categoria cujos objetos sdo os pares
(U, g) consistindo de um médulo U e de uma aplicacdo n-linear g definida sobre os médulos
fixados Vi,...,V, em U. Um morfismo (U, g) — (U’, g') nesta categoria é uma aplicacao linear

¢ : U — U’ que torna comutativo o diagrama

Definigao 144 O par (W, f) é chamado de produto tensorial, e W € denotado por Vi®p---®p

157



Vi

Quando nao ha confusao, costuma-se abandonar o subscrito F' na notagéao. Além disso,
por abuso de linguagem, o médulo Vi ® -+ ® V,, é chamado produto tensorial dos médulos
Vi,eoiy Vi

Se v; € V;, para i = 1,...,n, denotamos o elemento f(vi,...,v,) € V1 ® ---® V,, por
v @ @ v,. B imediato da multilinearidade de f que tais elementos tenham as seguintes

propriedades

MR - ®W+v)® QU =v1® QU QU +11® BV ® @ Up,
VO QMNQ QU =AV1 Q- QU Q- Q)

para todo v;, v/ € Vi, i=1,...,n,e A€ F.

Até agora ndo garantimos a existéncia do produto tensorial (f,V; ® --- ® V},). Felizmente, é
possivel construir um, e de maneira natural. Seja M o mdédulo livremente gerado pelo conjunto
de todas as n-uplas (v1,...,v,) € V1 X -+ x V,,. Este é o conjunto de todas as cadeias finitas
(i.é, somas formais finitas) de elementos de V; x --- x V,,. Consideremos o submédulo livre N

de M gerado por todos os elementos de M dos tipos

(V1,0 v, vn) = (U1, Ve Ug) — (V1,0 Uy,
(A.1)
(V1o ey AV ooy Un) — AV, ooy Uiy ey Up)
para todos os v;, v/ € V;,i=1,...,n,e X € F. Temos a inclusao natural ¢ : V; x---xV,, — M,

do conjunto de geradores no moédulo gerado por eles, a saber,

O(x1,...,20) = (1,...,2p),

e também a projegao natural 7 : V- — M/N. A composicao destas é uma transformacao n-linear
f:Vix---xV,— M/N, pois 7 aplicada aos elementos (A.1) é nula.

Assim podemos afirmar que (M/N, f) é um produto tensorial. De fato, se P é um mdédulo
arbitrarioe g : Vi x -+ x V,, — P é uma transformagao n-linear, a definicdo de espaco vetorial

livremente gerado por Vi x - -- x V,; nos fornece uma transformacao linear ¢ : V' — M tornando
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comutativo o diagrama

M
/
Vi x --XVn ®
X
P
Como g é n-linear,
(V1. 0] vn) — (V1 V) — (V1,0 0,)) =

= 0O1,...,vi+v],...,00)) — OV, ..., vn)) — (v, .. v o))

= g1, v +0] . vn) —g(vi, V) — g(v1, -0 vn) = 0.

Similarmente, o((v1, ..., AV, ..., vy)=A(v1,...,0,...,v,)) = 0, donde ¢ deve ser nula em N. O
Primeiro Teorema do Isomorfismo nos garante a existéncia de uma unica transformagao linear

g« : M/N — P tornando comutativo o diagrama

M/N

e

Vix---xV, gx

S

P

o que conclui nossa afirmacao.
Se x € M/N, entao existe um elemento z’ em M tal que w(z') = x, j4 que a proje¢io
natural é sobrejetora. Por sua vez, z’ é uma soma formal de elementos geradores de M, isto é

z' =", 0(x]). Isto nos da

2

p=m(}_0() = (mo0)@) =D (=),

donde M/N é gerado pela imagem de f. Com a notacao introduzida acima, dizemos que
Vi®---®V, é gerado pelos elementos da forma v1 ® - - - ® v, onde v; € V;. Estes sdao chamados
geradores homogéneos.

Vamos agora estabelecer propriedades importantes do produto tensorial.

Proposicao 145 Se V' é um mddulo sobre F entdo V, F RV eV ® F, sdo naturalmente
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1somorfos.

Prova. Vamos mostrar que F'® V = V., pois o outro isomorfismo é analogo. Temos a acao
a: FxV —V de F sobre o médulo V' que é a multplicagdo por escalar a(\,v) = Av, uma
aplicacao bilinear por definicdo. Ainda, a discussao acima nos dé uma transformacao bilinear
f:FxV - F®V tal que f(A\v) = A®v. Obtemos da propriedade universal de (F'®V, f)
uma transformacao linear ¢ : F ®@ V — V tal que (A ®@v) = ¢( f(A,v)) = a(A,v) = Av. Por

outro lado, temos a inclusdo 6 : V' — F ® V definida por 6(v) = 1 ® v. Acontece, porém, que

(pof)(v) =p(l®v)=1v=1

(fop)A@v)=00w) =10 =A®uv,
isto é, ¢ é isomorfismo com inversa 6. i

Esta proposicao nos permite identificar F ® V com V ® F e este com V. Em termos de
elementos, temos as identificacoes A ® v = v ® A = Av. Também é muito 1util a seguinte

proposicao.

Proposicao 146 Se V e W sao moddulos sobre F' entao V@ W e W ® V sdo naturalmente

isomorfos.

Prova. V. x W e W x V sao naturalmente isomorfos como médulos por meio da aplicacao
transposi¢ao 7 (pag. 152) definida por (v,w) +— (w,v), a qual se estende por linearidade a
um isomorfismo natural entre os médulos M e N livremente gerados por V. x W e W x V
respectivamente (através das inclusoes). Este, por sua vez, induz um isomorfismo natural entre

VoW eW®V por passagem ao quociente, que também chamado denominaremos transposigao
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7. Apenas para ilustrar, temos o seguinte diagrama comutativo

VxW ——s WxV

id ®i1l llé

M — N

id ®71’1j{ J/T"Q

Vew —s WeV

Temos assim um isomorfismo 7: V@ W — W @ V dado por 7(v ® w) = w ® v. -

A aplicagao transposigdo, tem um papel fundamental na teoria dos Grupos Quénticos,

constituindo uma ferramenta basica para a construgao de representagoes.

Suponhamos que Vi, ..., V, sejam méddulos livres com respectivas bases By,...,B,. Con-
sideremos W o modulo livremente gerado por By X --- x B,. Temos a inclusao natural
6 : By x---x B, — W, a qual se estende por (multi)linearidade a uma transformacao n-

linear f': V] x -+ x V,, — W. Afirmamos que o par (f’,W) é um produto tensorial. De fato,
dado um médulo arbitrario U e uma transformacao n-linear g : Vi x --- x V,, — U, a restricao
go de g ao conjunto B; X --- x B, determina, pela propriedade universal de W, uma tnica

transformagao linear ¢ : W — U, tornando comutativo o diagrama

Agora, g é a tinica extensao (por linearidade) de gg, assim como f’ é a tinica extensao de 6 ao

modulo V; x --- X V,,, e conseqiientemente ¢ é a Unica transformagao linear fazendo comutar o

diagrama

mostrando a afirmagao. A unicidade do produto tensorial garante a existéncia de um isomor-
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fismox : W = Vi ®---®V, tal que

W
z
Vix- oo xVy x
RN
M-V,
seja comutativo. Para todo (vi,...,v,) € By X -+ X By, temos v1 @ - - @ v, = f(v1,...,0y) =

(x o f)(v1,...,vn) = (x©0)(v1,...,v,). A imagem de 6 é uma base para W e x, sendo
isomorfismo, leva toda base de W a uma base de V] ® - -+ ® V,,, mostrando que B = Im(y o §)

é uma base para V] ® --- ® V,,. Resumindo, temos a seguinte

Proposigao 147 Se By,..., B, sdo bases do modulos livres V1, ..., V, respectivamente, entdo

B={vy® - -Qu,:v; € B;} ébase de V1 ® --- @ V.

Assim, um elemento tipico de V; ® --- ® V,, é uma combinagao linear finita de elementos
da forma v1 ® -+ ® v,, com v; € B;. Em particular, se Vq,...,V, tém posto finito, entdo o
posto de Vi ® --- ® V,, é o produto dos respectivos postos de Vi,...,V,. Um caso especial é
o de V; = M,,(F), as matrizes quadradas de ordem n; com elementos em F, onde n; = rkV;,

i =1,2. Definimos uma transformacao bilinear f : Vi x Vo — M, xn,(F') por

auB s alnlB

amlB anlnlB

onde pusemos A = (aj;). Podemos mostrar por um céalculo direto que (Mp, n,(F'), f) é um

produto tensorial, 1.6, My, xn, (F) = V) ® Va.

Proposicao 148 Sejam Vi,...,V, mddulos sobre F'. Entdo, para cadai=1,....,n—1, (V1 ®
V)R Vi ®---@Vy) e Vi ® -+ ®V, sao naturalmente isomorfos.

Prova. Por comodidade sejam V =Vy; x -+ x V;, W =V x - xV,, V=V1®---@V; e
W'=Viy1 ®--®V,. Temos aplicagoes canonicas f1 : V = V' fo : W -W'eg:V xW —
VeWw.
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V' x W se identifica canonicamente com V; x --- x V,, pela aplicagao

((’Ul, e ,UZ'), (UiJrl, e ,Un>) — (7)1, e ,Un).

Usando esta identificacao, definimos h: V4 x --- x V,, = V' @ W', por

h(’Ul, S 7UTL) = g(fl(vh s ,Ui),f2(vi+1, s 7Un))‘

Afirmamos que (V' ® W' h) é um produto tensorial e desse modo V'@ W/ 2V, ® - - ® V,,
como desejado.

De fato, dado um médulo arbitrario U e uma aplicagao n-linear 8 : Vi x --- x V,, — U,
h e 6 podem ser vistas como aplicagoes definidas em V' x W, através da identificagdo acima.
Neste caso, h coincide com g e, dai, a propriedade universal de V' ® W nos fornece uma tnica
transformagao linear ¢ : V@ W — U tal que (pog) = 6. Por um argumento semelhante, temos

(¢ o h) = 6, concluindo a prova L]

Corolario 149 Dados os médulos Vi, Vo, Va, temos (Vi @ Vo) @ V3 2 V1 @ (Vo @ V3).

Exemplo 150 (Algebra Tensorial) Seja V' um mdédulo sobre F'. Para cada n > 0 definimos

F se n=20
(V) = %4 se n=1
V-V (nvezes) se n>1

T(V)=EP1"(V).
n=0

Sabemos que 7" (V') é um médulo gerado por todos os elementos da forma
VIR ® Uy (A.2)

parav; € V (n>0),eporle F (n=0). Assim, T'(V) é gerada por 1 e por todas as cadeias

finitas de elementos de V. Um elemento da forma (A.2) pertencente a T'(V') é chamado tensor
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genérico. Podemos definir aplicagoes de estrutura p e n em T'(V') tais que (T/(V'), u, ) seja uma
algebra associativa com unidade sobre F. A proposicao acima nos garante que para todo n,
m € NU {0},

(V)@ T™(V)=T""™(V)

é um isomorfismo natural. Isto nos permite identificar ambos os espacos. Estes, por sua vez,
encontram-se naturalmente contidos na soma direta 7'(V'), de modo que fica bem definida a

aplicacao p: T(V) @ T(V) — T(V) dada por
(@ @p) @ (W @ ® W) = V] @+ @ Uy @WY B - -+ @ W,

onde v1 ® - Q@ vy € W1 ® - -+ @ Wy, sao elementos genéricos de T'(V'). Note que esta aplicagao é
simplesmente a combinacao dos isomorfismos acima. Ora, i € claramente associativa como sim-
ples justaposigao de elementos de T'(V') conectados pelo simbolo ®. Resta-nos apenas notar que
a inclusao natural /' — T'(V') assume o papel da aplicacao unidade n (agindo como identidade
sobre F') e, portanto, em T'(V') temos uma estrutura de algebra associativa com unidade.
Observamos que a algebra T'(V') chamada dlgebra tensorial, é graduada (cf. pag. 175) com
graduagao T"(V') e, em geral, é um médulo de posto infinito, mesmo quando V' tem posto
finito. Esta &lgebra tem papel muito importante, pois seu carater de estrutura “universal”
permite-nos obter uma série de outras algebras derivadas desta por passagem ao quociente por
ideais especiﬁcos de T'(V). Este é o caso da algebra simetrica e algebra exterior, introduzidas

a seguir. 5

A.1.8 Produtos Simétrico e Exterior

O conceito de aplicagao multilinear visto acima permitiu a construgdao de um objeto muito im-
portante denominado produto tensorial. Agora, veremos que uma especificacao deste conceito,
utilizando aplicacoes lineares simétricas e anti-siméticas, pode nos fornecer ainda outros tipos
de objetos algebricos muito tteis, definidos por meio de propriedade universal, e denominados

produto simétrico e produto exterior respectivamente.
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Produto Simétrico

Sejam V' e W médulos sobre F'. Denotamos V x---xV (n vezes) por V". Uma aplicagao n-linear
f: V"™ = W é chamada simétrica quando f oo = f, para toda permutagao o dos elementos
{1,...,n}. Anotacio foo(vi,...,v,) significa f(vy(1), -, Vs(n)), onde v; € V, para todo i. Se f
ésimétricae g : W — U é linear, entao claramente go f é simétrica. Novamente, isto nos conduz
a indagagao acerca da possibilidade de se construir todas as aplicacoes lineares simétricas desta
maneira, isto é, como composicao de uma aplicacao linear simétrica “universal” com alguma
transformagao linear especifica. Como veremos, a resposta é afirmativa, e esta relacionada
com o conceito de produto simétrico. Fixado o médulo V, seja C’ a categoria cujos objetos
sao os pares (W, f), consistindo de um médulo W e de uma transformacao linear simétrica
f: V™ — W, e cujos morfismos (U, g) — (U’, g") sdo os mesmos que j& foram vistos no caso do
produto tensorial. Um produto simétrico é simplesmente um objeto universal desta categoria,
cuja existéncia vamos agora verificar. Seja (T"(V'), g) um produto tensorial. No médulo T (V),

consideremos o submédulo a,, gerado por todos os elementos da forma
U1®"‘®Un_va(1)®"'®Ua(n)

para toda permutagao o do conjunto {1,...,n}, e todo v; € V. Seja f = mog, onde 7 é a
projegao natural 7"(V) — T™(V')/a. Por defini¢do, f é uma aplicacao linear simétrica. O par
(T™(V)/a, f) é um produto simétrico. A prova desse fato é andloga a do produto tensorial.
Denotamos T"(V)/a por S™(V). E facil ver que S™(V) é gerada pela imagem de f cujos
elementos sao da forma v ® --- ® v, + a para v; € V. Costuma-se denotar estes geradores
homogéneos por simples justaposicao tal como vy - - - vy,.

Quando V é um moédulo livre com base B, é natural indagar-se sobre a possibilidade de

S™(V) ser também um mdédulo livre. Para isto, vamos definir em B™ a seguinte relacao de

equivaléncia: dizemos que as n-uplas (vy,...,vy,) € (wi,...,w,) sdo equivalentes se
(UU(I)a s avo(n)) = (wlv s >wn)’
para alguma permutagao o do conjunto {1,...,n}. Escolhemos um representante de cada uma

165



das classes de de equivaléncia obtidas formando o conjunto denotado por [B]. Assim, podemos

enunciar a seguinte proposi¢ao, cuja prova pode ser encontrada em Brown [Br, pag. 96].

Proposigao 151 Seja B uma base do mddulo livre V. Entao {vy--- vy : (v1,...,v,) € [B] } €
uma base de Sy, (V).

Corolario 152 Se rkV =m, entdo rtk S™(V) = (m+n—1)_

n

Exemplo 153 (Algebra Simétrica) Seja V um médulo sobre F, e T (V) a respectiva dlgebra
tensorial. Para cada n consideremos em 7,,(V) o submédulo a,, gerado por todos elementos do
tipo

V1@ QU = V(1) @+ @ Vg(n)

para toda permutagao o do conjunto {1,...,n}. Definindo

oo
o~ Do
n=0

vemos que o submédulo a é de fato um ideal em 7'(V'). Com isto, definimos a dlgebra simétrica

pondo

Um elemento genérico de S(V) é v1---vp, com v; € V. Sejam & = v1---vp € Yy = Wy -+ Wy
elementos genéricos de S(V'). A multiplicacao em 7'(V') induz uma multiplicacao em S(V') dada

por

zy = @ --Quyta)(w ®- - Qwy+ a)

e ’U1®.-.®vp®wl®...®wq+a:v1--.va1...wq

Observamos que S(V') é naturalmente isomorfa a soma direta

P s v,
n=0
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tornando S(V') numa &lgebra associativa graduada e comutativa com unidade.
Abstratamente, podemos dizer que S(V') é a dlgebra livremente gerada pelo conjunto {1}UV/,

com as relagoes

/Ul .. .fUn — /Uo_(l) .../Uo_(n)

para toda permutagao o do conjunto {1,...,n}, todo v; € V, e todo n € NU {0}.
Consideremos a categoria C cujos objetos sao os pares (A,1) consistindo de uma &algebra

associativa A e de uma aplicagao linear ¢ : V' — A satisfazendo 1 (v)y(w) = ¥(w)y(v), para

todo v,w € V, e cujos morfismos (A,v) — (A’,9') sao os homomorfismos de algebras ¢

tornando comutativo os diagrama

Al
A inclusdo natural 6y : V' — T(V) induz uma outra inclusao natural  : V. — S(V). Como
S(V') é uma élgebra comutativa temos obviamente 0(v)0(w) = 0(w)f(v), para todo v,w € V.

Conseqiientemente o par (S(V), 0) pertence a categoria C. Além disso, vale o seguinte resultado.
Proposicao 154 O par (S(V),0) é um objeto universal na categoria C.

Prova. Precisamos mostrar que, dado um objeto arbitrario (A,1) de C, existe um tinico mor-
fismo de (S(V),0) em (A, ).

Seja C’ a categoria cujos objetos sao os pares (A, 1)), consistindo de uma dlgebra associativa
A e de uma aplicagao linear 1 : V' — A, e cujos morfismos sdo idénticos aos definidos para a
categoria C. Entao, o par (T(V), 6) é um objeto universal em C’, de modo que temos um tnico

homomorfismo de dlgebras ¢, : (V) — A tornando comutativo o diagrama

(V)

g
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Como ¢ (v)y(w) = P(w)y(v), temos

Po(v@w —w@v) = @o(v)pe(w) = Po(w)pe(v)
= Y)P(w) = p(w)y(v) =0,

isto é, ¢, se anula no ideal a de T'(V). Conseqiientemente, ¢, induz um homomorfismo de
algebras
0:S(V)=T(V)/a— A

tornando comutativo o diagrama

S(V)
/'
V ®
N
A
A unicidade de ¢ é provada de modo idéntico a unicidade de . -

Dados os médulos Ve W, com as definicbes e propriedades apresentadas aqui pode-se

mostrar que S(V @ W) = S(V) ® S(W) por meio da aplicagao (v, w) — v ® w.

Produto Exterior

A defini¢ao e a construcao do produto exterior de mddulos é completamente andloga a que
foi apresentada acima, para o produto simétrico. Recordamos que uma aplicacao n-linear
f V" — W é chamada anti-simétrica quando f oo = €(0)f, para toda permutagao o dos
elementos {1,...,n}, onde e(0) € {—1,1} é o sinal da permutacao o. Claramente, se f é
anti-simétrica e g : W — U é linear, entao g o f é também anti-simétrica.

Fixado um modulo V' sobre um corpo F, o produto exterior é simplesmente um objeto
universal na categoria cujos objetos sao os pares (W, f), consistindo de um médulo W sobre F'
e de uma transformagao linear anti-simétrica f : V" — W, e cujos morfismos (U, g) — (U, g’)
sao os mesmos que ja foram vistos no caso do produto tensorial.

Denota-se o n-ésimo produto exterior de V por A"V. A construcao explfcita deste objeto

segue os mesmos passos ja descritos acima. Iniciamos com o produto tensorial (T™(V), g), onde
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consideramos o submédulo a,, gerado por todos os elementos da forma
V1@ ®Up — E(0) V(1) ® B Vg(n)

para toda permutacao o do conjunto {1,...,n}, e todo v; € V. Assim, a composi¢ao f =7mog,
onde m : T™(V) — T™(V)/a é a projegao natural, é uma aplicac@o linear anti-simétrica. Com
isto, o par (T™(V)/a, f) é um produto exterior, e T"(V')/a passa a ser denotado por A"V. A
imagem por f de um tensor homogéneo 11 ® - - - ® vy, para v; € V, é denotada por v A+ Avy,.

Como no caso do produto simétrico, podemos facilmente encontrar uma base e conhecer
a dimensao do produto exterior, conforme enuncia o resultado abaixo. Se B é uma base do
modulo livre V', formamos um conjunto [B] recolhendo precisamente um elemento de cada classe

de equivaléncia de B™ pela relacao definida por

(Ula T ’Un) - 5(0)(UU(1)7 T 7U0'(n))
onde o sao permutagdes do conjunto {1,...,n}.

Proposicao 155 Seja B uma base do mddulo livre V. Entao {vi A---Avy, : (v1,...,vy,) € [B] }
€ uma base de Sp(V).

Corolério 156 Se B = {v1,...,vp}, i.é, tkV =m, entdo {vyy AN---Av;, 1 <y <+ <ip <
m} é uma base de A"V. Conseqiientemente, tk A"(V') = (7::), para n < m, e tkA™(V) = 0,

para n > m.

A.2 Dualidade de Espacos Vetoriais

A.2.1 Espaco Ortogonal

Definicao 157 Seja V' um espago vetorial sobre um corpo F. Homp(V, F), o espago vetorial

das formas lineares de V' em F', é chamado espaco dual de V', denotado por V*.

Se V tem dimensao finita entao V* = V. Em particular, dimV = dim V™, o que nao

vale em geral. Com efeito, tomando V = &7°, F, verificamos que V* = Homp(° F, F) =
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[122, Hom(F, F) = [[2°, F. E fécil verificar que dim V* = dim[[22, F > dimV = #N. Por
outro lado, a inclusao natural
V — V*

v (fe fv)
¢é isomorfismo quando V tem dimensao finita. Nesse caso, podemos identificar V' a V**.

Vejamos agora o conceito de emparelhamento de espagos vetoriais. Definimos uma aplicacao
<,>:V*XV > F

por (f,v) = f(v). Esta é claramente bilinear e satisfaz as condicoes:
i) Se (f,v) =0,Vf € V* entdo v = 0;
ii) Se (f,v) =0,Vv eV, entao f =0.

Uma forma bilinear que satisfazendo (i) e (ii) é dita ser nao-degenerada.

Este conceito estd relacionado ao de espago vetorial ortogonal. Se W é um subconjunto de
V, consideremos o subconjunto W+ = {f € V*: (f,W) = 0} de V*. Em palavras, este é o
subconjunto de todas as formas lineares de V* que se anulam em W. Um célculo direto permite-
nos verificar que W+ é de fato um subespaco de V*. Este é denominado espaco ortogonal de
W. Notemos que W nao precisa ser subespago.

H4 uma definicio similar para os subconjuntos U de V*, a saber, Ut = {v € V : (U,v) = 0}.
Decorre imediatamente da nao-degenerecéncia do pareamento que V+ =0 e 0+ = V*.

O seguinte teorema apresenta mais propriedades dos espagos ortogonais.
Teorema 158 Sejam U e W ambos subconjuntos de V ou de V*. Entdo,
(a) UCW = U+ DWW+,
(b) (U)" =U*;
(c) (UUW)"=U+nw+;
(d) Se W for subespaco de V, entdo dimV = dim W + dim W+,
(e) W C WL, Se W for subespaco de V' entdo vale a igualdade.
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Prova. A prova dos itens (a)-(d) e a primeira afirmagao do item (e) é facilmente obtida por
célculo direto. Assim, vamos mostrar apenas a segunda afirmacao do item (e). Isto equivale a
mostrar que se <WL, v> =0, entao v € W. Suponhamos que v ¢ W. Entao V=W & Fv @ F,
para algum subespago E. Definimos f € V* por f(v) =1e f(W) = f(E) = 0. Por definicao,
f €Wt mas (f,v) =1+ 0, contrariando a hipétese <WJ-, 1)> = 0. -

Teorema 159 Sejam V e W espacos vetoriais sobre F' e sejam X C V*, Y C W* subespacos.
Considere X @ Y C V* @ W* C (V@ W)* através da inclusio natural. Entio (X @ Y)+ =
(XteoW)+ (VeYlh).

Prova. Definimos as aplicagoes

f vV — X g:-w — Y*
z) = (z,v) Gw),y) = (y,w)

Claramente, temos ker f = X+ e kerg = Y+, logo f e § induzem aplicacdes lineares injetoras

f e g tornando comutativos os diagramas:

[ AN W ——y*
N N 49
V/xL WY+

Assim, a composicao
¢é injetora.

A aplicacdo T : V@ W — (X ® Y)* definida por (T(v®@w),zQy) = (zQy,v@w) =
(z,v) {y, w) tem niicleo (X ® Y)*, pois T(v @ w) =0 < (r®@y,v®w) = 0, para todo r @ y €
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X ®Y, ou, equivalentemente, v ® w € (X ® Y)+. O diagrama

VoW — (X®Y)*
T1®T p(f®g)

(V/XH) & (W/YH)

é claramente comutativo, pois os diagramas (A.3) também o sdo. Finalmente, como p(f ® g) é

injetora, segue que

(X@Y)r =kerT =ker(m @ m) = (Xt @ W)+ (VoY)
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Apeéndice B

Algebra

B.1 Homomorfismos

Seja A um anel, e sejam M, N dois A-mddulos a esquerda. Denotamos por Homy (M, N) o
grupo aditivo de todos os homomorfismos de A-mdédulos de M em N.

A um homomorfismo de A-médulos f : M — N temos associados os seguintes conjuntos:

Definicao 160 (Nticleo) O nicleo de f € o A-submddulo Ker f = {m € M : f(m) = 0} de
M.

Definicao 161 (Imagem) A imagem de f é 0 A-submdduloIm f = {f(m):m e M} = f(M)
de N.

Definicao 162 (Contcleo) O conucleo de f é o A-mddulo Coker f = N/ f(M).
Uma seqiiéncia de homomorfismos de A-moédulos

My Doy B — s

é exata em M; se Ker f; = Im f;_1, e a seqiiéncia é dita exata se for exata em cada M,,
2<:1<n-1.

Uma segqiiéncia exata curta é uma seqiiéncia exata da forma

o-LLmMEL N0 (B.1)
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Equivalentemente, temos as condicoes: f é injetora, Im f = Ker g e g é sobrejetora, isto é, vale
o isomorfismo de A-mddulos % =~ N.

A seqiiéncia exata (B.1) cinde-se quando f(L) é um somando direto de M.
Proposicao 163 Dada uma seqiiéncia exata (B.1), sao equivalentes:
(a) A seqiiéncia cinde-se.
(b) Eziste h € Homa(M, L) tal que ho f é um automorfismo de L.

(c) Eziste um h' € Homa (N, M) tal que go h' é um automorfismo de N.

Um diagrama de A-mdédulos e A-homomorfismos

L, -,

ol |»

M1 L MQ

é comutativo se fo o f1 = go 0 gy.
Seja f € Homy (M, N). Para cada A-médulo X, o homomorfismo f induz um homomorfismo
aditivo

f* :Homy (N, X) — Homyu (M, X),

definido por
f*(g) =go f, para todo g € Hom4 (N, X).

Equivalentemente, a aplicacao f* pode ser definida pela seguinte condicao: para cada g €

Hom4 (N, X), o diagrama
N

/

M g

f*(%

X
é comutativo. Neste caso, verifica-se facilmente que (g o f)* = f* o g*.

Agora, sejam f e X como acima. Entao F' induz um homomorfismo aditivo

fs : Homa (X, M) — Homa (X, N),
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definido por
f«(g) = f og, para todo g € Homa (X, M).

Equivalentemente, a aplicagao f. é definida pela codigdo que, para cada g € Homu (X, M), o

diagrama
X
f«(9)
9 N
s
M

seja comutativo.

B.2 Algebras Filtradas e Algebras Graduadas

Seja F' um anel comutativo com unidade e A uma &dlgebra associativa com unidade sobre F. Se

uma familia de submédulos {4; : i =0,1,...} de A satisfaz as condigoes:

1. 1A€AOCA1CA2C"',
2. AZAJ C Ai+ja

entdo A é dita uma dlgebra filtrada, e a familia {4;:i=0,1,...} é dita uma filtragao sobre A.

Se uma familia de submédulos {4; : i =0,1,...} de A satisfaz as condigoes

1. AlAJ C Ai_;,_j,

2. A — @;?ioAi,
entao A é dita uma dlgebra graduada.

Se A e B forem duas dlgebras filtradas, com respectivas filtragdes {A4; : i = 0,1,...} e
{B; :i=0,1,...}, e f: A— B for um homomorfismo de dlgebras tal que f(A;) C B;, i.é, se f
conserva a filtracao, entao f é dito um homomorfismo de dlgebras filtradas. Analogamente, se

A e B forem &lgebras graduadas e f for um homorfismo entre Ae B preservando a graduacao,

entao f é dito homorfismo de dlgebras graduadas.
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Seja {A4; : i = 0,1,...} uma filtragdo sobre uma &lgebra filtrada A. Definimos By = Ay,
B = AjJAi—1, i =1,2,... e B = ®XB;. Sejam m; : A; — B; as projegdes canonicas e
pij © Bi X Bj — Bt aplicagoes definidas por

pij(mi(x), mj(y)) = mivj(zy), x € B;, y € Bj.

Um célculo direto permite-nos verificar que p;; sao aplicagoes bilineares, para todo i,j =

0,1,2,..., e que, assim, induzem aplicacoes lineares
Hij * B; ® Bj — Bi—i—j'

Agora, se x = Y 7 mi(2;) e y = 372 m;(y;) (somas finitas), entdo podemos definir

[,L(l‘ ®y Z ,U,Z] Urs xz Uy y] Z Tit+j xzy]
7.7 0 ,] 0

Esta é um homomorfismo de espagos vetoriais p: B® B — B tal que pu(p®id) = p(id ®u), i.é
1 define uma multiplicacao associativa em B. Ainda, definimos uma aplicacdo n: F — B por
n(A) = Al4. Temos pu(n ®@id)(A®a) = p(Alg ®a) = Aa = A ® a = p(id®@n)(A ® a). Com isto

(B, ,m) é uma algebra associativa graduada com unidade.
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Apéndice C
Representacoes de Grupos Finitos

Neste apéndice forneceremos as defini¢oes béasicas e alguns resultados elementares da Teoria das

Representacoes dos grupos finitos.

C.1 Definicao e exemplos

Nesta se¢ao, G denota um grupo, F um corpo e V um espaco vetorial sobre F', todos arbitrarios.

Definigao 164 (Agao de Grupo) Uma agao do grupo G sobre V é uma aplica¢ao
p:GXV -V

satisfazendo as condi¢des:
1. p(e,v) = v,
2. ¢(gh,v) = ¢(g,¢(h,v)), Vg,h € G,
para todo v € V, onde e € G € o elemento neutro da operac¢do bindria interna de G.

Costuma-se denotar ¢(g,v) simplesmente por g - v.

Definicao 165 (Representacao de Grupo) Uma representagao do grupo G sobre V é um
homomorfismo p : G — GL(V) de G no grupo dos automorfismos de V.
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Verificamos que as definicoes acima sao “equivalentes”. De fato, se ¢ é uma agao de G sobre
V, entao para cada g € G, a aplicagao v — g- v define um endomorfismo p, de V. Desse modo,
a aplicacdo p : G — GL(V), definida por g — p,, define uma representacao de grupo. Por outro
lado, se p é uma representacao do grupo G sobre V, entao a aplicagado ¢ : G x V' — V| definida
por (g,v) — p(g)(v) define uma agao de G sobre V. Em vista dessa equivaléncia, escrevemos
também ¢ - v para denotar p(g)(v).

Nao havendo confusao, costuma-se dizer que V' é um G-mddulo, ou ainda, dizer (por abuso
de linguagem) que V' é uma representacao.

Um homomorfismo de representagoes (ou homomorfismo de G-mddulos) é uma aplicagao

linear ¢ : V. — W tornando comutativo o diagrama

®

vV ——w
vV —L—Ww

para todo g € G. Equivalentemente, ¢(g-v) = g- ¢(v), Vg € G e Yv € V. Também dizemos
que ¢ é uma aplicacdo G-linear, para distinguir ¢ de uma aplicacao linear ordindria.
Uma sub-representa¢ao (G-submddulo) é um subespaco W de V estédvel sob a acao de G,

isto é, temos

G W={g-w:VgeGeVweW}CW.

Uma representacao V' # 0 que admite apenas as sub-representagoes triviais 0 e V' é chamada
irredutivel.
Definimos o nicleo, a imagem e o conicleo de ¢ por Kergp = {v € V : p(v) = 0}, Imp =
o(V), e Coker p = W/ Im ¢, respectivamente. Estes sdo claramente sub-representagoes de G.
Se {Vi}ier ¢ uma familia de representacdes de G entdo o produto direto [[;.; Vi, a soma
direta €;; Vi e o produto tensorial @),.; Vi sdo representacoes de G com agao dada respec-
tivamente por g - [[ie;vi = [licr9 - vis 9+ @icrvi = Bicrvir € 9 Qicrvi = Qier 9 - viv

Particularmente, a n-ésima poténcia tensorial V& =V @ --- ® V de uma representacao V e o
N———

n vezes
quociente V/W por uma sub-representagao W de V' sao ainda representagoes de G. Conseqiien-

temente, o produto simétrico S™(V') e o produto exterior A™(V') sao representacoes de G assim
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como as algebras tensorial T'(V'), simétrica S(V') e exterior A(V).
Menos ébvio é o caso do espago dual V*. E ttil definir a representagao V* de modo a
conservar o emparelhamento natural entre V* e V, isto é, para todo g € G, f e V*ev eV,

desejamos que

(g-frg-v)=(f,v),

onde, por definigao, (f,v) = f(v). Isto nos sugere definir a representagao dual por

(9-N)w)=flg~" ).

Agora, se V e W sao representagoes de dimensao finita, entdao Hom(V, W) é uma repre-
sentacao. Basta fazer a identificagdo Hom(V, W) = V* ® W. Desse modo, se f € Hom(V, W),

e g € G, entao

(g-NHw)=g-flg™"-v).
Posto isso, se f € Hom(V, W) é G-linear, entao para todo g € G e todo v € V' vem que
f)=e-flo)=g-g7" - fv)=g-flg""-v)=(g- ))v),

i.é, f é fixada pela acdo de G sobre Hom(V,W). O conjunto Hom(V, W)% destas é claramente

um subespago de Hom(V,W). Reciprocamente, se f € Hom(V,W) é fixada pela acao de G

entao
flg-v)=(g-flg-v)=g-flg7" - g-v) =g f(v),

i.é, f é G-linear. Assim, temos mostrado o seguinte resultado.

Proposicao 166 O espaco vetorial Hom(V, W)G das aplicacoes G-lineares entre representa-

coes Ve W ¢é exatamente o subespago de Hom(V, W) estdvel sob a a¢do de G.

C.2 Redutibilidade Completa

Na secao anterior, vimos que é possivel construir novas representacoes a partir de operacoes

algébricas lineares sobre representacoes dadas, a saber, fazendo produtos, somas diretas e produ-
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tos tensoriais. Nesta secao, estabeleceremos um resultado que simplifica a tarefa de se classificar
as representagoes de um grupo finito (ou compacto) G. Vamos precisar também que F' seja um
corpo de caracteristica 0.

Especificamente, procuramos uma maneira de reescrever uma representacao como uma soma
direta de sub-representacoes, de maneira que, cada sub-representacao nao possa mais ser assim
fracionada. As sub-representagoes com essa propriedade chamam-se simples. Acontece, porém,
que estas correspondem exatamente as representacoes irredutiveis e, como veremos, toda rep-
resentacao se escreve “unicamente” como uma soma direta de sub-representagoes irredutiveis.
Iniciamos com o enunciado do seguinte resultado, cuja demonstragao pode ser encontrada em

Fulton [FH].

Proposicao 167 Se W € uma sub-representacdo de uma representacdo V de um grupo G,

entdo existe um subespaco complementar invariante W' tal que V. =W @ W'.

Corolario 168 (Redutibilidade completa) Qualquer representagio pode ser escrita como

soma direta de sub-representacoes irredutiveis.

O estudo da redutibilade completa para o caso em que o corpo F' tem caracteristica positiva

constitui o objeto de estudo da Teoria das Representacoes Modulares.

Lema 169 (Schur) Se V e W sao representagées irredutiveis de G, entao toda aplicagcio G-
linear ¢ : V.— W € isomorfismo ou € identicamente nula. Além disso, se V. =W, e F €

algebricamente fechado, entao ¢ age diagonalmente (com alguma constante A\ € F) sobre V.

Prova. Basta notar que Ker ¢ e Im ¢ sdo sub-representagoes de V e W respectivamente. A
segunda afirmacao decorre do fato que ¢ — AI deve ter nucleo nao-nulo para algum autovalor

A de ¢. [

Vamos agora enunciar o resultado mais importante desta segao.

Proposicao 170 Se V' é uma representacao arbitrdria de um grupo G, entao

V=V®g.. . oV

180



onde cada V; € uma sub-representacdo distinta e irredutiveis de V. Ademais, tal decomposicio
de V' € inica (a menos da ordem dos fatores), assim como € unico cada fator V; e cada multi-

plicidade n; que nela ocorre.

Prova. Se W é qualquer representacao de G com decomposicao Wl@ml SRERR Wj@mj , €
V — W é G-linear, o lema de Schur nos assegura que ¢ leva cada V; isomorficamente sobre
algum W (;), onde o é alguma permutagao de grupo simétrico S; dos ntimeros {1,...,j}, e
conseqiientemente cada fator V" no respectivo fator W% donde M) = n;. Aplicando

este resultado a aplicacao G-linear id : V — V, obtemos j = k, m = n; e a unicidade

o (i)

afirmada segue-se. -
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