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Preliminares

No Trabalho de Graduagao A foi feito um estudo sobre as
dobraduras com recortes e alguns solidos de Platao. Na parte das dobraduras
com recortes foram apresentados os principios basicos da dobradura, seccoes de
segmentos, algumas aplicacoes do Teorema de Pitagoras, seguido das construcoes
de alguns poligonos e os poliedros platonicos de faces triangulares. Tudo
procurando demonstrar matematicamente cada dobra executada.

O Trabalho de Graduacao B é uma continuidade do que foi
apresentado anteriormente, completando os poliedros platénicos, procurando
trabalhar as construcoes e as dualidades, ilustrando-as, além dos ensaios sobre
animacoes de dobraduras com GeoGebra e Maple.

As figuras que auxiliam nas construgoes nao constam na listagem

por serem extensoes dos textos.



Resumo

Este trabalho trata do relacionamento entre a Geometria e
o Origami, através da implementacao de dobraduras para apresentacao de
resultados da Geometria e o uso da mesma para justificar as construgoes. Com
isto estamos lidando com mais uma metodologia de ensino e estudo da Geometria
Elementar, com o uso de uma técnica milenar, concreta e divertida, além de
acessivel a qualquer pessoa.

Serao apresentados alguns problemas da Geometria Plana, como
subdivisoes de segmentos e de angulos, problemas envolvendo areas, construcoes
de pentagonos regulares e triangulos equildteros, montagem de poliedros de
Platao, procurando destacar toda Matematica envolvida na dobradura.

O assunto envolve a Geometria aplicada na Educacao, desde a
infantil até os niveis superiores, com uma vantagem, a possibilidade de tocarmos

os resultados.
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Capitulo 1
Introducao

As primeiras aplicacoes da Geometria pelo homem apareceram
talvez quando este se deparou com problemas relacionados a divisao de suas
terras e também na Astronomia. Desde entao é constante a sua presenca na vida
do homem.

Atualmente é exigéncia na Educagdo e um método alternativo
é estudado neste trabalho. A aplicacao de Origami como forma de ensino
auxilia no desenvolvimento cognitivo, trazendo assim uma melhor aprendizagem
e compreensao da Matematica existente em um pedaco de papel.

O Origami, de origem desconhecida, tem etmologia japonesa e
significa dobrar (ori) papel (kami). Nao existem fontes fidedignas da historia,
porém com a invenc¢ao e divulgacao do papel na China, monges levaram essa
pratica para o Japao, onde se tornou popular e até com relagoes religiosas.
Acredita-se que com a dobra de 1000 Tsuru (Grou), um passaro sagrado no
Japao, possibilita a realizagao de um desejo ou reabilitacao de uma enfermidade.
O Tsuru é também simbolo de longevidade e paz. Em 1787, foi publicado o
primeiro livro sobre o assunto, o Senbazuru Orikata (Como Dobrar Mil Gargas).
A partir de 1876, o Origami passou a fazer parte do curriculo escolar no Japao.
Na Matematica pode ser tratado pela topologia, geometria e ja foi base de estudo
em Desenho Industrial. Para um melhor aproveitamento das informacoes obtidas
neste trabalho, é necessario um conhecimento bésico em Geometria Elementar,
pois todos os resultados obtidos serao demonstrados matematicamente como

prova da eficacia do método utilizado.
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Capitulo 2

O Material

O material fundamental para o Origam:i é qualquer pedaco de
papel. Dentre os papéis, seja especifico de dobradura ou de qualquer outra
qualidade, os mais utilizados sao o Letter ou carta, o A3, A4, A5, A9, B5, entre
outros.

Os papéis utilizados no cotidiano sao na maioria de formato
retangular, e alguns desses retangulos sao denominados retangulos aureos, os

quais possuem a seguinte relacao:

= +
a
. . a —a A
Temos acima a relacao T na qual dado um retangulo,
a

ao subtrairmos o quadrado de lado igual ao lado menor do retangulo, se for, o
retangulo restante, proporcional ao inicial. Entao sao chamados de retangulos

aureos.

Existem outros retangulos que também serao utilizados neste
trabalho, que sao os retangulos argénteos e bronzeos. Os argénteos possuem
as seguintes caracteristicas: dividindo-o ao meio, pelo lado maior, temos dois

retangulos de mesma proporcao ao inicial.
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b b/2 b/2

NS

No retangulo acima temos a seguinte relacao: % = Esta
proporgao é encontrada nos papéis A5 (14,8 X 21 c¢m), B5 (18,2 X 25,7 cm) e,
principalmente no papel A4 (21 X 29,7 ¢cm), formato designado pela Organizacao
Internacional de Normas (ISO: International Standards Organization), pois os

mesmos seguem a relagao dos retangulos argénteos:

21.0 2T 210 14.85

507 ~ 210 T 297 210  dtmal

A outra relacao existente é a dos retangulos bronzeos. Neste caso,
a proporcao se mantém ao dividirmos o retangulo inicial pelo lado maior em trés

retangulos congruentes.

b b/3 b/3 b/3

Além do papel, outros materiais que poderemos utilizar sao tesoura

ou estilete e cola, porém nao sao imprescindiveis
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Capitulo 3

O Método

O Origami ¢ um método que utiliza basicamente retas. Cada dobra
efetuada gera um segmento de reta, e além disso podemos determinar nesta reta
o ponto médio, mediatriz, paralelas, perpendiculares passando por um ponto da
reta ou fora dela, além de bissetrizes e até triseccao de angulos.

Afim de nao desviar a atencao da construcao central, nao
detalharemos as construgoes elementares todas as vezes que as utilizarmos, como

segue o exemplo a seguir:

Tniciando com uma folha A B
de papel A4, de 21 X 29,7 c¢m
(ou qualquer papel retangular ABCD),
podemos obter um quadrado, no caso,
de 21 X 21 cm.
D C
Levar o vértice A até o A E B

lado C'D, de modo que verificamos em
D um eixo de rotacao. Verficamos

também um novo segmento FEF', de

mesmo comprimento de AE, AD e DF.
Temos entao, o quadrado AEFD.




3. O Método

Dobrando de forma que se conduza o vértice A a D e E a F,

obteremos uma dobra (segmento de reta) MM’ perpendicular a AD e EF e

paralela a AF e DF.

Levando o vértice A a E
e ' a D, teremos uma dobra NN’,
perpendicular a AE , DF e MM’ e
paralela a AD e EF.
O ponto onde MM e NN se
intersectam é o centro do quadrado
AEFD. Podemos observar ainda que
a0 levarmos o vértice A ao vértice F|,
obteremos o segmento DE, que com AF
formam as duas diagonais do quadrado
AEFD.

Os pontos M, M', N e N’, sdao os pontos médios dos respectivos

segmentos formados por seus vértices adjacentes.



4. Secgoes 6

Capitulo 4
Seccoes

Vimos no capitulo anterior que podemos obter, considerando um
vinco como segmento, uma perpendicular a um segmento, uma paralela, ponto
meédio, apenas dobrando papel. Como podemos determinar o ponto médio de um
segmento, podemos entao, dividi-lo em 2" partes, com n =0,1,2,3,....

Com régua e compasso, os gregos dividiam segmentos em n partes.

No Origam: também é possivel essa seccao.

4.1 Um método de seccao de segmentos

Para se obter uma trisec¢ao de segmento a partir de um quadrado,

procedemos da seguinte maneira:

Dado um  quadrado A D

ABCD. Supondo-o de lado igual a

1. Encontrar os pontos médios E e F|,

respectivamente aos lados AB e C'D. ] =

B C

Levar o vértice D ao A

ponto médio K. O segmento C'D divide

BC' em um ponto I. Temos que IC,

depois de aberto, equivale a % do lado g¢D

do quadrado ABCD.
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A demonstracao de que o ponto I determina % do lado é obtida
por semelhanca de triangulos. Temos que LGDC é reto, pois é vértice D do

quadrado, logo ZAEG e ZBFEI sao complementares.

Os triangulos GAFE e A G
EBI sao retangulos. Como /ZBFEI
é complementar de ZAEG, entao é
congruente a /EGA. Como os trian- E
gulos sao retangulos e possuem angulos

congruentes, eles sao semelhantes.

Denominaremos agora por x e y os segmentos AG e BI,
respectivamente. Como G é um ponto entre A e D, GD = GE = 1 — z, temos
também que AE = EB = %

Por Pitagoras, temos no triangulo GAE:

@ ta?=(1-2p — it =1-2wta® —a=]

Pela semelhanca de trian- G
gulos, temos: X X
A - E
1
Loy 31 2 E
8 2
12
S I
Logo, IC =1—y = 3. B y

No Origami também é possivel dividir um segmento em cinco

partes. Vejamos:

Comecemos com um quadrado ABC'D de lado 1. Encontramos o
ponto médio E de AB. Encontramos, entao, o ponto médio () entre A e E.

Temos que AE = i.
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4.AE =2.AF =2 EB=AB

Com procedimentos pare-
cidos com o da trissecgao do segmento,
levamos o vértice D ao ponto Q.
Verificamos assim, como no caso da
trisseccao do segmento, dois triangulos
semelhantes, AGQ e BQ.J, pelos mes-

mos motivos acima.

Temos que:

AG  AQ  @Q
BQ BJ DJ

Temos por Pitagoras que:

1
(Z)2+$2:(1—JJ)2:>
1 2 2
1—6+x =1-2z+x
15
T ==
32

A
Q
E ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
B
A /
Q
E
B
A G
QKD
B J\C
Q
G
3/4
X 1-Xx
B
A 1/4 Q y

Por semelhanca de triangulos temos:

i Y 32 16
2
y=c

5
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Obtido % do segmento, basta dividir por 2 para conseguir %

4.2 QOutro método de seccao de segmento

Existe uma forma mais generalizada de se dividir por n partes, nao
necessitando o papel ser quadrado.
Iniciando com um papel retangular qualquer, vamos dividir o lado

em trés partes iguais.

Dado um papel retangu- A E B
lar qualquer ABCD. Dobrar primeira-
mente uma das diagonais e depois ao
meio, pelo lado maior, determinando
assim os pontos E e F, que sao pontos

médios dos respectivos segmentos AB e

DC.

No retangulo FBCF que A E /,B
representa a metade do retangulo
ABCD, dobrar sua diagonal BF,
encontrando o ponto I, interseccao da
diagonal maior com a menor. I

D F c

Os triangulos ABI e CFI sao semelhantes, pois os angulos do
vértice em comum sao congruentes, opostos pelo vértice e os outros angulos sao

alternos internos.

Temos entao que A E G B
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Temos que a diagonal AC estd divida em trés partes iguais.
Dobrando uma perpendicular a AB, passando pelo ponto I, temos um ponto

G € AB., tal que GB equivale a um terco de AB.

Esse método acima pode ser aplicado para se obter % do segmento.

Dado um papel retangu- A\\ E G B
lar qualquer ABC'D, determinar E e F,
como no método anterior. Determinar
também G e H, pontos médios de EB
e FC. \
D F H C
Encontrar BH, diagonal A E G B
do retangulo GBCH. A interseccao de |
AC e BH sera I.
D = v C
Tragamos JL, perpendi- A E GJ B
cular a AB, passando por I. Verifica-se
que JB é % de AB
I
AB Al 4 D F HL C
HC 1IC 1 Logo, JB ¢ igual a ; de AB.

Com esse ultimo método, podemos dividir qualquer segmento em

n partes, com n € N.
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4.3 Trisseccao do angulo

Um dos famosos problemas da antiga Grécia era a trisseccao de
um angulo qualquer com régua e compasso. Esse problema ¢é de possivel solugao

através do Origami .

Supondo  um  angulo A E D

ZEBC menor que 90° conforme figura.
Para casos de angulos obtusos, basta
aplicar apenas no angulo excedente a

90° e soma-lo a trisseccao do restante.

B C
Determinamos uma para- A E D
lela FG a AD. L —— G
B C
Determinamos uma para- A E D
lela HI, onde H e I sao os respectivos F o G
pontos médios de F'B e GC. Dobramos
de modo a levar o ponto F' ao segmento
EB e o ponto B ao segmento H1I. I =
B C
Para uma melhor visuali- A E D
zacao, tracas o segmento F'B e marcar & G
os pontos H', F' e B’ (onde foram H, "
F e B) sobre o papel. H
777777 ":7””””” S B B
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Observacao: Nao é possivel encontrar os pontos H’, F' e B’

utilizando régua e compasso.

Ao abrirmos novamente, A F,E D

tracamos os segmentos de B’ a B e de Elo ‘i‘;—‘\—— ——ifia—;‘—:— ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, G
H' a B. H ,

B e

Temos entao que NB' = BH' = H'F".

Os triangulos BB'N e A E D
BB'H’ sao semelhantes, pois possuem = ————————————————————————— G
a hipotenusa comum e o cateto oposto \ N \I\—|’
ao angulo no vértice B sao congruentes. \
Os triangulos BB'H' e BF'H’ sao H-

semelhantes, pois possuem um cateto

comum e o cateto oposto ao angulo no

vértice B sao congruentes.

Com isso, o vértice dos triangulos que estao em B tém 0s mesmos

angulos, assim, L FBC' esta divido em trés partes congruentes.
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Capitulo 5

Quadrado

5.1 Divisao

Um problema que podemos resolver de maneira simples com régua

e compasso e também de facil resolugao em Origami. Com ajuda de uma tesoura,

é possivel obter um quadrado com a metade da area de um quadrado inicial.

Para resolucao do problema utilizaremos alguns dos resultados

obtidos com as dobras apresentadas no capitulo 3.

Dado um  quadrado
ABCD: Juntando os vértices A e C
teremos o segmento BD e repetindo
com B e D, teremos o segmento AC.
Como as diagonais do quadrado sao
também as bissetrizes dos angulos retos,
teremos quatro triangulos isosceles e,
como os angulos resultados da bisecgao
do vértice de 90° medem 45° cada, os

angulos juntos ao centro sao retos.

D

C

Recortando os triangulos obtidos e juntando-os dois a dois, teremos

dois quadrados, cada um com a metade da area do quadrado ABCD inicial.
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E possivel obter esse mesmo resultado de outras formas.

Dado um  quadrado A
ABCD: Levando todos os vértices
ao centro do quadrado, ou seja, no
encontro das duas diagonais, obteremos

também um quadrado com a metade da
area do quadrado ABCD.

o>
(@][ss)

5.2 Proporcao

Vimos no capitulo anterior uma forma de se dividir um segmento

em n lados, obtendo assim, a proporcao de +. Na primeira parte deste capitulo,
n

vimos como obter um quadrado com a metade da area de um quadrado dado.

Veremos agora como obter um quadrado proporcional a %

Iniciando com um qua- A D
drado ABCD, dobrar na propor¢ao
% desejada. Marcar os pontos FE
e F, conforme figura. Fixando B, 1

levar o vértice A ao segmento EF,

rotacionando por um eixo BG.
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Fixar C' e levar B sobre
BG, obtendo o eixo HC (HCLBG).
Repetir o procedimento nos outros
vértices.  Observagao: os eixos de
rotacao sao ortogonais, pois o vértice é

levado ao eixo que o contém.

Os eixos formarao um
quadrado. Esse quadrado A’B'C'D’
estad para ABCD, assim como % esta
para 1. Em outras palavras, a area de
ABCD dividida por n é igual a area de

A'B'C'D".

A G E
1in

A G E

.

B Fim

C

Para demonstrar que A’B'C’'D’ é proporcional a ABC' D, temos as

seguintes relagoes:

A b

E D

b /c
H a e |
c O
a |
C
C
b

B I

1/n C

AB’ = B'O = ¢, pela construcao. Seja B’A’ = a e OJ = d. Assim,

pela semelhanca de triangulos temos que

c+a+d_ 2.¢

1

n—1

n
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n+1 2n n+1
a+c+d= 2= a+d= c—c= .c
n—1 n—1 n—1
1
a:n+ c—d
n—1

No triangulo BG A:

2

d(a+c)=d®=d= -2
a+c
Substituindo:
a_n+lc_ ¢ (n+1)(a+c)e—c*(n—1)
n—1" a+tc (n—1)(a+c)
_2(:2+(n+1)ac:> ( +C)_202+(n+1)ac
T h-Date YT T
2c? 1
alatc) = ¢+ (n+1)ac

n—1

Do triangulo ABB’, por Pitagoras:
(a+c)+c*=1

a?+2ac+F+=1=ad’>+2ac+2*=1

2 =1—a%+ ac

Substituindo:
5 1—a?—2ac+ (n+ 1)ac
a” +ac=
n—1
1—a? —1
24 ae — a*+ (n Jac
n—1
a” = + ac
n—1

(n—1a*=1-ad*

(n—1+1a*=1=nad=1

Conclui-se entao que a area do quadrado A'B'C'D’ é % da area do
quadrado ABCD.
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Capitulo 6
Quadratura do Retangulo

Dado um retangulo de lado ABC D, transforméa-lo num quadrado

de mesma area.

Em um retangulo B
ABCD, dobrar de modo que o lado
AD fique sobre o lado DC, pelo mesmo
método de se obter um quadrado, e
marcar os pontos E e F.
C
Dobrar o segmento GH, A H F B
onde G e H sao os respectivos pontos
médios de BC' e AD.
D G E C
Com o ponto H fixo, A H F B
levar o vértice B ao segmento EF,
encontrando o ponto O, pertencente ao
segmento EF e K pertencente a BC. K
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Observe que os triangulos HK B e H KO sao congruentes.

Prolongar BO até BI, A H F B
com I € DC. Recortar pelos segmentos ‘.
OAe BI.
K
D ol E c

Nomearemos as pecas a, b

e ¢, conforme figura. b

Podemos entao reorgani-
zar as pecas de modo que possamos

obter um quadrado de mesma area do
retangulo ABCD.

Mas serd que realmente obteremos um quadrado perfeito?
Provavelmente, devido algumas imprecisoes nas dobras o resultado pode ser

duvidoso. Verificaremos entao, os segmentos e angulos obtidos.
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Vimos que HOK =2 HBK, ja que sao refletidos em relagao a H K.
Temos que BO é perpendicular a HK pela construcao. O ZHBP é congruente
ao ZABO. Como H é ponto médio de AB e P é ponto médio de OB, temos

entao que o triangulo ABO é semelhante ao triangulo H BP, na razao de %

Logo, podemos concluir A H:\‘ F B
que AO é perpendicular a OB. Provado | |
isto, concluimos que os outros angulos
que formarao os vértices do quadrado K
serao complementares, assim os angulos | ‘

satisfazem os angulos de um quadrado

(ou de um retangulo).

D Gl E c

Resta provar se BI = AO = lado do quadrado. Vamos chamar de
J o lado menor e [ o lado maior do retangulo. Por serem retangulos e possuirem

um angulo em comum, os triangulos AOB, ICB e AFO sao semelhantes.

A
A B
J I
B OO F o C
AF _ A0
A0 A
g _40

A0 1
A0 = \/jl

Precisamos averiguar o valor de BI, outro lado do quadrado:

~1Z g
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1o L
Vil

= B

I

A area do retangulo de lados j e [ é dado por j./; a area do quadrado,

de lado +/j.l, também é j.I. Portanto, esta satisfeita a quadratura do retangulo.

Todo o resultado obtido pelo Origam: é possivel também se obter

com régua e compasso da seguinte forma:

Vamos chamar de j o lado
menor do retangulo ABC'D e de [ lado
maior. Assim AD = BC = j e
AB = DC =l e a area desse retangulo
é j.l.

Tracando uma circunfe-
1
27
teremos que todo triangulo inscrito na

réncia com centro em H e raio

semi-circunferancia é reto. F'O é média
geométrica de [ e [ — 7, ou seja, FO =
[.(j — 1), e esse dado é relevante, pois

pela semelhanca de triangulos, temos

A0 = V/jl

Obtivemos entao, um lado de um quadrado de area j.l.

A

D
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Capitulo 7

Pentagono

Neste capitulo sera feito uma das construgoes de um pentagono

regular, pois existem outras formas de se obté-lo.

Iniciaremos com um qua-
drado ABCD de lado 2 para facilitar o
entendimento da demonstracao. Juntar
os vértices A com B e D com C,
obtendo assim um retangulo de 2 x 1

e olado EF.

Temos entao que o re-
tangulo BEF'D possui uma diagonal,
seja BF. Aplicando o Teorema de

Pitagoras, temos que a diagonal vale:

BF =224+12= BF =/

Usando a diagonal como
eixo de rotacao, dobrar o vértice C' para

fora.

A
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Fixando F', levar o ponto
C ao segmento BF. Temos que C'F ¢é
igual a 1, pois assumimos que o lado do
quadrado é igual a 2, logo, BF — CF &
igual a /5 — 1, ou seja, BC" = /5 — 1.

Observagao: BC' ¢ o segmento aureo do lado (2).

Voltando para o qua-
drado inicial, vamos fixar B e levar o

vértice A até BF'.

Subtraimos BC" = v/5—1
do lado AB = 2; o resto, ou seja, CA’,

divide-se a0 meio no ponto O.

Com a mesma distancia

de AQO, a partir de B, marcar O'.

Temos entao que o seg-

mento OO’ tem comprimento igual a

BC"=+/5—1.

B D
C,
C
E F
A

H D

g!
B G C
H D
A F
- C0
C
B G
B G C
010
E -
A D
o+
E F
o
B G C
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Levamos, fixando O, o A p B D
ponto O’ até AD. Marcamos como P O
e}
o ponto onde O’ toca AD.
F
C

Analogamente, marca-
mos (), ponto onde O encontra BC.

Dobrar por OP e O'Q).

Fixando P, levamos O ao
segmento E'F. Notear que a dobra
faz-se em torno do eixo dos pontos P

e o ponto médio de O'Q = R.

O C
Neste momento, vamos analisar alguns resultados. Temos que os

pontos O’ e () sdo simétricos a O e P em relacdo a EF por construcdo. Além de
que 00" =+/5—1¢ AO = BO' = —3_2‘/5

Por Pitagoras, A0° + A P D
AP’ = OP°, entdo ol
2
— s} 2
(3 2\/3)2+AP2:(\/5—1)2 ] e — F
O’,

B C

Temos ainda que AP’ L A0"” = O’P2, lembrando que AO = AO'+
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_ 1 _
5 \/g+(\/g+ )2:O/P2
2 2
5 V6 5 VB 1
R

OP' =4= 0P =2
O'P = PQ = 2 (lado do quadrado)
Com isso, temos que O'PQ formam um triangulo isésceles e

portanto, R é o ponto médio de O'Q) e PR 1 O'Q). A reflexao do quadrilatero
OPRO' em torno do eixo PR determina V, exatamente sobre EF.

Levamos os vértices D e P
S
C sobre o quadrilatero OPRO'.

Voltamos apenas a dobra
efetuada sobre o eixo PR, obtendo

assim um pentigono regular.

Demonstraremos que o pentagono é regular pois:

Inicialmente, supomos o A P D
lado do quadrado igual a 2. Encontra-
mos o segmento \/5 — 1 e o utilizamos
como lado do pentagono. Vimos que o E =

vértice V fol obtido através da reflexao
do quadrilatero OPRO'.
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Vimos também, em pas-
sos da construcao do pentagono, que
os pontos P e () sdao os vértices do

pentagono e, pela construcao, OP =

OP=00"=+v5-1e PQ=0P=2.

O triangulo PV (@Q é isos-
celes e congruente ao POQ’, assim,
tracando uma perpendicular a PQ
e passando por F, temos que MF,
conforme figura, é bissetriz do ZPV Q) =

20 e divide PQ ao meio. Observacio:

V£F.

Temos que PM = 1,
PV =+5—1. Entao,

1
senay = — = a = H4°
V5 -1
Logo, ZPF(@Q = 108°, satisfazendo o

angulo interno de um pentégono.

A demonstragao dos outros angulos fica por conta do leitor.

P
M
0O
P
0O
P
MO [y
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Capitulo 8

Poliedros

8.1 Os So6lidos de Platao

Existem inumeros objetos que poderiamos dizer de forma
poliédrica. No entanto, a definicao de poliedro se restringe a sélidos compostos
por faces poligonais planas. Etmologicamente, a palavra poliedro é derivada
dos termos gregos IToAvs (muitos) e edpa (plano). Assim, as esferas, cones e
cilindros, que nao possuem faces planas nao sao considerados poliedros. Dessas
infinitas formas existentes estudaremos os chamados Sélidos de Platao. Os
solidos platonicos sao poliedros convexos, cujas faces sao poligonos regulares,
podendo ser considerados como poliedros no limite da perfeicao, por manterem
certa constancia, simetria e harmonia. Platao de Atenas foi um dos mais
famosos filosofos da Grécia. Viveu por volta de 400 anos a.C., era discipulo
de Socrates. Platao acreditava que a esséncia da realidade era a eternidade das
formas geométricas e das relagoes com os elementos da natureza: ar, fogo, terra

e dgua. Ha somente cinco poliedros regulares. Sao os seguintes:

TABELA 8.1: Poliedros regulares: faces e suas formas

Poliedro | Nimero de faces | Poligono da face

tetraedro 4 triangulo
cubo 6 quadrado
octaedro 8 triangulo
dodecaedro 12 pentagono

icosaedro 20 triangulo
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Nota-se que os poliedros regulares tém como faces apenas trés
poligonos regulares: triangulo, quadrado e pentidgono. Uma propriedade
encontrada nos soélidos de Platao é que estao relacionados entre si por sua
dualidade. Isto é, a todo poliedro P, podemos associa-lo a outro de forma tinica,
de forma que as faces e os vértices de P estdo em correspondéncia biunivoca com
os vértices e faces de outro, que chamamos de seu dual. Desta forma, se P é dual
de P*, entao P* é dual de P. Veja os exemplos:

O dual de um tetraedro é o proprio tetraedro.

FIGURA 8.1: Tetraedro do com Maple

J4 o dual de um cubo é o octaedro.

FIGURA 8.2: Dual octaedro do Maple

Do icosaedro é o dodecaedro..

FIGURA 8.3: Dual do icosaedro do Maple

Nas figura acima, nota-se que o centro da face de cada poliedro é o
vértice de seu dual inscrito.
Veremos nos proximos capitulos algumas construgoes de poliedros

regulares Cconvexos.
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Capitulo 9

Poliedros de faces triangulares

Antes de tudo, analisaremos os triangulos equilateros. Sabendo que

cada angulo do triangulo equilatero mede 60° temos que:

TABELA 9.1: Poliedros de faces triangulares

Nuamero de triangulos equilateros

Soma dos angulos

poliedros formados

3 180° tetraedro
4 240° octaedro

5} 300° icosaedro
6 360° impossivel

Podemos verificar essas possibilidades pela figura:

.

] B

FIGURA 9.1: Figura obtida da RPM 15
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9.1 Retangulos especiais

Antes de construirmos os poliedros sera apresentado uma relagao
importante dos lados do retangulo.

Mostraremos a relacao % e % sobre os lados do retangulo, pois
serao necessarios para a construcao dos poliedros compostos por triangulos

equilateros.

Essas medidas sao impor-

tantes, pois, com eles, podemos obter os
. . o avs/ 2/V3
angulos do triangulo equilatero. 1

B 1uv3 D pyva €

Comecamos com um pa- A E D
pel quadrado ABC'D de lado 1. Encon- :
trar EF', onde F e F' sao pontos médios
de AD e BC, respectivamente.

Fixando B, levar C a EF. A E D
Nesse ponto de interseccao J, tracar a H C‘)] |
perpendicular HI a E'F. Teremos, para
o segmento H B que: G
— 1
— 3
-1 B

Teremos agora, dois casos. O primeiro caso, a razao de %:



9. Poliedros de faces triangulares 30

Ao cortarmos HI e EF
obteremos duas pecas, cujas proporcoes

dos lados sao de % em cada peca.

i
c

Sl
w

-
@]

BF
HB

No segundo caso a razao %:

Se nao cortarmos FEF,
teremos um retangulo com a seguinte

proporc¢ao:

Sk
Sl
w

-

O

Podemos obter do papel A4 doze unidades com a propor¢ao %

Isto facilitara na construcao dos poliedros.

A D

Tomemos um papel A4

com os vértices ABCD. Dobraremos

pelo lado maior ao meio e depois ao
meio novamente, obtendo assim, trés |
vincos, dividindo o papel em 4 partes

iguais.
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Fixando A, levar o vértice
B até o segmento E'F' feito pelo vinco

central rotacionando em torno do eixo

AG.

Pelo ponto de intersecgao
do vértice B com EF marcamos uma

perpendicular HI. A altura AH

equivale a @ se considerarmos AB = 1.
HA 2 T ETa
Temos que == = T dividindo H A por

2 ¢ AB por 4, temos

-5

ol

Para aproveitar o papel,

usando como eixo HI, conseguindo mais quatro pecas com razao —=

D

dobramos a proporcao obtida

1
75
C

M

N
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O resultado é a obtengao M
= 1
de doze pecas com a razao de 7
H
J
A

9.2 Construcao das unidades

Construiremos agora as chamadas "unidades"A e B dos poliedros

de faces triangulares. Para isto, serd necessario a utilizacao de retangulos de

proporc¢ao %, como as 12 pecas obtidas do papel A4, visto anteriormente. Estas

unidades formam triangulos equilateros, que ao se encaixarem, produzirao os

poliedros.

UNIDADE A

Com uma peca retangu-
lar ABC'D, respeitando as proporgoes,

levar o vértice B ao D.

Ao levar B a D, surge um
eixo de rotacdo EF. EF & a mediatriz
de BD. Os AEFD e AEFB sio

equilateros de lado %

2/V3

2/V3

2/V3

1/V3
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Levar o vértice B ao

ponto F. A mnova dobra é paralela a
AD.

Levar o vértice C sobre
DF.

Virando a peca, de modo

que a parte de tras fique para frente.

Levar o vértice D ao

ponto E.

O vértice A, dobrar pelo

eixo do ponto E.

Desfazer a dobra pelo
eixo EF', de modo que apareca um

paralelogramo.

Virar a peca, de modo

que a parte oculta volte-se para frente.

A
V3 2/V3 V3 2/3 L
E 1/3
1/3
13 2/
B V3
F
A D
4/3
E C
213 B 2/3
F
1 A
' ~E
2/3 2/V3
A
E

2/3

s

2/V3

2/3

2/3

m

2/3
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. 473

Levar as duas extremida- Fr -
des cujos angulos sao agudos sobre o 213 5 23

UV3, \

lado oposto, fixando os vértices com 13 ;‘”3 S E
angulos obtusos.

Obtém-se um losango cu- F
jos lados e a diagonal menor medem %

E
Nas figuras acima, temos que a base do paralelogramo é %, ou seja,

2
3
que forma um triangulo retangulo é

cabem duas vezes o lado %. O segmento pertencente a base do paralelogramo e

1
3

as medidas do triangulo equilatero citado no inicio deste capitulo.

e a altura é ? Esses valores satisfazem

Abrindo o losango temos

a unidade A, que é composta por quatro

triangulos equilateros de lado %

UNIDADE B

Nos mesmos procedimen- A
tos da unidade A, com a diferenca
do lado pelo qual inicia-se a dobra.
Com uma pega retangular ABCD,
respeitando as proporcoes, levar o

vértice C' ao A.

Ao levar C'a A, surge um AC

eixo de rotacao E'F'.
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Levar o vértice C ao

ponto F.

Levar o vértice B sobre

AF.

Virando a peca, de modo

que a parte de tras fique para frente.

Levar o veértice A ao

ponto E.

O vértice D, dobrar pelo

eixo do ponto E.

Desfazer a dobra pelo
eixo KF', de modo que apareca um

paralelogramo.

Virar a peca, de modo

que a parte oculta volte-se para frente.
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Levar as duas extremida- F
des cujos angulos sao agudos sobre o
lado oposto, fixando os vértices com E
angulos obtusos.
F

Obtém-se um losango.

Abrindo o losango temos

a unidade B.

9.3 Montagem dos poliedros

Foram produzidas, em cada unidade A e B, faces na forma de
triangulos equilateros. Com os triangulos equilateros podemos construir apenas
trés poliedros regulares: o tetraedro, o octaedro e o icosaedro, os chamados

Poliedros de Platao com faces triangulares.
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9.3.1 Tetraedro

Para a construcao do tetraedro é necessario uma unidade de cada,

ou seja, A e B.

Notem que em cada unidade temos quatro triangulos equilateros e
os triangulos das pontas nao possuem corte. Para facilitar a montagem, uma dica
é que se cole os triangulos das pontas, deixando livre os triangulos centrais que

possuem cortes. Encaixar a unidade A em um dos cortes da unidade B (ou B em

A).

Dobrar dando forma de um tetraedro e encaixando todas as pontas,

entao concluimos o tetradro.
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9.3.2 Octaedro

Para a construcao do octaedro sao necessarios quatro unidades A
ou B, sendo que para que fique com faces bicolores, sao necessarias duas pecas

de cada cor.

Tome duas pecas A (ou B) de cores distintas.

Encaixar em uma peca A em outra peca e repetir com outras duas

pecas restantes.
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Forma-se entao, duas piramides de base quadrada com abas

triangulares em lado opostos da base.

Encaixando-se as duas piramides, finaliza-se o octaedro.
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9.3.3 Icosaedro

Para a construcao do icosaedro sao necessarios cinco unidades de
cada, ou seja, cinco unidades A e cinco unidades B. Nao hé possibilidade de todas

as faces bicolores, apenas dez. Outras dez ficarao monocromaticas.

Inicia-se com duas unidades distintas, A e B.

Encaixe a unidade B na unidade A
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Repita o procedimento anterior, encaixando a peca A na B, depois

a B na A, sucessivamente.

Para facilitar a montagem, recomenda-se colar com alguma fita

adesiva todos os encaixes na parte interna.

Encaixado todas as pecas, encaixa-se a ultima peca, no caso a B,

na primeira peca A, dando um formato cilindrico.
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Com um formato cilindrico em suas pontas triangulares, encaixa-se

um triangulo em outro adjacente sucessivamente.

Repetindo o passo anterior em outro lado do cilindro, finalizamos

o icosaedro.
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Capitulo 10
Poliedros de faces quadradas

Certamente o unico poliedro de face quadrada é o cubo. Um

quadrado tem 4 angulos de 90°, entao temos as seguintes condigoes:

TABELA 10.1: Poliedros de face quadrada

Nuamero de quadrados | Soma dos angulos | poliedros formados

3 270° cubo
4 360° impossivel
G D B G
T w,
] s
B : A i
I i o o0%
1 o (¥
: B s0° 90"
jmmmmtm s F
/! J
E C E C F

FIGURA 10.1: Figura obtida da RPM 15

Vemos que o angulo de um vértice do poligono com faces quadradas
s6 & possivel com 3 quadrados (uma vez que com 2 é insuficiente e com 4 é
impossivel, por somar 360°).

Existem diversas formas de se montar um cubo com Origami ,
porém a construcao deste em especial facilita a colocacao de objetos ou outros

solidos, além de melhor visualizagao.
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Iniciamos com um papel

quadrado ABCD de lado % de uma
unidade trabalhada. Veremos adiante
o motivo deste valor. Leve B e C aos

vértices A e D respectivamente.

Obtemos o segmento
EF=

wloo

Dobrar de modo que leve
B aE e CaF. Observar que A e D
permanecem ¢ AE = BE = CF =
DF =14

Virar o papel de modo
que a parte opaca fique na frente.
Dobrar AD em EF, obtendo GH.

Dobrar todos os vértices
sobre GH, de modo que G e H sejam
vértices de rotacao, isto é, E (e B), F(e
C), A e D sobre segmento GH. Notem
que EG:GA:FH:Hng.

Como dobramos % de
cada lado do retangulo FDAE de
medidas %X%, o quadrilatero 1JKL é
um quadrado de %X%. Dobrar as

diagonais do quadrado IJKL.

Dobrar agora a paralela
que intercepta os lados IJ e KL,

passando pelo centro.

A D
B C
A DC

F
FC EB
D A
E FC
A D
E FC
G :—f{\’—/—/ ———————————————————————————————————————————— “H
A D
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Obtemos entao trapézio
invertido com base menor medindo % e
8

base maior 3

Abrir pelo centro da base

maior, como na dobradura de um barco.

Conforme comentado anteriormente, abrir pelo centro formando um

barco.

Abrir a0 maximo esses dois pontos e assim passarao a ser vértices

de um quadrado. Estara pronto uma das partes do cubo.
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Construir outra peca repetindo os mesmos procedimentos.

Terminando, veremos a formacgao de um cubo com as pecas.
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Capitulo 11
Poliedros de faces pentagonais

Veremos agora, a constru¢ao de um poliedro regular cujas faces sao
pentagonos. Como o angulo interno do pentédgono é de 108° em cada vértice,
nao existe a possibilidade de uniao de mais de trés pentagonos, restando assim o

dodecaedro como tnica solugao.

F

FIGURA 11.1: Figura obtida da RPM 15

11.1 Do copo ao pentagono

Para a construcao do dodecaedro temos que comecar com um papel
de um tamanho especial, mas antes faremos uma anélise em outra construcao, a
de um copo.

Com um retangulo qualquer:

Dobrar a diagonal BD. A
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Encontrando o ponto E,
interseccao de AD com BC, dobrar EB
e ED, de modo que nao prenda a parte

oposta.

Dobrar agora a bissetriz
de B, fixando B e levando E até o
segmento BD.

Voltar a posigao anterior.
Encontrar o ponto F, interseccao da
bissetriz de B com ED. Dobrar a
mediatriz de BF, levando B até F.

Temos entao o segmento
GH, mediatriz de BF, na qual G € EB
e H € BD.

Seguindo 0s mesmos pro-
cedimentos do vértice B, dobrar D
sobre G. Temos ja um pentagono
(possivelmente irregular) simétrico em
relacdo a mediatriz de HI, com EG =

EF,GH = FI.
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Dobrar o vértice E pelo B
eixo de rotacio GF. Observar que exis-

tem duas folhas, sendo uma dobrada

para frente e outra para tras. WI

E esta pronto o copo

Faremos agora uma andlise sobre a construcao do copo para
obtermos as medidas do retangulo para a construgao do pentagono regular.

Ao desdobrarmos a construcao do copo teremos as linhas de dobras.
Sabemos que para que o pentagono seja regular, cada angulo interno deve medir
108°. Por construcao sabemos que GH é mediatriz de BF e este por sua vez é

bissetriz de ZEBD.

A E F D

B® C

Temos que o triangulo HBG é isosceles, logo o ZEGH também
mede 108°. Chamemos de M a inteseccio de GH e BF e de E’, onde E toca BD.

Por construcao, temos A E /F D
que EG = HE'. Como BF é bissetriz
de EBE' ¢ E e B sdo eqiidistantes de G )
B, entao, F é eqiiidistante de E e E’. M 108° E
720 a
8; \
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—Por Tales temos que pro- A E/»%izo F D
longando BE, o ZB'ED é correspon- Thgo Ve
dente ao ZEBC, medindo 72°. Pelo Vo
G 108° 108
triangulo EBF, temos que AEFB = £
v’ 108° ’
54°, assim como ZBFE'. E finalmente
o AFE'B = 108°, pela simetria em N
relacdo a BF. Tpo
B C

Temos entao um pentagono com todos os angulos de 108°.
Mas, para provar que é regular necessitamos mostrar que todos os lados sao
congruentes. Pela construcio, GD é bissetriz de ZADB, assim EF = HE' e por
simetria concluimos que EG = GH, fechando assim o pentagono regular.

Para obtermos um pentigono regular devemos encontrar um
retangulo especial. Esse retangulo deve ter o angulo entre a base (o lado maior)
e sua diagonal exatamente 36°, isto é, se o lado maior for equivalente a 1, o
lado maior devera ser igual a tg36° = 0,726.... Ou entao, se o lado menor for

equivalente a 1, o lado maior devera ser igual a tgh4° = 1, 376....

tg 54°=1,376... 1

=
tg 36°=0,726...

Chegamos entao a um pentagono regular. Vimos, na construcgao de
um pentagono regular (capitulo 7) que iniciamos com um quadrado de suposto
lado 2. Verificamos também que a diagonal desse pentagono mantinha a mesma
medida do lado do quadrado inicial e o lado do pentagono tinha /5 — 1. Observe
que aplicando essas medidas na construcao do copo, adotando ja os devidos

angulos, temos:
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GF tem, por construcao, A E V5-1 //,,F 2 D
mesma medida de BG. Como BG é 5 _ 2
diagonal do pentagono, supomos que G/l /
meca 2. Assim, o lado do pentagono V5 — E
mede v/5—1 e também pela construcio,
E'D=2=FD.

B2 5 -1 C

Sabemos portanto a medida do angulo CBD e quanto deve medir a
diagonal. Precisamos saber agora, quanto mede um dos lados do retangulo. Para

isso, basta saber quanto mede AFE.

Sabemos que LABE = A__1 E 5-1 /F 2 D
18° (complementar de_ - 5 -1
angleEBC) e que BG = 2 e GE = e
V5 — 1. Entio: E

5-1
— = senl8° 18 2 G

AE 0,309...
Vi +1 B ]

AE =1

11.2 Dodecaedro

Podemos finalmente montar o dodecaedro. Através da dobradura
do copo, iniciado com papel com as medidas especiais, na qual obtém-se os

pentagonos regulares, tome a seguinte peca:

Como o dodecaedro é composto de 12 pentagonos, precisaremos de 12 pecas para

a construcgao.
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Para fixacao das faces é necessario colar na parte posterior dos pentagonos a parte

A
L

triangular da peca.

Notem que a ponta da peca, que ¢ composta pelos lados congruentes de um
triangulo isosceles fazendo o papel de duas das diagonais do pentagono. FE

finalmente...
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Capitulo 12
Poliedros Estrelados

Mostraremos agora alguns dos intimeros poliedros nao-convexos, os
chamados poliedros estrelados. Basicamente podemos imaginar um tetraedro

em cada face do octaedro e do icosaedro. Portanto, esses poliedros estrelados

manterao as faces triangulares.

12.1 Octaedro estrelado

Temos abaixo a estrutura de octaedro estrelado.

Octaedro estrelado

FIGURA 12.1: Octaedro estrelado do Maple
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Para a construcao iniciaremos com duas pecas unidade B. Estas

trés etapas a seguir também serao utilizadas para o icosaedro estrelado.

Encaixar outra unidade B as duas pecas, conforme segue.
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Temos entao um tetraedro, com sobra de trés faces com encaixes e
trés faces sem. Portanto, com 3 pecas formaremos dois tetraedros. Logo, para

oito tetraedros serao necessarios doze unidades B.

Terminado a montagem, temos a seguinte construcao:
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12.2 Icosaedro Estrelado

Para a construcao do icosaedro inicia-se como as trés etapas iniciais
do octaedro estrelado. Porém, se cada trés pecas compoe dois tetraedros, para
vinte tetraedros serao necessarios entao trinta unidades B, finalizando na seguinte

construgao:
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Capitulo 13
Esqueletos

Construiremos agora duas estruturas que estao relacionados ao

octaedro e ao icosaedro, como se fossem seus esqueletos.

13.1 Esqueleto do Octaedro

Comecaremos com o esqueleto do octaedro. Para a construcao serao

necessarios seis papéis quadrados idénticos de lados 2—\3/5, que serao dobrados da
seguinte forma:
. A D
Dobrar as duas mediatri-
zes dos lados.
B c

Virar o papel e dobrar as

duas diagonais.




13. Esqueletos 58

Desvirando o papel tere-

mos as seguintes dobras:

Puxar o centro para cima,
de modo que o ponto médios dos
segmentos encontrem-se todos num

ponto em comum.

Uni-las de modo que fiquem frente a frente.

Uma dica para a montagem é colar a parte interna de duas pecas
inicialmente. Depois, coloci-las como indicado no passo anterior. Em seguida,

de duas em duas pecas, cold-las as duas primeiras e assim em diante.
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Ao final teremos:

Podemos perguntar o por qué da medida ¥ Convencionamos, na
construcio das unidades A e B, que as medidas tinham a proporcio de 1 x /3, e
ao final cada aresta tinha % Pela construcao do esqueleto temos que a diagonal
do quadrado tem o dobro da medida da aresta externa do esqueleto do octaedro.

Temos entao que:

A diagonal corresponde a
hipotenusa de um triangulo retangulo 2/3

isosceles, cujos catetos sao os lados.

2 ,,,,,,,,,,,
2? + 2 = (25)2 "

213

4
207 =4
9

2v/2 B x c

T

13.2 Esqueleto do icosaedro

Para a construcao do esqueleto do icosaedro sao necesséarios trés
retangulos Aureos idénticos, isto é, trés retangulos cujos lados mantenham a

razao aurea. Para isso, supondo o lado menor igual a 1, entao o lado maior

‘/_“ Por outro lado, se o lado maior for igual a 1, entao o lado menor

\/_ 1

devera ter
correspondera a
Recortado os retangulos com as devidas proporg¢oes, passamos para

o seguinte:



13. Esqueletos 60

Temos que E = ponto A P
médio de AB. ©
an E F
IF = Fa = 22
2
Recortar EF e FG. B c

Montar duas pecas, con-

forme ao lado.

Colocando a terceira peca

estard pronto o esqueleto do icosaedro.

Veremos que ao ligarmos os vértices da estrutura com segmentos

obteremos um icosaedro.

FIGURA 13.1: Obtido do site: http://www.bpiropo.com.br/fpc20070219.htm
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Capitulo 14

Proporcao entre algumas

construcoes poliédricas

Neste capitulo mostraremos a necessidade de uma relacao de
proporcao que deve existir entre os soOlidos apresentados anteriormente: o
esqueleto do octaedro, o octaedro, o octaedro estrelado e o cubo e o esqueleto
do icosaedro, o icosaedro, o icosaedro estrelado e o dodecaedro, cuja finalidade é

mostrar a dualidade existente entre eles.

14.1 Do esqueleto ao cubo

Partimos com a construgao do octaedro. Vimos que se utilizarmos
um papel A4, conseguiremos 12 retangulos de proporcio 1 X v/3 necessarios para
a construcao das unidades. Com as unidades obtivemos triangulos equilateros
de lado % e entao, montamos o octaedro e o octaedro estrelado. Até o momento
tinhamos uma unidade base, que era o lado menor do retangulo que finalizava
nas unidades (A ou B). Vimos na construgao do esqueleto do octaedro que se
2—\3/5, a aresta do esqueleto teria 2. Mas como

inicidssemos com quadrados de 3
construir esses quadrados de lado 2—\3/5?

14.1.1 Comecando o esqueleto do octaedro

Para isso é simples, sabemos que em um quadrado de lado 1, sua
diagonal mede /2. Como temos que o lado menor do retangulo das unidades A
(ou B) mede 1, entao é possivel construir o quadrado de lado 1, logo, temos a
V2.

Comecaremos com um quadrado de lado 2, assim poderemos obter

4 quadrados de lado 1. Construa o segmento /2. Para isso, dobre as duas
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mediatrizes dos lados, transformando-o num tinico quadrado.

Dobrar a diagonal sobre . 12
o lado do quadrado maior e marcar o \
ponto. V2

Podemos agora optar por encontrar o dobro de v/2, construir um

quadrado com essa medida e dividi-lo em 3, ou fazer o que segue:

Com um quadrado de 2 /3i
lado v/2, encontrar % do lado (através de
um dos métodos citados anteriormente) 2
e depois construir um quadrado com o 3 20213

dobro da medida encontrada.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

14.1.2 Cubo

Vimos no capitulo referente ao cubo que o quadrado inicial tinha

lado % e que resultava num cubo, cuja diagonal do lado media %, ou seja,
duas vezes a medida da aresta dos triangulos, ou a distancia entre duas pontas
8

adjacentes do octaedro estrelado. Para obtermos um quadrado de lado 3,
poderiamos tomar um papel de lado 8 vezes a unidade (no caso 1 do lado do
retangulo). Dividirmos esse lado por 3 e com essa medida obtida construir um

quadrado. Por outro lado, podemos fazer o seguinte:

43 43 43

Com um quadrado de
4 x4, divida, através de um dos métodos

de seccao, um dos lados em trés partes

iguais.
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. 4/3 ) 4/3
Como cada parte equivale ‘
a %, entao, duas partes da seccao
correspondera a %, e assim poderemos 8/3

construir o quadrado.

8/3

14.1.3 Construcoes prontas

Terminada as construcoes, podemos encaixar o esqueleto dentro
octaedro, o octaedro dentro da estrela e a estrela dentro do cubo. Deixaremos
por conta do leitor a conferéncia dos resultados. Podemos ilustrar com isso a
dualidade entre o octaedro e o cubo, sendo que o esqueleto do octaedro e a

estrela sao suportes.

14.2 Do esqueleto ao Dodecaedro

Quanto ao icosaedro e o icosaedro estrelado, desde que construidos
com as mesmas medidas das unidades, as arestas serao congruentes. Devemos

construir o seu esqueleto, de forma que pertenca ao sélido em referéncia.

14.2.1 Comecando o esqueleto do icosaedro

Vimos que para construir o esqueleto do icosaedro sao necessarios

retangulos aureos e que o lado menor corresponde a aresta da face do icosaedro.
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Como o lado maior é dureo em relagao ao lado menor, podemos adotar como 1,

a medida da aresta que corresponde ao lado menor.

Iniciando com um qua-

drado de 2 x 2, divida-o ao meio e

obteremos um retangulo de 1 x 2. A
diagonal desse retangulo corresponde a
V/5 Marque também a medida % e anote

sobre o segmento V5

172 12

. 1 1
Transfira a medida %
somando-a a ¥2.
2 6
2
\ 2
“ 112
12
1 1
Transfira o segmento ?—l—
1 sobre o lado e anote este ponto.
2 %
2
b 2
/2
1 1

Encontramos entao o seg-
mento Aaureo em relacao ao lado 1.

Podemos agora construir o retangulo

NN e

aureo. Observacao:

VBl _ V51
2 2 2

14.2.2 Dodecaedro

Vimos na construcao do dodecaedro que sao necessarios retangulos

especiais, cuja diagonal divida o angulo reto em angulos de 54° e 36°. Mas
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esses retangulos sao construtiveis sem ajuda de um transferidor. A esta altura o
icosaedro estrelado ja estd pronto, portanto é possivel saber a distancia de duas
pontas da estrela

Tome dois vértices (ou duas pontas) de tetraedros que tenha apenas

um vértice em comum. Meca em um papel a distancia (AB) e anote.

FIGURA 14.1: Dodecaedro estrelado do Maple

Vamos supor essa distancia AB seja 2, assim como trabalhamos na

diagonal do um pentagono.

Nosso objetivo serd en-

contrar um retangulo com lado igual a 2

VE+2e diagonal V5 + 3.

Iniciaremos com um re-

tangulo com as medidas 6 x 4.

Dobrar um quadrado de
2 x 2.
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Dobrar agora um retan-
gulo 2 x 1 e dobrar sua diagonal. Essa

diagonal corresponde a /5

Abrindo o papel podemos
verificar que cada segmento na hori-

zontal equivale a 2, na vertical 1 e na

diagonal /5.

Dobrar o segmento /5

sobre o lado e anotar, conforme a figura.

Dobrar o segmento 1 so-
bre o lado que estamos construindo um
dos lados do retangulo e transferi-lo
somando a 2 + /5.

Encontramos os segmentos 2 + v/5 e 3 4+ /5, ou seja, o lado e a

diagonal do retangulo, dados suficientes para a construcao o retangulo.

Dobrar agora uma per-
pendicular ao lado 2 + /5. Encontrar
o ponto que dista 3 + /5 do vértice e

pertenca a perpendicular.
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Temos assim um retan-

gulo cujo lado mede 2+ Vhea diagonal

3 + /5. Basta agora, seguirmos a
construcao do copo e obtermos as faces

do dodecaedro. 3+5

2+/5

14.2.3 Construcoes prontas

Terminada as construcoes, podemos encaixar o esqueleto dentro
icosaedro, o icosaedro dentro da estrela e a estrela dentro do dodecaedro.
Deixaremos também por conta do leitor a conferéncia dos resultados. Podemos
ilustrar com isso a dualidade entre o icosaedro e o dodecaedro, sendo que o

esqueleto do icosaedro e o icosaedro estrelado sao apenas suportes.
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Capitulo 15
Auxilio da Informatica

Vérios programas podem auxiliar no ensino de Origami , onde
sao possiveis criar simulagoes de algumas dobras, facilitando a visualizacao dos
resultados. Poderiamos por exemplo, usar a parte grafica do Maple para criar os

objetos a serem dobrados ou criando animacoes que auxiliariam em uma aula de

dobraduras.
1 2 3
4 5 6
|
7 8 9
|
10 11 12

FIGURA 15.1: Sequéncia da animacao criado no Maple
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Com o programa GeoGebra, podemos criar simulagoes de

dobraduras, manipulando através de um ponto, que representa a ponta de um

papel

FIGURA 15.2: Simulagoes do dobradura no GeoGebra
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Capitulo 16
Conclusao

Atualmente existem inimeros problemas a serem resolvidos no
Brasil, seja na Seguranca, na Politica, na Economia ou na Educac¢ao. Porém,
¢ mais do que comprovado que a solugao destes e de varios outros problemas esta
na Educacao. Exemplo disso ¢ o grande desenvolvimento de paises como a Coréia
do Sul e Chile nos ultimos anos, que colhem hoje os frutos dos investimentos na
Educacao.

Alguns dos problemas na Educacao talvez ocorram devido a uma
falha estrutural da cultura, seja por falta de interesse dos alunos ou por falta
de estrutura fisica e financeira. Para procurar atingir resultados na Educacao
foi implantada apds a atual Constituicao Federal de 1988, a Lei de Diretrizes e
Bases da Educacao - LDB, que estabelece diretrizes a serem seguidas e através dos
Parametros Curriculares Nacionais estabelece critérios e orienta o docente a um
planejamento mais eficaz. Dentre os temas abordados nos PCN’s, a Geometria se
destaca e nota-se uma cobranca ostensiva ante as diretrizes tecnicistas anteriores,
na qual o tema caia no esquecimento.

Visando entao esse enfoque na Geometria requerida nos PCN’s foi
elaborado este trabalho aproveitando o baixo custo e mais uma metodologia
variada de ensino, procurando de forma ladica e didatica, aprofundar no ensino
da Matemética através do Origami e recortes.

No decorrer do desenvolvimento do trabalho foi observado que
muitas pessoas associam Origami com dobraduras de animais, flores, formas
que representam algo e nunca a geometria.. Talvez este seja um dos motivos
do pouco uso no ensino. Além disso, os resultados atraem a atencao de todos,
principalmente de criancas e, por este fato, o uso desse tipo de material deveria
se tornar mais frequente, pois atrair a atencao das criancas na sala de aula esta

se tornando cada dia mais dificil.
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Um fator que esse tipo de material também pode contribuir é na
educacao de pessoas com problemas de visao, onde com o Origam: existe a
possibilidade do tato, algo que no tradicional método de ensino nao propiciaria.

Este trabalho foi uma pequena parte de um universo que hé para ser
estudado. Alguns assuntos apresentados foram superficiais, como na utilizagao
da informatica no auxilio do Origam: , que haveria assunto suficiente para um
novo trabalho. Mas o intuito deste trabalho foi mostrar a Matemética escondida
numa simples dobra, mostrando assim, mais um material para o escasso campo

do ensino da Matemética.
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