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Preliminares
No Trabalho de Graduação A foi feito um estudo sobre asdobraduras 
om re
ortes e alguns sólidos de Platão. Na parte das dobraduras
om re
ortes foram apresentados os prin
ípios bási
os da dobradura, se
ções desegmentos, algumas apli
ações do Teorema de Pitágoras, seguido das 
onstruçõesde alguns polígonos e os poliedros plat�ni
os de fa
es triangulares. Tudopro
urando demonstrar matemati
amente 
ada dobra exe
utada.O Trabalho de Graduação B é uma 
ontinuidade do que foiapresentado anteriormente, 
ompletando os poliedros plat�ni
os, pro
urandotrabalhar as 
onstruções e as dualidades, ilustrando-as, além dos ensaios sobreanimações de dobraduras 
om GeoGebra e Maple.As �guras que auxiliam nas 
onstruções não 
onstam na listagempor serem extensões dos textos.



Resumo
Este trabalho trata do rela
ionamento entre a Geometria eo Origami, através da implementação de dobraduras para apresentação deresultados da Geometria e o uso da mesma para justi�
ar as 
onstruções. Comisto estamos lidando 
om mais uma metodologia de ensino e estudo da GeometriaElementar, 
om o uso de uma té
ni
a milenar, 
on
reta e divertida, além dea
essível a qualquer pessoa.Serão apresentados alguns problemas da Geometria Plana, 
omosubdivisões de segmentos e de ângulos, problemas envolvendo áreas, 
onstruçõesde pentágonos regulares e triângulos equiláteros, montagem de poliedros dePlatão, pro
urando desta
ar toda Matemáti
a envolvida na dobradura.O assunto envolve a Geometria apli
ada na Edu
ação, desde ainfantil até os níveis superiores, 
om uma vantagem, a possibilidade de to
armosos resultados.
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1. Introdução 1
Capítulo 1IntroduçãoAs primeiras apli
ações da Geometria pelo homem apare
eramtalvez quando este se deparou 
om problemas rela
ionados a divisão de suasterras e também na Astronomia. Desde então é 
onstante a sua presença na vidado homem. Atualmente é exigên
ia na Edu
ação e um método alternativoé estudado neste trabalho. A apli
ação de Origami 
omo forma de ensinoauxilia no desenvolvimento 
ognitivo, trazendo assim uma melhor aprendizageme 
ompreensão da Matemáti
a existente em um pedaço de papel.O Origami, de origem des
onhe
ida, tem etmologia japonesa esigni�
a dobrar (ori) papel (kami). Não existem fontes �dedignas da história,porém 
om a invenção e divulgação do papel na China, monges levaram essapráti
a para o Japão, onde se tornou popular e até 
om relações religiosas.A
redita-se que 
om a dobra de 1000 Tsuru (Grou), um pássaro sagrado noJapão, possibilita a realização de um desejo ou reabilitação de uma enfermidade.O Tsuru é também símbolo de longevidade e paz. Em 1787, foi publi
ado oprimeiro livro sobre o assunto, o Senbazuru Orikata (Como Dobrar Mil Garças).A partir de 1876, o Origami passou a fazer parte do 
urrí
ulo es
olar no Japão.Na Matemáti
a pode ser tratado pela topologia, geometria e já foi base de estudoem Desenho Industrial. Para um melhor aproveitamento das informações obtidasneste trabalho, é ne
essário um 
onhe
imento bási
o em Geometria Elementar,pois todos os resultados obtidos serão demonstrados matemati
amente 
omoprova da e�
á
ia do método utilizado.



2. O Material 2
Capítulo 2O MaterialO material fundamental para o Origami é qualquer pedaço depapel. Dentre os papéis, seja espe
í�
o de dobradura ou de qualquer outraqualidade, os mais utilizados são o Letter ou 
arta, o A3, A4, A5, A9, B5, entreoutros. Os papéis utilizados no 
otidiano são na maioria de formatoretangular, e alguns desses retângulos são denominados retângulos áureos, osquais possuem a seguinte relação:

a

b

=

a

+

b−a

Temos a
ima a relação a

b
=

b − a

a
, na qual dado um retângulo,ao subtrairmos o quadrado de lado igual ao lado menor do retângulo, se for, oretângulo restante, propor
ional ao ini
ial. Então são 
hamados de retângulosáureos. Existem outros retângulos que também serão utilizados nestetrabalho, que são os retângulos argênteos e br�nzeos. Os argênteos possuemas seguintes 
ara
terísti
as: dividindo-o ao meio, pelo lado maior, temos doisretângulos de mesma proporção ao ini
ial.



2. O Material 3
a +=

b/2 b/2b

No retângulo a
ima temos a seguinte relação: a

b
=

b
2

a
. Estaproporção é en
ontrada nos papéis A5 (14,8 X 21 
m), B5 (18,2 X 25,7 
m) e,prin
ipalmente no papel A4 (21 X 29,7 
m), formato designado pela OrganizaçãoInterna
ional de Normas (ISO: International Standards Organization), pois osmesmos seguem a relação dos retângulos argênteos:

21.0

29.7
=

29.7
2

21.0
⇒ 21.0

29.7
=

14.85

21.0
⇒ 441 ≈ 441.A outra relação existente é a dos retângulos br�nzeos. Neste 
aso,a proporção se mantém ao dividirmos o retângulo ini
ial pelo lado maior em trêsretângulos 
ongruentes.

a = ++

b b/3 b/3 b/3

Além do papel, outros materiais que poderemos utilizar são tesouraou estilete e 
ola, porém não são impres
indíveis



3. O Método 4
Capítulo 3O MétodoO Origami é um método que utiliza basi
amente retas. Cada dobraefetuada gera um segmento de reta, e além disso podemos determinar nesta retao ponto médio, mediatriz, paralelas, perpendi
ulares passando por um ponto dareta ou fora dela, além de bissetrizes e até trise
ção de ângulos.A�m de não desviar a atenção da 
onstrução 
entral, nãodetalharemos as 
onstruções elementares todas as vezes que as utilizarmos, 
omosegue o exemplo a seguir:Ini
iando 
om uma folhade papel A4, de 21 X 29,7 
m(ou qualquer papel retangular ABCD),podemos obter um quadrado, no 
aso,de 21 X 21 
m.

D

B

C

A

Levar o vérti
e A até olado CD, de modo que veri�
amos em
D um eixo de rotação. Ver�
amostambém um novo segmento EF , demesmo 
omprimento de AE, AD e DF .Temos então, o quadrado AEFD.

D

B

C

E

F

A

A.



3. O Método 5Dobrando de forma que se 
onduza o vérti
e A a D e E a F ,obteremos uma dobra (segmento de reta) MM ′, perpendi
ular a AD e EF eparalela a AE e DF .Levando o vérti
e A a Ee F a D, teremos uma dobra NN ′,perpendi
ular a AE , DF e MM ′ eparalela a AD e EF .O ponto onde MM ′ e NN ′ seinterse
tam é o 
entro do quadradoAEFD. Podemos observar ainda queao levarmos o vérti
e A ao vérti
e F ,obteremos o segmento DE, que 
omAFformam as duas diagonais do quadradoAEFD. N’ F

EN

M’M

D

A

Os pontos M , M ′, N e N ′, são os pontos médios dos respe
tivossegmentos formados por seus vérti
es adja
entes.



4. Se
ções 6
Capítulo 4Se
çõesVimos no 
apítulo anterior que podemos obter, 
onsiderando umvin
o 
omo segmento, uma perpendi
ular a um segmento, uma paralela, pontomédio, apenas dobrando papel. Como podemos determinar o ponto médio de umsegmento, podemos então, dividi-lo em 2n partes, 
om n = 0, 1, 2, 3, . . . .Com régua e 
ompasso, os gregos dividiam segmentos em n partes.No Origami também é possível essa se
ção.4.1 Um método de se
ção de segmentosPara se obter uma trise
ção de segmento a partir de um quadrado,pro
edemos da seguinte maneira:Dado um quadrado
ABCD. Supondo-o de lado igual a
1. En
ontrar os pontos médios E e F ,respe
tivamente aos lados AB e CD. E F

D

CB

A

Levar o vérti
e D aoponto médio E. O segmento CD divide
BC em um ponto I. Temos que IC,depois de aberto, equivale a 1

3
do ladodo quadrado ABCD. E

B

D

D

I

F

C C

A



4. Se
ções 7A demonstração de que o ponto I determina 1

3
do lado é obtidapor semelhança de triângulos. Temos que ∡GDC é reto, pois é vérti
e D doquadrado, logo ∠AEG e ∠BEI são 
omplementares.Os triângulos GAE e

EBI são retângulos. Como ∠BEIé 
omplementar de ∠AEG, então é
ongruente à ∠EGA. Como os triân-gulos são retângulos e possuem ângulos
ongruentes, eles são semelhantes. E

B

DG

I

F

C

A

Denominaremos agora por x e y os segmentos AG e BI,respe
tivamente. Como G é um ponto entre A e D, GD = GE = 1 − x, temostambém que AE = EB = 1

2
.Por Pitágoras, temos no triângulo GAE:

(1

2
)2 + x2 = (1 − x)2 −→ 1

4
+ x2 = 1 − 2x + x2 −→ x = 3

8Pela semelhança de triân-gulos, temos:
1

2

3

8

=
y
1

2

⇒ 3

8
.y =

1

4
⇒ y =

2

3Logo, IC = 1 − y = 1

3
.

G

E
E

B I

x
1−x

1/2

1/2

y

A

No Origami também é possível dividir um segmento em 
in
opartes. Vejamos:Come
emos 
om um quadrado ABCD de lado 1. En
ontramos oponto médio E de AB. En
ontramos, então, o ponto médio Q entre A e E.Temos que AE = 1

4
.



4. Se
ções 8

4.AE = 2.AE = 2.EB = AB

E F

D

CB

Q

A

Com pro
edimentos pare-
idos 
om o da trisse
ção do segmento,levamos o vérti
e D ao ponto Q.Veri�
amos assim, 
omo no 
aso datrisse
ção do segmento, dois triângulossemelhantes, AGQ e BQJ , pelos mes-mos motivos a
ima.
B

E

Q

D

C

D

CJ

A

Temos que:
AG

BQ
=

AQ

BJ
=

GQ

DJ
B

Q

C

D

J

A G

Temos por Pitágoras que:
(
1

4
)2 + x2 = (1 − x)2 ⇒

1

16
+ x2 = 1 − 2x + x2

x =
15

32

Q B

G

J

Q

x 1−x

1/4 y

3/4

APor semelhança de triângulos temos:
15

32

1

4

=
3

4

y
⇒ 15

32
y =

3

16

y =
2

5



4. Se
ções 9Obtido 2

5
do segmento, basta dividir por 2 para 
onseguir 1

5
.4.2 Outro método de se
ção de segmentoExiste uma forma mais generalizada de se dividir por n partes, nãone
essitando o papel ser quadrado.Ini
iando 
om um papel retangular qualquer, vamos dividir o ladoem três partes iguais.Dado um papel retangu-lar qualquer ABCD. Dobrar primeira-mente uma das diagonais e depois aomeio, pelo lado maior, determinandoassim os pontos E e F , que são pontosmédios dos respe
tivos segmentos AB e

DC.
D

B

CF

A E

No retângulo EBCF querepresenta a metade do retângulo
ABCD, dobrar sua diagonal BF ,en
ontrando o ponto I, interse
ção dadiagonal maior 
om a menor.

D

B

CF

I

A E

Os triângulos ABI e CFI são semelhantes, pois os ângulos dovérti
e em 
omum são 
ongruentes, opostos pelo vérti
e e os outros ângulos sãoalternos internos.Temos então que
AB

FC
=

2

1
⇒.

⇒ AI

IC
=

2

1. D

B

CF

I

H

A E G



4. Se
ções 10Temos que a diagonal AC está divida em três partes iguais.Dobrando uma perpendi
ular a AB, passando pelo ponto I, temos um ponto
G ∈ AB, tal que GB equivale a um terço de AB.Esse método a
ima pode ser apli
ado para se obter 1

5
do segmento.Dado um papel retangu-lar qualquer ABCD, determinar E e F ,
omo no método anterior. Determinartambém G e H , pontos médios de EBe FC.

D

B

CF H

A E G

En
ontrar BH, diagonaldo retângulo GBCH . A interse
ção de
AC e BH será I.

D

B

CF H

I

A E G

Traçamos JL, perpendi-
ular a AB, passando por I. Veri�
a-seque JB é 1

5
de AB

AB

HC
=

AI

IC
=

4

1

D

B

CF

I

LH

A E G J

Logo, JB é igual a 1

5
de AB.Com esse último método, podemos dividir qualquer segmento em

n partes, 
om n ∈ N.



4. Se
ções 114.3 Trisse
ção do ânguloUm dos famosos problemas da antiga Gré
ia era a trisse
ção deum ângulo qualquer 
om régua e 
ompasso. Esse problema é de possível soluçãoatravés do Origami .Supondo um ângulo
∠EBC menor que 90o 
onforme �gura.Para 
asos de ângulos obtusos, bastaapli
ar apenas no ângulo ex
edente a
90o e somá-lo à trisse
ção do restante.

D

CB

A E

Determinamos uma para-lela FG a AD. D

CB

G

A E

F

Determinamos uma para-lela HI, onde H e I são os respe
tivospontos médios de FB e GC. Dobramosde modo a levar o ponto F ao segmento
EB e o ponto B ao segmento HI.

D

CB

G

H I

A E

F

Para uma melhor visuali-zação, traças o segmento FB e mar
aros pontos H ′, F ′ e B′ (onde foram H ,
F e B) sobre o papel. D

C

G

B

B

H

H
H’

B’

EA
A

F
F

F’



4. Se
ções 12Observação: Não é possível en
ontrar os pontos H', F' e B'utilizando régua e 
ompasso.Ao abrirmos novamente,traçamos os segmentos de B′ a B e de
H ′ a B. D

C

G

B

B’

H’

H

EA

F
F’

Temos então que NB′ = BH ′ = H ′F ′.Os triângulos BB′N e
BB′H ′ são semelhantes, pois possuema hipotenusa 
omum e o 
ateto opostoao ângulo no vérti
e B são 
ongruentes.Os triângulos BB′H ′ e BF ′H ′ sãosemelhantes, pois possuem um 
ateto
omum e o 
ateto oposto ao ângulo novérti
e B são 
ongruentes.

D

C

G

B

B’

EA

F

H

H’

N

F’

Com isso, o vérti
e dos triângulos que estão em B têm os mesmosângulos, assim, ∡EBC está divido em três partes 
ongruentes.



5. Quadrado 13
Capítulo 5Quadrado
5.1 DivisãoUm problema que podemos resolver de maneira simples 
om réguae 
ompasso e também de fá
il resolução em Origami . Com ajuda de uma tesoura,é possível obter um quadrado 
om a metade da área de um quadrado ini
ial.Para resolução do problema utilizaremos alguns dos resultadosobtidos 
om as dobras apresentadas no 
apítulo 3.Dado um quadradoABCD: Juntando os vérti
es A e Cteremos o segmento BD e repetindo
om B e D, teremos o segmento AC.Como as diagonais do quadrado sãotambém as bissetrizes dos ângulos retos,teremos quatro triângulos isós
eles e,
omo os ângulos resultados da bise
çãodo vérti
e de 90o medem 45o 
ada, osângulos juntos ao 
entro são retos. D

B

C

d

b

ca
O

A

Re
ortando os triângulos obtidos e juntando-os dois a dois, teremosdois quadrados, 
ada um 
om a metade da área do quadrado ABCD ini
ial.
c

b

d

a



5. Quadrado 14É possível obter esse mesmo resultado de outras formas.Dado um quadradoABCD: Levando todos os vérti
esao 
entro do quadrado, ou seja, noen
ontro das duas diagonais, obteremostambém um quadrado 
om a metade daárea do quadrado ABCD.
D

B

C

O

A

D

B

C

O

A

B
CD

A

5.2 ProporçãoVimos no 
apítulo anterior uma forma de se dividir um segmentoem n lados, obtendo assim, a proporção de 1

n
. Na primeira parte deste 
apítulo,vimos 
omo obter um quadrado 
om a metade da área de um quadrado dado.Veremos agora 
omo obter um quadrado propor
ional a 1

n
.Ini
iando 
om um qua-drado ABCD, dobrar na proporção

1

n
desejada. Mar
ar os pontos Ee F , 
onforme �gura. Fixando B,levar o vérti
e A ao segmento EF ,rota
ionando por um eixo BG.

CB

DE

1/nF

1

1

A G



5. Quadrado 15Fixar C e levar B sobre
BG, obtendo o eixo HC (HC⊥BG).Repetir o pro
edimento nos outrosvérti
es. Observação: os eixos derotação são ortogonais, pois o vérti
e élevado ao eixo que o 
ontém.

CB

DE

1/nF

H

I

A G

Os eixos formarão umquadrado. Esse quadrado A′B′C ′D′está para ABCD, assim 
omo i
n
estápara 1. Em outras palavras, a área de

ABCD dividida por n é igual a área de
A′B′C ′D′.

C

DE

1/nFB

H

G

J

I

A

Para demonstrar que A′B′C ′D′ é propor
ional a ABCD, temos asseguintes relações:

B

E

1/nF

C’

A’

B’

D’

I

O

G D

J

C

H aa

a
a

b

d

c

d

b

c

c
dc

b

b

d

b

A

AB′ = B′O = c, pela 
onstrução. Seja B′A′ = a e OJ = d. Assim,pela semelhança de triângulos temos que
c + a + d

1
=

2.c
n−1

n



5. Quadrado 16
a + c + d =

n + 1

n − 1
.2c ⇒ a + d =

2n

n − 1
.c − c =

n + 1

n − 1
.c

a =
n + 1

n − 1
.c − dNo triângulo BGA:

d.(a + c) = d2 ⇒ d =
c2

a + cSubstituindo:
a =

n + 1

n − 1
.c − c2

a + c
=

(n + 1)(a + c)c − c2(n − 1)

(n − 1)(a + c)

a =
2c2 + (n + 1)ac

(n − 1)(a + c)
⇒ a(a + c) =

2c2 + (n + 1)ac

n − 1

a(a + c) =
2c2 + (n + 1)ac

n − 1Do triângulo ABB′, por Pitágoras:
(a + c)2 + c2 = 1

a2 + 2ac + c2 + c2 = 1 ⇒ a2 + 2ac + 2c2 = 1

2c2 = 1 − a2 + acSubstituindo:
a2 + ac =

1 − a2 − 2ac + (n + 1)ac

n − 1

a2 + ac =
1 − a2 + (n − 1)ac

n − 1

a2 =
1 − a2

n − 1
+ ac

(n − 1)a2 = 1 − a2

(n − 1 + 1)a2 = 1 ⇒ n.a2 = 1

a2 =
1

nCon
lui-se então que a área do quadrado A′B′C ′D′ é 1

n
da área doquadrado ABCD.



6. Quadratura do Retângulo 17
Capítulo 6Quadratura do RetânguloDado um retângulo de lado ABCD, transformá-lo num quadradode mesma área.Em um retângulo
ABCD, dobrar de modo que o lado
AD �que sobre o lado DC, pelo mesmométodo de se obter um quadrado, emar
ar os pontos E e F .

BF

E CD

A

Dobrar o segmento GH ,onde G e H são os respe
tivos pontosmédios de BC e AD. BF

E CD

H

G

A

Com o ponto H �xo,levar o vérti
e B ao segmento EF ,en
ontrando o ponto O, perten
ente aosegmento EF e K perten
ente a BC. BF

E CD

H

O

G

K

A



6. Quadratura do Retângulo 18Observe que os triângulos HKB e HKO são 
ongruentes.Prolongar BO até BI,
om I ∈ DC. Re
ortar pelos segmentos
OA e BI. BF

E CD

O

K

G

H

I

A

Nomearemos as peças a, be c, 
onforme �gura.
c

b

a

Podemos então reorgani-zar as peças de modo que possamosobter um quadrado de mesma área doretângulo ABCD.
a

b

c

Mas será que realmente obteremos um quadrado perfeito?Provavelmente, devido algumas impre
isões nas dobras o resultado pode serduvidoso. Veri�
aremos então, os segmentos e ângulos obtidos.



6. Quadratura do Retângulo 19Vimos que HOK ∼= HBK, já que são re�etidos em relação a HK.Temos que BO é perpendi
ular a HK pela 
onstrução. O ∠HBP é 
ongruenteao ∠ABO. Como H é ponto médio de AB e P é ponto médio de OB, temosentão que o triângulo ABO é semelhante ao triângulo HBP , na razão de 2

1
.Logo, podemos 
on
luirque AO é perpendi
ular a OB. Provadoisto, 
on
luímos que os outros ângulosque formarão os vérti
es do quadradoserão 
omplementares, assim os ângulossatisfazem os ângulos de um quadrado(ou de um retângulo).

BF

E CD

K

O

P

G

H

I

A

Resta provar se BI = AO = lado do quadrado. Vamos 
hamar de
j o lado menor e l o lado maior do retângulo. Por serem retângulos e possuíremum ângulo em 
omum, os triângulos AOB, ICB e AFO são semelhantes.

I CFOOB

B

j j

l

A

A

AF

AO
=

AO

AB

j

AO
=

AO

l

AO =
√

j.lPre
isamos averiguar o valor de BI, outro lado do quadrado:
BI

AB
=

BC

AO

BI

l
=

j√
j.l



6. Quadratura do Retângulo 20
BI =

j.l√
j.l

⇒ BI =
√

j.lA área do retângulo de lados j e l é dado por j.l; a área do quadrado,de lado √
j.l, também é j.l. Portanto, está satisfeita a quadratura do retângulo.Todo o resultado obtido pelo Origami é possível também se obter
om régua e 
ompasso da seguinte forma:Vamos 
hamar de j o ladomenor do retângulo ABCD e de l ladomaior. Assim AD = BC = j e

AB = DC = l e a área desse retânguloé j.l.
BF

E CD

O

j

H

G I

l

A

Traçando uma 
ir
unfe-rên
ia 
om 
entro em H e raio l
2
,teremos que todo triângulo ins
rito nasemi-
ir
unferân
ia é reto. FO é médiageométri
a de l e l − j, ou seja, FO =

√

l.(j − l), e esse dado é relevante, poispela semelhança de triângulos, temosque AD

AO
= AO

FO

l

AO
= AO

j
=⇒ AO

2
= j.l

AO =
√

j.l

Z

B

CD

O

j

G E
l

H
j

F
l−j

I

A

Obtivemos então, um lado de um quadrado de área j.l.



7. Pentágono 21
Capítulo 7PentágonoNeste 
apítulo será feito uma das 
onstruções de um pentágonoregular, pois existem outras formas de se obtê-lo.Ini
iaremos 
om um qua-drado ABCD de lado 2 para fa
ilitar oentendimento da demonstração. Juntaros vérti
es A 
om B e D 
om C,obtendo assim um retângulo de 2 × 1e o lado EF .

D

CB

A

Temos então que o re-tângulo BEFD possui uma diagonal,seja BF . Apli
ando o Teorema dePitágoras, temos que a diagonal vale:
BF

2
= 22 + 12 ⇒ BF =

√
5

E

B D

F

CA

Usando a diagonal 
omoeixo de rotação, dobrar o vérti
e C parafora.
E

B D

F

C

A



7. Pentágono 22Fixando F , levar o ponto
C ao segmento BF . Temos que CF éigual a 1, pois assumimos que o lado doquadrado é igual a 2, logo, BF − CF éigual a √

5 − 1, ou seja, BC ′ =
√

5 − 1. E

B D

F

C

G

C’
C

A

Observação: BC é o segmento áureo do lado (2).Voltando para o qua-drado ini
ial, vamos �xar B e levar ovérti
e A até BF .
E

D

F

B CG

C’

HA

Subtraímos BC ′ =
√

5−1do lado AB = 2; o resto, ou seja, CA′,divide-se ao meio no ponto O.
F

E

E

D

B G C

O
C
C’

HA

A’
A

Com a mesma distân
iade AO, a partir de B, mar
ar O′. G

O

C

FE

O’

B DA

Temos então que o seg-mento OO′ tem 
omprimento igual a
BC ′ =

√
5 − 1.

E

O’

O

D

F

CB G

A



7. Pentágono 23Levamos, �xando O, oponto O′ até AD. Mar
amos 
omo Po ponto onde O′ to
a AD. O

D

F

O’

B

C

PA

Analogamente, mar
a-mos Q, ponto onde O en
ontra BC.Dobrar por OP e O′Q.
E

O’

O

D

F

C

B

Q

P

A

Fixando P , levamos O aosegmento EF . Notear que a dobrafaz-se em torno do eixo dos pontos Pe o ponto médio de O′Q = R. E

O’

O

D

F

C

P

Q

B

A

Neste momento, vamos analisar alguns resultados. Temos que ospontos O′ e Q são simétri
os a O e P em relação a EF por 
onstrução. Além deque OO′ =
√

5 − 1 e AO = BO′ = 3−
√

5

2Por Pitágoras, AO
2

+

AP
2

= OP
2, então

(
3 −

√
5

2
)2 + AP

2
= (

√
5 − 1)2

AP
2

=
5 −

√
5

2

E

O’

O

D

F

C

P

B Q

22

A

Temos ainda que AP
2
+AO′2 = O′P

2, lembrando que AO = AO′+

OO′.



7. Pentágono 24
5 −

√
5

2
+ (

√
5 + 1

2
)2 = O′P

2

5

2
−

√
5

2
+

5

4
+

√
5

2
+

1

4
= O′P

2

O′P
2

= 4 ⇒ O′P = 2

O′P = PQ = 2 (lado do quadrado)Com isso, temos que O′PQ formam um triângulo isós
eles eportanto, R é o ponto médio de O′Q e PR ⊥ O′Q. A re�exão do quadrilátero
OPRO′ em torno do eixo PR determina V , exatamente sobre EF .Levamos os vérti
es D e
C sobre o quadrilátero OPRO′. D

F

C

O

P

R O’
QVoltamos apenas a dobraefetuada sobre o eixo PR, obtendoassim um pentágono regular.

E

O’

O

B

P

Q

V
A

Demonstraremos que o pentágono é regular pois:Ini
ialmente, supomos olado do quadrado igual a 2. En
ontra-mos o segmento √
5 − 1 e o utilizamos
omo lado do pentágono. Vimos que ovérti
e V foi obtido através da re�exãodo quadrilátero OPRO′. E

D

F

C

P

QB

V

A



7. Pentágono 25Vimos também, em pas-sos da 
onstrução do pentágono, queos pontos P e Q são os vérti
es dopentágono e, pela 
onstrução, OP =

O′P = OO′ =
√

5−1 e PQ = O′P = 2.
D

C

P

QB

O’

O

M
V

A

O triângulo PV Q é isós-
eles e 
ongruente ao POO′, assim,traçando uma perpendi
ular a PQe passando por F , temos que MF ,
onforme �gura, é bissetriz do∠PV Q =

2α e divide PQ ao meio. Observação:
V 6= F . E

D

C

P

QB

FV

A

Temos que PM = 1,
PV =

√
5 − 1. Então,

sen α =
1√

5 − 1
⇒ α = 54oLogo, ∠PFQ = 108o, satisfazendo oângulo interno de um pentágono.

P

VMA demonstração dos outros ângulos �
a por 
onta do leitor.
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Capítulo 8Poliedros
8.1 Os Sólidos de PlatãoExistem inumeros objetos que poderíamos dizer de formapoliédri
a. No entanto, a de�nição de poliedro se restringe a sólidos 
ompostospor fa
es poligonais planas. Etmologi
amente, a palavra poliedro é derivadados termos gregos Πoλυs (muitos) e εδρα (plano). Assim, as esferas, 
ones e
ilindros, que não possuem fa
es planas não são 
onsiderados poliedros. Dessasin�nitas formas existentes estudaremos os 
hamados Sólidos de Platão. Ossólidos plat�ni
os são poliedros 
onvexos, 
ujas fa
es são polígonos regulares,podendo ser 
onsiderados 
omo poliedros no limite da perfeição, por manterem
erta 
onstan
ia, simetria e harmonia. Platão de Atenas foi um dos maisfamosos �lósofos da Gré
ia. Viveu por volta de 400 anos a.C., era dis
ípulode Só
rates. Platão a
reditava que a essên
ia da realidade era a eternidade dasformas geométri
as e das relações 
om os elementos da natureza: ar, fogo, terrae água. Há somente 
in
o poliedros regulares. São os seguintes:TABELA 8.1: Poliedros regulares: fa
es e suas formasPoliedro Número de fa
es Polígono da fa
etetraedro 4 triângulo
ubo 6 quadradoo
taedro 8 triângulodode
aedro 12 pentágonoi
osaedro 20 triângulo



8. Poliedros 27Nota-se que os poliedros regulares têm 
omo fa
es apenas trêspolígonos regulares: triângulo, quadrado e pentágono. Uma propriedadeen
ontrada nos sólidos de Platão é que estão rela
ionados entre si por suadualidade. Isto é, a todo poliedro P, podemos asso
iá-lo a outro de forma úni
a,de forma que as fa
es e os vérti
es de P estáo em 
orrespondên
ia biunívo
a 
omos vérti
es e fa
es de outro, que 
hamamos de seu dual. Desta forma, se P é dualde P*, então P* é dual de P. Veja os exemplos:O dual de um tetraedro é o próprio tetraedro.
FIGURA 8.1: Tetraedro do 
om MapleJá o dual de um 
ubo é o o
taedro.
FIGURA 8.2: Dual o
taedro do MapleDo i
osaedro é o dode
aedro..

FIGURA 8.3: Dual do i
osaedro do MapleNas �gura a
ima, nota-se que o 
entro da fa
e de 
ada poliedro é ovérti
e de seu dual ins
rito.Veremos nos próximos 
apítulos algumas 
onstruções de poliedrosregulares 
onvexos.



9. Poliedros de fa
es triangulares 28
Capítulo 9Poliedros de fa
es triangularesAntes de tudo, analisaremos os triângulos equiláteros. Sabendo que
ada ângulo do triângulo equilátero mede 60◦ temos que:TABELA 9.1: Poliedros de fa
es triangularesNúmero de triângulos equilateros Soma dos ângulos poliedros formados3 180◦ tetraedro4 240◦ o
taedro5 300◦ i
osaedro6 360◦ impossível

Podemos veri�
ar essas possibilidades pela �gura:

FIGURA 9.1: Figura obtida da RPM 15



9. Poliedros de fa
es triangulares 29
9.1 Retângulos espe
iaisAntes de 
onstruirmos os poliedros será apresentado uma relaçãoimportante dos lados do retângulo.Mostraremos a relação 1√

3
e 2√

3
sobre os lados do retângulo, poisserão ne
essários para a 
onstrução dos poliedros 
ompostos por triângulosequiláteros. Essas medidas são impor-tantes, pois, 
om eles, podemos obter osângulos do triângulo equilátero.

CB D

1

1/   3

2/   32/   3

1/   3

A

Começamos 
om um pa-pel quadrado ABCD de lado 1. En
on-trar EF , onde E e F são pontos médiosde AD e BC, respe
tivamente. D

CB F

EA

Fixando B, levar C a EF .Nesse ponto de interse
ção J , traçar aperpendi
ular HI a EF . Teremos, parao segmento HB que:
HB

2
+ (

1

2
)2 = 12

HB =

√
3

2

D

B

E

C

CF

G

IJ
A

H

Teremos agora, dois 
asos. O primeiro 
aso, a razão de 1√
3
:



9. Poliedros de fa
es triangulares 30Ao 
ortarmos HI e EFobteremos duas peças, 
ujas proporçõesdos lados são de 1√
3
em 
ada peça.

BF

HB
=

FC

IC
=

1√
3 B F

G

C

IEH

No segundo 
aso a razão 2√
3
:Se não 
ortarmos EF ,teremos um retângulo 
om a seguinteproporção:

BC

HB
=

2√
3 B F

E

G

C

IH

Podemos obter do papel A4 doze unidades 
om a proporção 1√
3
.Isto fa
ilitará na 
onstrução dos poliedros.Tomemos um papel A4
om os vérti
es ABCD. Dobraremospelo lado maior ao meio e depois aomeio novamente, obtendo assim, trêsvin
os, dividindo o papel em 4 partesiguais.

B C

DA



9. Poliedros de fa
es triangulares 31Fixando A, levar o vérti
e
B até o segmento EF feito pelo vin
o
entral rota
ionando em torno do eixo
AG.

B

CD

G

A

Pelo ponto de interse
çãodo vérti
e B 
om EF mar
amos umaperpendi
ular HI. A altura AHequivale a √
3

2
se 
onsiderarmos AB = 1.Temos que HA

AB
= 2√

3
, dividindo HA por

2 e AB por 4, temos
HA
2

AB
2

=

√
3

1

CD

B
I

A

H

Para aproveitar o papel, dobramos a proporção obtidausando 
omo eixo HI, 
onseguindo mais quatro peças 
om razão 1√
3
.

B

CD

H I

M N

J L

A



9. Poliedros de fa
es triangulares 32O resultado é a obtençãode doze peças 
om a razão de 1√
3
.

H

J L

B

I

NM

A9.2 Construção das unidadesConstruiremos agora as 
hamadas "unidades"A e B dos poliedrosde fa
es triangulares. Para isto, será ne
essário a utilização de retângulos deproporção 1√
3
, 
omo as 12 peças obtidas do papel A4, visto anteriormente. Estasunidades formam triângulos equiláteros, que ao se en
aixarem, produzirão ospoliedros. UNIDADE ACom uma peça retangu-lar ABCD, respeitando as proporções,levar o vérti
e B ao D. D

B C

1

3

A

Ao levar B a D, surge umeixo de rotação EF . EF é a mediatrizde BD. Os △EFD e △EFB sãoequiláteros de lado 2√
3
.

D
B

C

B C

1

1/   3

2/   3

2/   31/   3

2/   3

A

E

F



9. Poliedros de fa
es triangulares 33Levar o vérti
e B aoponto F . A nova dobra é paralela a
AD. D

C

C

B

E

F

2/3

1/3

1

1

1/3

2/3

1/   32/   31/   3

1/   3

1/   3

A

Levar o vérti
e C sobre
DF . D

E

F

C

B

4/3

2/32/   3

A

Virando a peça, de modoque a parte de trás �que para frente. D

E

F

1

2/3

2/   3

2/   3

1/   3

A

Levar o vérti
e D aoponto E.
E

F

D

A

O vérti
e A, dobrar peloeixo do ponto E.
E

F

D

2/3

2/3

2/   3

A

Desfazer a dobra peloeixo EF , de modo que apareça umparalelogramo. E

F

2/3 2/3Virar a peça, de modoque a parte o
ulta volte-se para frente. F

E



9. Poliedros de fa
es triangulares 34Levar as duas extremida-des 
ujos ângulos são agudos sobre olado oposto, �xando os vérti
es 
omângulos obtusos. F

E

2/3

4/3

2/3

1/3
4/3

1/   3

Obtêm-se um losango 
u-jos lados e a diagonal menor medem 2

3
. F

ENas �guras a
ima, temos que a base do paralelogramo é 4

3
, ou seja,
abem duas vezes o lado 2

3
. O segmento perten
ente à base do paralelogramo eque forma um triângulo retãngulo é 1

3
e a altura é √

3

3
. Esses valores satisfazemas medidas do triângulo equilátero 
itado no iní
io deste 
apítulo.Abrindo o losango temosa unidade A, que é 
omposta por quatrotriângulos equiláteros de lado 2

3
.UNIDADE BNos mesmos pro
edimen-tos da unidade A, 
om a diferençado lado pelo qual ini
ia-se a dobra.Com uma peça retangular ABCD,respeitando as proporções, levar ovérti
e C ao A.

D

B C

A

Ao levar C a A, surge umeixo de rotação EF . D

B C

B

C
A



9. Poliedros de fa
es triangulares 35Levar o vérti
e C aoponto F .
E

D

C
F

B

A

Levar o vérti
e B sobre
AF .

E

D

F

A

Virando a peça, de modoque a parte de trás �que para frente. D

E

F

A

Levar o vérti
e A aoponto E. D

E

F

A

O vérti
e D, dobrar peloeixo do ponto E.
E

F

D

Desfazer a dobra peloeixo EF , de modo que apareça umparalelogramo. F

E

Virar a peça, de modoque a parte o
ulta volte-se para frente. F

E



9. Poliedros de fa
es triangulares 36
Levar as duas extremida-des 
ujos ângulos são agudos sobre olado oposto, �xando os vérti
es 
omângulos obtusos.

F

E

Obtêm-se um losango. F

E

Abrindo o losango temosa unidade B.
9.3 Montagem dos poliedrosForam produzidas, em 
ada unidade A e B, fa
es na forma detriângulos equiláteros. Com os triângulos equiláteros podemos 
onstruir apenastrês poliedros regulares: o tetraedro, o o
taedro e o i
osaedro, os 
hamadosPoliedros de Platão 
om fa
es triangulares.



9. Poliedros de fa
es triangulares 379.3.1 TetraedroPara a 
onstrução do tetraedro é ne
essário uma unidade de 
ada,ou seja, A e B.

Notem que em 
ada unidade temos quatro triângulos equiláteros eos triângulos das pontas não possuem 
orte. Para fa
ilitar a montagem, uma di
aé que se 
ole os triângulos das pontas, deixando livre os triângulos 
entrais quepossuem 
ortes. En
aixar a unidade A em um dos 
ortes da unidade B (ou B emA).

Dobrar dando forma de um tetraedro e en
aixando todas as pontas,então 
on
luímos o tetradro.



9. Poliedros de fa
es triangulares 389.3.2 O
taedroPara a 
onstrução do o
taedro são ne
essários quatro unidades Aou B, sendo que para que �que 
om fa
es bi
olores, são ne
essárias duas peçasde 
ada 
or.

Tome duas peças A (ou B) de 
ores distintas.

En
aixar em uma peça A em outra peça e repetir 
om outras duaspeças restantes.



9. Poliedros de fa
es triangulares 39Forma-se então, duas pirâmides de base quadrada 
om abastriangulares em lado opostos da base.

En
aixando-se as duas pirâmides, �naliza-se o o
taedro.



9. Poliedros de fa
es triangulares 409.3.3 I
osaedroPara a 
onstrução do i
osaedro são ne
essários 
in
o unidades de
ada, ou seja, 
in
o unidades A e 
in
o unidades B. Não há possibilidade de todasas fa
es bi
olores, apenas dez. Outras dez �
arão mono
romáti
as.

Ini
ia-se 
om duas unidades distintas, A e B.

En
aixe a unidade B na unidade A



9. Poliedros de fa
es triangulares 41Repita o pro
edimento anterior, en
aixando a peça A na B, depoisa B na A, su
essivamente.

Para fa
ilitar a montagem, re
omenda-se 
olar 
om alguma �taadesiva todos os en
aixes na parte interna.En
aixado todas as peças, en
aixa-se a última peça, no 
aso a B,na primeira peça A, dando um formato 
ilíndri
o.



9. Poliedros de fa
es triangulares 42Com um formato 
ilíndri
o em suas pontas triangulares, en
aixa-seum triângulo em outro adja
ente su
essivamente.

Repetindo o passo anterior em outro lado do 
ilindro, �nalizamoso i
osaedro.



10. Poliedros de fa
es quadradas 43
Capítulo 10Poliedros de fa
es quadradasCertamente o úni
o poliedro de fa
e quadrada é o 
ubo. Umquadrado tem 4 ângulos de 90◦, então temos as seguintes 
ondições:TABELA 10.1: Poliedros de fa
e quadradaNúmero de quadrados Soma dos ângulos poliedros formados3 270◦ 
ubo4 360◦ impossível

FIGURA 10.1: Figura obtida da RPM 15Vemos que o ângulo de um vérti
e do polígono 
om fa
es quadradassó é possível 
om 3 quadrados (uma vez que 
om 2 é insu�
iente e 
om 4 éimpossível, por somar 360◦).Existem diversas formas de se montar um 
ubo 
om Origami ,porém a 
onstrução deste em espe
ial fa
ilita a 
olo
ação de objetos ou outrossólidos, além de melhor visualização.



10. Poliedros de fa
es quadradas 44Ini
iamos 
om um papelquadrado ABCD de lado 8

3
de umaunidade trabalhada. Veremos adianteo motivo deste valor. Leve B e C aosvérti
es A e D respe
tivamente.

D

CB

A

Obtemos o segmentoEF=8

3
. B DC

FE

A

Dobrar de modo que leveB a E e C a F. Observar que A e Dpermane
em e AE = BE = CF =

DF = 4

3
.

D

EBCF

AVirar o papel de modoque a parte opa
a �que na frente.Dobrar AD em EF , obtendo GH . BE FC

DADobrar todos os vérti
essobre GH, de modo que G e H sejamvérti
es de rotação, isto é, E (e B), F(eC), A e D sobre segmento GH. Notemque EG = GA = FH = HD = 2

3
.

BE FC

D

H

A

G

Como dobramos 1

4
de
ada lado do retângulo FDAE demedidas 4

3
X 8

3
, o quadrilátero IJKL éum quadrado de 4

8
X 4

8
. Dobrar asdiagonais do quadrado IJKL. K

LI

JDobrar agora a paralelaque inter
epta os lados IJ e KL,passando pelo 
entro.
K

LI

J



10. Poliedros de fa
es quadradas 45Obtemos então trapézioinvertido 
om base menor medindo 4

3
ebase maior 8

3
.Abrir pelo 
entro da basemaior, 
omo na dobradura de um bar
o.
Conforme 
omentado anteriormente, abrir pelo 
entro formando umbar
o.

Abrir ao máximo esses dois pontos e assim passarão a ser vérti
esde um quadrado. Estará pronto uma das partes do 
ubo.



10. Poliedros de fa
es quadradas 46Construir outra peça repetindo os mesmos pro
edimentos.Terminando, veremos a formação de um 
ubo 
om as peças.



11. Poliedros de fa
es pentagonais 47
Capítulo 11Poliedros de fa
es pentagonaisVeremos agora, a 
onstrução de um poliedro regular 
ujas fa
es sãopentágonos. Como o ângulo interno do pentágono é de 108◦ em 
ada vérti
e,não existe a possibilidade de união de mais de três pentágonos, restando assim odode
aedro 
omo úni
a solução.

FIGURA 11.1: Figura obtida da RPM 15
11.1 Do 
opo ao pentágonoPara a 
onstrução do dode
aedro temos que 
omeçar 
om um papelde um tamanho espe
ial, mas antes faremos uma análise em outra 
onstrução, ade um 
opo. Com um retângulo qualquer:Dobrar a diagonal BD.

B C

DA



11. Poliedros de fa
es pentagonais 48En
ontrando o ponto E,interse
ção de AD 
om BC, dobrar EBe ED, de modo que não prenda a parteoposta. �����������������������������
�����������������������������
�����������������������������
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B

D

C

A E

Dobrar agora a bissetrizde �B, �xando B e levando E até osegmento BD.
B

DE

Voltar a posição anterior.En
ontrar o ponto F, interse
ção dabissetriz de �B 
om ED. Dobrar amediatriz de BF , levando B até F.
B

DE

G

H

F

Temos então o segmentoGH, mediatriz de BF , na qual G ∈ EBe H ∈ BD. DE

G

H

F

B

Seguindo os mesmos pro-
edimentos do vérti
e B, dobrar Dsobre G. Temos já um pentágono(possivelmente irregular) simétri
o emrelação à mediatriz de HI, 
om EG ∼=
EF , GH ∼= FI. D

E

G

H

F
B

I



11. Poliedros de fa
es pentagonais 49Dobrar o vérti
e E peloeixo de rotação GF . Observar que exis-tem duas folhas, sendo uma dobradapara frente e outra para trás. D
G

H

F
B

IE

E está pronto o 
opo
Faremos agora uma análise sobre a 
onstrução do 
opo paraobtermos as medidas do retângulo para a 
onstrução do pentágono regular.Ao desdobrarmos a 
onstrução do 
opo teremos as linhas de dobras.Sabemos que para que o pentágono seja regular, 
ada ângulo interno deve medir108o. Por 
onstrução sabemos que GH é mediatriz de BF e este por sua vez ébissetriz de ∠EBD.

B

DA

C

E F

G

H

Temos que o triângulo HBG é isós
eles, logo o ∠EGH tambémmede 108o. Chamemos de M a intese
ção de GH e BF e de E', onde E to
a BD.Por 
onstrução, temosque EG = HE ′. Como BF é bissetrizde ÊBE ′ e E e E' são eqüidistantes deB, então, F é eqüidistante de E e E'.
B

DA

C

108º

72º

º
º

18º
18º

M

E F

G

H

E’



11. Poliedros de fa
es pentagonais 50Por Tales temos que pro-longando BE, o ∠B′ED é 
orrespon-dente ao ∠EBC, medindo 72o. Pelotriângulo EBF, temos que ∡EFB =54o, assim 
omo ∠BFE ′. E �nalmenteo ∡FE ′B = 108o, pela simetria emrelação a BF .
B

DA

C

108º
º

º

M

108º

108º

B’

72º

72º

72º

108º

54º

54º

E F

G

H

E’

Temos então um pentágono 
om todos os ângulos de 108o.Mas, para provar que é regular ne
essitamos mostrar que todos os lados são
ongruentes. Pela 
onstrução, GD é bissetriz de ∠ADB, assim EF ∼= HE ′ e porsimetria 
on
luímos que EG ∼= GH, fe
hando assim o pentágono regular.Para obtermos um pentágono regular devemos en
ontrar umretângulo espe
ial. Esse retangulo deve ter o ângulo entre a base (o lado maior)e sua diagonal exatamente 36o, isto é, se o lado maior for equivalente a 1, olado maior deverá ser igual a tg36o = 0, 726.... Ou então, se o lado menor forequivalente a 1, o lado maior deverá ser igual a tg54o = 1, 376....
tg 54º = 1,376...

1

1

tg
 3

6º
 =

 0
,7

26
...

Chegamos então a um pentágono regular. Vimos, na 
onstrução deum pentágono regular (
apítulo 7) que ini
iamos 
om um quadrado de supostolado 2. Veri�
amos também que a diagonal desse pentágono mantinha a mesmamedida do lado do quadrado ini
ial e o lado do pentágono tinha √
5−1. Observeque apli
ando essas medidas na 
onstrução do 
opo, adotando já os devidosângulos, temos:



11. Poliedros de fa
es pentagonais 51
GF tem, por 
onstrução,mesma medida de BG. Como BG édiagonal do pentágono, supomos quemeça 2. Assim, o lado do pentágonomede √5−1 e também pela 
onstrução,

E ′D = 2 = FD.
B

DA

C

º
º

M

2

2

2

5 −1

5 −1

5 −1

5 −1 2

2E F

G
E’

H

Sabemos portanto a medida do ângulo CBD e quanto deve medir adiagonal. Pre
isamos saber agora, quanto mede um dos lados do retângulo. Paraisso, basta saber quanto mede AE.Sabemos que ∡ABE =

18o (
omplementar de
angleEBC) e que BG = 2 e GE =
√

5 − 1. Então:
AE

BE
= sen18o

AE√
5 + 1

= 0, 309...

AE = 1

B

DA

C

5 −1

218º

1 5 −1 2

2

5 −1

2

F

E’

H

G

E

11.2 Dode
aedroPodemos �nalmente montar o dode
aedro. Através da dobradurado 
opo, ini
iado 
om papel 
om as medidas espe
iais, na qual obtêm-se ospentágonos regulares, tome a seguinte peça:

Como o dode
aedro é 
omposto de 12 pentágonos, pre
isaremos de 12 peças paraa 
onstrução.



11. Poliedros de fa
es pentagonais 52

Para �xação das fa
es é ne
essário 
olar na parte posterior dos pentágonos a partetriangular da peça.

Notem que a ponta da peça, que é 
omposta pelos lados 
ongruentes de umtriângulo isós
eles fazendo o papel de duas das diagonais do pentágono. E�nalmente...



12. Poliedros Estrelados 53
Capítulo 12Poliedros EstreladosMostraremos agora alguns dos inúmeros poliedros não-
onvexos, os
hamados poliedros estrelados. Basi
amente podemos imaginar um tetraedroem 
ada fa
e do o
taedro e do i
osaedro. Portanto, esses poliedros estreladosmanterão as fa
es triangulares.12.1 O
taedro estreladoTemos abaixo a estrutura de o
taedro estrelado.

Octaedro estrelado

FIGURA 12.1: O
taedro estrelado do Maple



12. Poliedros Estrelados 54Para a 
onstrução ini
iaremos 
om duas peças unidade B. Estastrês etapas a seguir também serão utilizadas para o i
osaedro estrelado.

En
aixar outra unidade B às duas peças, 
onforme segue.



12. Poliedros Estrelados 55Temos então um tetraedro, 
om sobra de três fa
es 
om en
aixes etrês fa
es sem. Portanto, 
om 3 peças formaremos dois tetraedros. Logo, paraoito tetraedros serão ne
essários doze unidades B.

Terminado a montagem, temos a seguinte 
onstrução:



12. Poliedros Estrelados 5612.2 I
osaedro EstreladoPara a 
onstrução do i
osaedro ini
ia-se 
omo as três etapas ini
iaisdo o
taedro estrelado. Porém, se 
ada três peças 
ompõe dois tetraedros, paravinte tetraedros serão ne
essários então trinta unidades B, �nalizando na seguinte
onstrução:



13. Esqueletos 57
Capítulo 13EsqueletosConstruiremos agora duas estruturas que estão rela
ionados aoo
taedro e ao i
osaedro, 
omo se fossem seus esqueletos.13.1 Esqueleto do O
taedroComeçaremos 
om o esqueleto do o
taedro. Para a 
onstrução serãone
essários seis papéis quadrados idênti
os de lados 2

√
2

3
, que serão dobrados daseguinte forma:Dobrar as duas mediatri-zes dos lados. A

B C

D

Virar o papel e dobrar asduas diagonais. D

C B

A



13. Esqueletos 58Desvirando o papel tere-mos as seguintes dobras: A

B C

D

Puxar o 
entro para 
ima,de modo que o ponto médios dossegmentos en
ontrem-se todos numponto em 
omum.
Uni-las de modo que �quem frente a frente.

Uma di
a para a montagem é 
olar a parte interna de duas peçasini
ialmente. Depois, 
olo
á-las 
omo indi
ado no passo anterior. Em seguida,de duas em duas peças, 
olá-las às duas primeiras e assim em diante.



13. Esqueletos 59Ao �nal teremos:

Podemos perguntar o por quê da medida 2
√

2

3
. Conven
ionamos, na
onstrução das unidades A e B, que as medidas tinham a proporção de 1×

√
3, eao �nal 
ada aresta tinha 2

3
. Pela 
onstrução do esqueleto temos que a diagonaldo quadrado tem o dobro da medida da aresta externa do esqueleto do o
taedro.Temos então que:A diagonal 
orresponde ahipotenusa de um triângulo retânguloisós
eles, 
ujos 
atetos são os lados.

x2 + x2 = (2
2

3
)2

2x2 = 4
4

9

x =
2
√

2

3

A

B C

D

2/3

2/3

x

x13.2 Esqueleto do i
osaedroPara a 
onstrução do esqueleto do i
osaedro são ne
essários trêsretângulos Áureos idênti
os, isto é, três retângulos 
ujos lados mantenham arazão áurea. Para isso, supondo o lado menor igual a 1, então o lado maiordeverá ter √
5+1

2
. Por outro lado, se o lado maior for igual a 1, então o lado menor
orresponderá a √

5−1

2
.Re
ortado os retângulos 
om as devidas proporções, passamos parao seguinte:



13. Esqueletos 60Temos que E = pontomédio de AB.
EF = FG =

AD

2Re
ortar EF e FG.
A

B C

D

E

G

F

Montar duas peças, 
on-forme ao lado.
Colo
ando a ter
eira peçaestará pronto o esqueleto do i
osaedro.
Veremos que ao ligarmos os vérti
es da estrutura 
om segmentosobteremos um i
osaedro.

FIGURA 13.1: Obtido do site: http://www.bpiropo.
om.br/fp
20070219.htm



14. Proporção entre algumas 
onstruções poliédri
as 61
Capítulo 14Proporção entre algumas
onstruções poliédri
asNeste 
apítulo mostraremos a ne
essidade de uma relação deproporção que deve existir entre os sólidos apresentados anteriormente: oesqueleto do o
taedro, o o
taedro, o o
taedro estrelado e o 
ubo e o esqueletodo i
osaedro, o i
osaedro, o i
osaedro estrelado e o dode
aedro, 
uja �nalidade émostrar a dualidade existente entre eles.14.1 Do esqueleto ao 
uboPartimos 
om a 
onstrução do o
taedro. Vimos que se utilizarmosum papel A4, 
onseguiremos 12 retângulos de proporção 1×

√
3 ne
essários paraa 
onstrução das unidades. Com as unidades obtivemos triângulos equiláterosde lado 2

3
e então, montamos o o
taedro e o o
taedro estrelado. Até o momentotinhamos uma unidade base, que era o lado menor do retângulo que �nalizavanas unidades (A ou B). Vimos na 
onstrução do esqueleto do o
taedro que seini
iássemos 
om quadrados de 2

√
2

3
, a aresta do esqueleto teria 2

3
. Mas 
omo
onstruir esses quadrados de lado 2

√
2

3
?14.1.1 Começando o esqueleto do o
taedroPara isso é simples, sabemos que em um quadrado de lado 1, suadiagonal mede √

2. Como temos que o lado menor do retângulo das unidades A(ou B) mede 1, então é possivel 
onstruir o quadrado de lado 1, logo, temos a
√

2. Começaremos 
om um quadrado de lado 2, assim poderemos obter4 quadrados de lado 1. Construa o segmento √
2. Para isso, dobre as duas



14. Proporção entre algumas 
onstruções poliédri
as 62mediatrizes dos lados, transformando-o num úni
o quadrado.Dobrar a diagonal sobreo lado do quadrado maior e mar
ar oponto. 1

1

2

1 1

2

Podemos agora optar por en
ontrar o dobro de √
2, 
onstruir umquadrado 
om essa medida e dividi-lo em 3, ou fazer o que segue:Com um quadrado delado√2, en
ontrar 1

3
do lado (através deum dos métodos 
itados anteriormente)e depois 
onstruir um quadrado 
om odobro da medida en
ontrada.

2

2

2 /3

2 /32

14.1.2 CuboVimos no 
apítulo referente ao 
ubo que o quadrado ini
ial tinhalado 8

3
e que resultava num 
ubo, 
uja diagonal do lado media 4

3
, ou seja,duas vezes a medida da aresta dos triãngulos, ou a distân
ia entre duas pontasadja
entes do o
taedro estrelado. Para obtermos um quadrado de lado 8

3
,poderíamos tomar um papel de lado 8 vezes a unidade (no 
aso 1 do lado doretângulo). Dividirmos esse lado por 3 e 
om essa medida obtida 
onstruir umquadrado. Por outro lado, podemos fazer o seguinte:Com um quadrado de

4×4, divida, através de um dos métodosde se
ção, um dos lados em três partesiguais.
4/34/3 4/3

2

2

2 2



14. Proporção entre algumas 
onstruções poliédri
as 63Como 
ada parte equivalea 4

3
, então, duas partes da se
ção
orresponderá a 8

3
, e assim poderemos
onstruir o quadrado.

4/3 4/3

8/3

8/314.1.3 Construções prontas

Terminada as 
onstruções, podemos en
aixar o esqueleto dentroo
taedro, o o
taedro dentro da estrela e a estrela dentro do 
ubo. Deixaremospor 
onta do leitor a 
onferên
ia dos resultados. Podemos ilustrar 
om isso adualidade entre o o
taedro e o 
ubo, sendo que o esqueleto do o
taedro e aestrela são suportes.14.2 Do esqueleto ao Dode
aedroQuanto ao i
osaedro e o i
osaedro estrelado, desde que 
onstruídos
om as mesmas medidas das unidades, as arestas serão 
ongruentes. Devemos
onstruir o seu esqueleto, de forma que pertença ao sólido em referên
ia.14.2.1 Começando o esqueleto do i
osaedroVimos que para 
onstruir o esqueleto do i
osaedro são ne
essáriosretângulos áureos e que o lado menor 
orresponde à aresta da fa
e do i
osaedro.



14. Proporção entre algumas 
onstruções poliédri
as 64Como o lado maior é áureo em relação ao lado menor, podemos adotar 
omo 1,a medida da aresta que 
orresponde ao lado menor.Ini
iando 
om um qua-drado de 2 × 2, divida-o ao meio eobteremos um retângulo de 1 × 2. Adiagonal desse retângulo 
orresponde a
√

5 Marque também a medida 1

2
e anotesobre o segmento √

5

5

5
2

1/2

1/2

1/2

2

11

Trans�ra a medida 1

2somando-a a √
5

2
.

5
2

1/2

1/2

2

11

Trans�ra o segmento √
5

2
+

1

2
sobre o lado e anote este ponto.

5
2

1/2

2

1 1

En
ontramos então o seg-mento áureo em relação ao lado 1.Podemos agora 
onstruir o retânguloáureo. Observação:
√

5 + 1

2
=

√
5

2
+

1

2

1 1

5
2

1

+

2 2

14.2.2 Dode
aedroVimos na 
onstrução do dode
aedro que são ne
essários retângulosespe
iais, 
uja diagonal divida o ângulo reto em ângulos de 54o e 36o. Mas



14. Proporção entre algumas 
onstruções poliédri
as 65esses retângulos são 
onstrutíveis sem ajuda de um transferidor. A esta altura oi
osaedro estrelado já está pronto, portanto é possível saber a distân
ia de duaspontas da estrelaTome dois vérti
es (ou duas pontas) de tetraedros que tenha apenasum vérti
e em 
omum. Meça em um papel a distân
ia (AB) e anote.

FIGURA 14.1: Dode
aedro estrelado do MapleVamos supor essa distân
ia AB seja 2, assim 
omo trabalhamos nadiagonal do um pentágono.Nosso objetivo será en-
ontrar um retângulo 
om lado igual a
√

5 + 2 e diagonal √5 + 3.
5 −1 12

2

5 −1

2

Ini
iaremos 
om um re-tângulo 
om as medidas 6 × 4. 2 2 2

2

2Dobrar um quadrado de
2 × 2. 2

2



14. Proporção entre algumas 
onstruções poliédri
as 66Dobrar agora um retân-gulo 2 × 1 e dobrar sua diagonal. Essadiagonal 
orresponde a √
5

2

1Abrindo o papel podemosveri�
ar que 
ada segmento na hori-zontal equivale a 2, na verti
al 1 e nadiagonal √5.
2 2 2

1

2

5Dobrar o segmento √
5sobre o lado e anotar, 
onforme a �gura. 2 2 2

1

2

5

5Dobrar o segmento 1 so-bre o lado que estamos 
onstruindo umdos lados do retângulo e transferi-losomando a 2 +
√

5.
2 2 2

1

51 1 1En
ontramos os segmentos 2 +
√

5 e 3 +
√

5, ou seja, o lado e adiagonal do retângulo, dados su�
ientes para a 
onstrução o retângulo.Dobrar agora uma per-pendi
ular ao lado 2 +
√

5. En
ontraro ponto que dista 3 +
√

5 do vérti
e epertença a perpendi
ular.
1

12+  5
3+  5
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onstruções poliédri
as 67Temos assim um retân-gulo 
ujo lado mede 2+
√

5 e a diagonal
3 +

√
5. Basta agora, seguirmos a
onstrução do 
opo e obtermos as fa
esdo dode
aedro.

2+  5

3+  5

14.2.3 Construções prontas

Terminada as 
onstruções, podemos en
aixar o esqueleto dentroi
osaedro, o i
osaedro dentro da estrela e a estrela dentro do dode
aedro.Deixaremos também por 
onta do leitor a 
onferên
ia dos resultados. Podemosilustrar 
om isso a dualidade entre o i
osaedro e o dode
aedro, sendo que oesqueleto do i
osaedro e o i
osaedro estrelado são apenas suportes.
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Capítulo 15Auxilio da Informáti
aVários programas podem auxiliar no ensino de Origami , ondesão possíveis 
riar simulações de algumas dobras, fa
ilitando a visualização dosresultados. Poderíamos por exemplo, usar a parte grá�
a do Maple para 
riar osobjetos a serem dobrados ou 
riando animações que auxiliariam em uma aula dedobraduras.

FIGURA 15.1: Sequên
ia da animação 
riado no Maple



15. Auxilio da Informáti
a 69Com o programa GeoGebra, podemos 
riar simulações dedobraduras, manipulando através de um ponto, que representa a ponta de umpapel

FIGURA 15.2: Simulações do dobradura no GeoGebra
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Capítulo 16Con
lusãoAtualmente existem inúmeros problemas a serem resolvidos noBrasil, seja na Segurança, na Políti
a, na E
onomia ou na Edu
ação. Porém,é mais do que 
omprovado que a solução destes e de vários outros problemas estána Edu
ação. Exemplo disso é o grande desenvolvimento de países 
omo a Coréiado Sul e Chile nos últimos anos, que 
olhem hoje os frutos dos investimentos naEdu
ação. Alguns dos problemas na Edu
ação talvez o
orram devido a umafalha estrutural da 
ultura, seja por falta de interesse dos alunos ou por faltade estrutura físi
a e �nan
eira. Para pro
urar atingir resultados na Edu
açãofoi implantada após a atual Constituição Federal de 1988, a Lei de Diretrizes eBases da Edu
ação - LDB, que estabele
e diretrizes a serem seguidas e através dosParâmetros Curri
ulares Na
ionais estabele
e 
ritérios e orienta o do
ente a umplanejamento mais e�
az. Dentre os temas abordados nos PCN's, a Geometria sedesta
a e nota-se uma 
obrança ostensiva ante as diretrizes te
ni
istas anteriores,na qual o tema 
aía no esque
imento.Visando então esse enfoque na Geometria requerida nos PCN's foielaborado este trabalho aproveitando o baixo 
usto e mais uma metodologiavariada de ensino, pro
urando de forma lúdi
a e didáti
a, aprofundar no ensinoda Matemáti
a através do Origami e re
ortes.No de
orrer do desenvolvimento do trabalho foi observado quemuitas pessoas asso
iam Origami 
om dobraduras de animais, �ores, formasque representam algo e nun
a a geometria.. Talvez este seja um dos motivosdo pou
o uso no ensino. Além disso, os resultados atraem a atenção de todos,prin
ipalmente de 
rianças e, por este fato, o uso desse tipo de material deveriase tornar mais frequente, pois atrair a atenção das 
rianças na sala de aula estáse tornando 
ada dia mais difí
il.



16. Con
lusão 71Um fator que esse tipo de material também pode 
ontribuir é naedu
ação de pessoas 
om problemas de visão, onde 
om o Origami existe apossibilidade do tato, algo que no tradi
ional método de ensino não propi
iaria.Este trabalho foi uma pequena parte de um universo que há para serestudado. Alguns assuntos apresentados foram super�
iais, 
omo na utilizaçãoda informáti
a no auxilio do Origami , que haveria assunto su�
iente para umnovo trabalho. Mas o intuito deste trabalho foi mostrar a Matemáti
a es
ondidanuma simples dobra, mostrando assim, mais um material para o es
asso 
ampodo ensino da Matemáti
a.
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