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Abstract

The classification problem of simple fibered knots (or open book structures) on odd
dimensional spheres was studied by several authors — Levine, Durfee, Kato, etc. — and
classification theorems have been obtained. On the other hand, the existence of open book
structures on odd dimensional manifolds was studied by several authors — Winkelnkemper,
A’Campo, Lawson, Quinn, and Tamura. However, the classification of these structures
has not been studied until now. In this work, we present a complete classification up to
isotopy of simple open book structures on closed (n—1)-connected manifolds of dimension
2n+1 for n > 4,n # 7, and on (n — 1)-connected rational homology (2n + 1)-spheres for

n = 3,7, using their algebraic invariants.



Resumo

O problema da classificacao de nés fibrados simples (ou estruturas “open book”) nas
esferas de dimensoes impares foi estudado por diversos autores — Levine, Durfee, Kato,
etc. — e teoremas da classificagao foram obtidos. Por outro lado, a existéncia de estruturas
“open book” em variedades de dimensoes impares foi estudada por varios autores —
Winkelnkemper, A’Campo, Lawson, Quinn e Tamura. Porém, a classificacdo destas
estruturas nao foi estudada até agora. Neste trabalho, apresentamos uma classificacao
completa por isotopia das estruturas “open book” simples sobre (2n + 1)-variedades
(n — 1)-conexas e fechadas com n > 4,n # 7, e sobre (2n + 1)-esferas homoldgicas

racionais (n — 1)-conexas com n = 3,7, utilizando invariantes algébricos.
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Introducao

Estudando a teoria das singularidades, mergulhos especiais de (2n—1)-variedades na esfera
de dimensao 2n + 1, denominados de nds fibrados simples [Mil68], surgem naturalmente.
Estes mergulhos foram estudados por diversos autores e teoremas da classificagao foram
obtidos [Ker65l Lev70, Dur74, Kat74, [Sae99].

Uma generalizacao de nés fibrados simples é denominada estrutura “open book”. Esta
estrutura consiste de uma subvariedade fechada altamente conexa K de codimensao 2,
denominada “binding”, numa variedade M altamente conexa e fechada, juntamente com
uma fibracao do complementar M — K de K em M, sobre o circulo S!, satisfazendo certas
condigoes (veja Definigao . A fibra associada é denominada pdgina e é denotada por
F. Quando M, K e F sao altamente conexas, a estrutura é denominada simples (veja
Definigao [1.2). Notemos que o caso discutido pelo Milnor [Mil6§] é o caso simples.

Como generalizacao do caso de Milnor, Lé [Lé92] provou que uma estrutura “open
book” simples que nao seja “nd fibrado simples” surge naturalmente no caso de certas
singularidades associadas as fungoes sobre variedades complexas singulares.

O termo estrutura “open book” foi introduzido formalmente por Winkelnkemper
[Win73|]. Ele provou que, para n > 3, qualquer (2n + 1)-variedade simplesmente conexa
e fechada possui uma estrutura “open book”. Independentemente, Tamura provou um
resultado similar [Tam73], e Lawson provou que a condigao de ser simplesmente conexa
nao é necessaria para n > 3 [Law78]. Quinn generalizou o resultado de Lawson para
n > 2 e estudou a estrutura “open book” sobre variedades com bordo, obtendo condigoes
necessarias para que uma estrutura “open book” no bordo se estenda para o seu interior
[Qui79]. Para 5-variedades simplesmente conexas, A’Campo também obteve um teorema
da existéncia [A’CT2] e para 3-variedades Alexander obteve o teorema da existéncia

[Ale23]. Estes teoremas foram obtidos para provar certas propriedades destas variedades,
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e os autores nao se preocuparam com a classificacao destas estruturas. Caso particular
da estrutura “open book” simples sobre uma esfera S?"*! com n > 2 é denominado nds
fibrados simples e varios autores fizeram estudos detalhados (veja [Dur74l Kat74, [Sae99]),
obtendo a sua classificacao para n > 3.

Neste trabalho, realizaremos a classificacao pela isotopia destas estruturas “open book”
simples sobre uma variedade que nao é necessariamente uma esfera. Devido ao fato das
variedades envolvidas serem altamente conexas, utilizaremos varios conceitos e resultados
sobre variedades altamente conexas.

Denotamos por A(M), o conjunto das classes de equivaléncia de certas

colegoes algébricas correspondentes aos invariantes das estruturas “open book” (veja

Definigoes [2.15] [2.18 e [2.19)), e definimos uma equivaléncia de “open book” pela isotopia

estruturada como “open book” (veja Definigao [2.21)). Os resultados mais importantes

obtidos neste trabalho podem ser enunciados como segue.

Teorema Seja M uma (2n + 1)-variedade (n — 1)-conezxa e fechada com n >
4,n # 7, ou uma (2n + 1)-esfera homoldgica racional (n — 1)-conexa com n = 3,7. Entdo
existe uma bijecao entre o conjunto das classes de equivaléncia das estruturas “open book”

simples e orientadas e o congunto algébrico A(M).

Teorema Suponhamos que K é uma (2n — 1)-variedade orientada, (n — 2)-conezxa
e fechada, merqulhada numa (2n + 1)-variedade orientada, (n — 1)-conexa e fechada M
comn > 4,n # 7, ou numa (2n+1)-esfera homoldgica racional (n—1)-conexa e orientada
com n = 3,7. Entao todas as estruturas “open book” simples e orientadas sobre M com

“binding” K sao estruturalmente isotopicas entre si.

Teorema Seja K uma (2n — 1)-variedade (n — 2)-coneza e fechada mergulhada
numa (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada M com n > 3. Entdo temos o que

seque.

(1) K € a “binding” de alguma estrutura “open book” (que mdo é mecessariamente
simples) sobre M com a pagina simplesmente conexa se, e somente se, o fibrado
normal de K em M € trivial (ou equivalentemente, vizinhanga tubular N(K) de
K ¢ trivial), m(FE) = Z, e m(E) sdo finitamente gerados para todo i, onde

E=M—N(K).
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(2) A “open book” acima € simples se, e somente se, m;(F) =0 parai=2,3,...,n—1.

O Teorema K.15| classifica todas as estruturas “open book” sobre uma variedade
M. O Teorema [5.5] fornece a unicidade da estrutura “open book” com a “binding”
pré-fixada. Isto permite considerar os invariantes associados a uma estrutura “open book”
como invariantes da classe de isotopia da “binding”. O Teorema caracteriza aqueles
mergulhos de codimensao 2 que podem ser realizados como “binding” de alguma “open
book”. Juntando todos estes resultados, obtemos, por exemplo, uma correspondéncia
biunivoca entre o conjunto das classes de isotopia de mergulhos de codimensao 2 em M
que satisfazem as condigdes do Teorema (2) e o conjunto algébrico A(M).

Este trabalho utiliza varios conceitos e resultados da topologia algébrica. Resultados
bésicos tais como seqiiéncia de Mayer-Vietoris, teorema de van-Kampen, dualidade de
Poincaré-Lefschetz e outros conceitos sao assumidos como parte do dominio do leitor.
Além disso, a identificagao dos grupos de homologia e homotopia via teorema de Hurewicz
aparece freqiientemente sem mencionar o teorema.

Alguns resultados sobre fibrados sao tratados no capitulo [I| por serem usados em
diversas partes do trabalho. Outros resultados serao apresentados na medida do
necessario.

Denotamos o interior da variedade X por Int X e o fecho do subespaco Y por Y, assim
como o complementar de Y em X por X —Y.

E importante observar que uma “open book” e o seu sistema de invariantes “open
book” serao denotados por (M, K, ¢) e S(M, K, ) respectivamente (veja Definigdo
até o capitulo , onde ¢ : M — K — S' é a fibracao associada. Mas, a partir do capitulo
também serao denotados por (M, K) e S(M, K) respectivamente para n > 4,n # 7, ou
para n = 3,7 quando M ¢é uma (2n+ 1)-esfera homolégica racional (n— 1)-conexa, devido
ao Teorema [5.5] Quando a variedade ambiental M estd dbvia segundo o contexto, o
sistema de invariantes também sera denotado por S(K, ¢).

Também chamamos a atencao de que todo grupo de homologia e cohomologia ¢ com
coeficientes nos inteiros, variedades e aplicagoes entre elas sao diferenciaveis de classe C'*°,
e as estruturas “open books” sao simples (veja Defini¢ao , a menos que especifiquemos

o contrario.
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Notemos também que x e y representam pontos, £ e ( representam elementos dos
modulos e a e b representam cadeias ou ciclos, exceto quando a simbologia nao é adequada
para o contexto.

Indicaremos um isomorfismo entre objetos algébricos ou um difeomorfismo (que

“un

preserva a orientacao) entre variedades (orientadas) pelo simbolo , e a aplicacao
identidade por “id”.

A organizacao dos capitulos é como segue.

No capitulo [} introduzimos o conceito de estrutura “open book” e trataremos de
alguns resultados relacionados aos fibrados sobre esferas que servem como uma ferramenta
importante no desenvolvimento deste trabalho.

No capitulo 2] definimos e analisamos os invariantes associados a uma estrutura “open
book”, que serao utilizados nos préximos capitulos.

No capitulo [3] desenvolvemos o critério de isotopia de estruturas “open book”,
utilizando os invariantes algébricos introduzidos no capitulo [

No capitulo [4] efetuamos a realizacdo dos invariantes discutidos no capitulo [2]
completando o teorema da classifica¢ao (Teorema [4.15]).

No capitulo [5] analisamos a estrutura “open book” associada ao mergulho de
codimensao 2, obtendo dois resultados importantes: condicoes necessarias e suficientes
para a existéncia (Teorema [5.7), e a unicidade da estrutura “open book” associada
(Teorema , a qual ja eram conhecidas para o caso do mergulho de K homeomorfo
a S em S**! com n > 2 (veja [BL66, Corollary 1.6]), e “open book” sobre esferas
S+ com n > 3 (veja [Dur74)]), respectivamente. Pelo Teorema [5.5( podemos considerar
o invariante associado a estrutura “open book” como sendo um invariante do mergulho
de codimensao 2 numa (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada paran > 4,n # 7, ou
numa (2n + 1)-esfera homoldgica racional (n — 1)-conexa para n = 3, 7.

No capitulo [6] veremos vérios resultados e exemplos que sdo conseqiiéncias da
teoria desenvolvida, tais como “open book” cuja “rank” de H,(F') é a menor possivel,
denominada “open book” minimal.

Devido ao fato de envolver muitos simbolos e conceitos, apresentamos uma tabela de

simbolos antes e um glossario depois da referéncia bibliografica.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo se destina a apresentacao de conceitos preliminares para o estudo
da estrutura “open book”. Recordaremos alguns conceitos relativos as estruturas
“open book” sobre variedades fechadas de dimensoes impares, assim como resultados

relacionados com as fibracoes sobre esferas.

Definicao 1.1 Seja K uma variedade fechada de dimensao 2n — 1 mergulhada numa
variedade fechada M de dimensao 2n 4+ 1. Suponhamos que existem uma trivializagao
7 : K x D* - N(K) da vizinhanga tubular N(K) de K em M e uma fibragio C™
o : M — K — S* tal que o diagrama

K x (D*-{0}) — N(K)-K
P\ @
gl
comuta, onde p denota a projegdo canodnica. A terna (M, K,y) é denominada “open
book” e a estrutura fibrada indicada pelo par (K, ¢) é denominada estrutura “open book”
sobre M. A Figura mostra a estrutura “open book” associada ao mergulho trivial
Sl < S3, 0 que apresenta as configuracoes locais dignas de seu nome. Mais ainda, K é
denominada “binding” e o fecho de cada fibra F, = p=1(t),t € S*, em M é chamado de

pdgina. Chamamos F' = I, com 0 € S' = R/Z de pdgina tipica da “open book”.

Defini¢ao 1.2 Uma estrutura “open book” é simples quando M e F sdo (n — 1)-conexas

e K é (n — 2)-conexa, onde F' e K sado a pagina e a “binding”, respectivamente.
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Figura 1.1: Estrutura local de uma “open book” associada ao mergulho trivial St < S3

Proposigao 1.3 Seja F' uma 2n-variedade compacta com bordo K = OF # (). Para

n > 2, as sequintes condig¢oes sao equivalentes:
(1) F € (n—1)-conexa e K € (n — 2)-coneza;
(2) F € homotopicamente equivalente a um buqué de esferas de dimensao n;

(3) F possui uma decomposicio da forma D** UhyU---Uh,, onde r = rank H,(F) e

h; sao n-algas coladas de forma simultanea ao longo de um link em OD**.

Demonstragao:

(2) se, e somente se, (3):

Quando F' é homotopicamente equivalente ao buqué de esferas de dimensao n, os
tnicos grupos de homologia nao triviais de F' sao Hy(F') e H,(F). Como F ¢ conexa e
dim F' > 6, existe uma decomposigao desejada pelo [Sma62]. Reciprocamente, se F' possui
uma decomposicao em alcas da forma D?* U hy U---U h,, entao a retracao das alcas nas
suas almas e a retracao do disco D?" em um nico ponto determinam uma equivaléncia de
homotopia com um buqué de esferas. Assim, F' é homotopicamente equivalente ao buqué

de esferas de dimensao n determinado pelas almas das algas.
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(3) implica (1):

Suponhamos que uma decomposicao em alcas de I’ apresenta apenas n-alcas coladas
simultaneamente numa 0O-al¢a. Entao K é obtida através da aplicagao sucessiva da cirurgia
esférica ao longo de S™!, iniciada por S?"~! = 9D?". Como n > 3, a aplicacao sucessiva
do teorema de van-Kampen implica que K ¢é simplesmente conexa.

Aplicando a dualidade de Poincaré-Lefschetz, temos
H;(F,0F) = H* (F) =0

parai = 0,...,n—1 por F ser homotopicamente equivalente ao buqué de n-esferas. Entao

a seqiiéncia exata

do par (F,0F) fornece H;(OF) = 0 para i = 2,...,n — 2 e conseqiientemente, K = JF é
(n — 2)-conexa.

(1) implica (3):

Pela dualidade de Poincaré-Lefschetz e o teorema dos coeficientes universais para

cohomologia, temos
H;(F) = H* (F,0F) = Hom(Hy,_;(F,0F),Z) ® Ext(Ha,_;_1(F,0F),Z).
Por outro lado, pela seqiiéncia exata
. — H;(F) — Hy(F,0F) — H;_1(0F) — - -

do par (F,0F), temos que H;(F,0F) = 0 parai = 1,...,n — 1 devido ao fato de F' ser
(n —1)-conexa e K = OF ser (n — 2)-conexa. Logo H;(F)=0parai=n+1,...,2n— 1.

Como os tnicos grupos de homologia nao triviais de F' sao de dimensoes 0 e n, e F' é
conexa com dim F' > 6, a decomposi¢ao em algas obtida em [Sma62] é da forma desejada.

Isto prova a Proposicao [1.3] [

Observacao 1.4 Pela proposicao acima, uma pagina F' de uma “open book” sempre
pode ser decomposta como sendo D?* U h; U --- U h,, onde r = rank H,(F) e h; sdo

n-algas, para n > 2.
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Um exemplo interessante da estrutura “open book” simples é a fibracao de Milnor
que pode ser obtida como segue. Consideremos o germe de uma funcao holomorfa
f:C"1 00— C,0 com um ponto critico isolado na origem. Entao para ¢ > 0
suficientemente pequeno, (S2"t! S2t1 " f71(0), ¢) é uma “open book” denominada de
fibragao de Milnor associada a f, onde S*"*! denota a esfera de raio ¢ centrada na
origem, ¢ = f/|f| e S € C [Mil6§]. Se substituimos (C"*! 0) pelo germe de uma
variedade singular (X,0) C (C™,0) de dimensao complexa n + 1, temos um resultado

similar [HamT71, [L&92].

Definigao 1.5 Dizemos que uma “open book” (M, K, ) é orientada se M e S' sdo

orientadas, e as paginas possuem orientacoes compativeis com a fibracao ¢ : M — K — S1.

Definigao 1.6 Seja F' a pagina tipica de uma “open book” orientada (M, K, ).
Identificamos S* com R/Z e consideramos F, = ¢~1(t),t € S', com Fyy = F. O campo
de vetores sobre M obtido como “pull-back” pela fibracio ¢ : M — K — S*, do campo
de vetores canonico sobre S! determina uma familia de difeomorfismos a um parametro
v:M— MteR, talquevy=id: M — M, v|g, : Fy = Fyenlg =id : K — K,
onde “id” denota a aplicacao identidade. O difeomorfismo h = 14 : F' — F é denominado
aplicagao caracteristica da fibracao. Temos que h é determinado unicamente pela fibracao
¢ a menos de isotopia. Chamamos h também de monodromia (geométrica) da estrutura

“open book”.

Uma estrutura “open book” pode ser obtida também pela seguinte construcao.

Defini¢ao 1.7 ([Win73, |Qui79]) Seja F' uma variedade conexa, compacta e orientével
de dimensao 2n com bordo K, e h : FF — [F um difeomorfismo que preserva a
orientagao tal que h|x = id. Entdao o “mapping torus” de h é definido como sendo
F x I/{(xz,1) ~ (h(x),0)}, onde I = [0,1], e o seu bordo ¢é naturalmente identificado
com K x S'. Grudando K x D? a este bordo, usando a identificacdo natural de
K x S = 9(K x D?) com o “mapping torus” de h|x = id, obtemos o “mapping torus”
relativo

M =F x I/{(z,1) ~ (h(x),0)} Ugxs1 K x D*



1. Preliminares 5

Tal construgao é denominada construgao “open book” e (M, K x{0}, ¢) é uma “open book”
com monodromia h : ' — F, onde ¢ é a projecao no segundo fator de F' x I/ ~, estendida
para M — (K x {0}) através da projegao canonica de K x (D?—{0}) no bordo do segundo
fator. Além disso, se F' e K sao (n — 1)-conexa e (n — 2)-conexa respectivamente, entao a
estrutura “open book” é simples (veja Observagao . Mais ainda, toda estrutura “open
book” pode ser obtida através da construcao “open book” e a monodromia h: F' — F

determina unicamente a sua estrutura.

Observacao 1.8 Na definigdo acima, se F' e K sao (n — 1)-conexa e (n — 2)-conexa
respectivamente, entao M é (n — 1)-conexa como segue. Como M ¢é conexa, verificaremos
para n > 2.

Denotamos F = F x I /{(z,1) ~ (h(z),0)}, entdo m (F) = Z por F ser simplesmente
conexa. Também é facil ver que M é simplesmente conexa usando o teorema de van-
Kampen. Por isso, podemos assumir que n > 3 daqui em diante.

Agora observemos que F = Fy U FEy, onde F; 2 Fx [,i=1,2, e BN Ey; = FIIF

(uniao disjunta). Consideremos a seqiiéncia exata de Mayer-Vietoris

do par (E1, E»). Entao H;(F) =0 parai=2,...,n— 1 pelo fato de F' ser (n — 1)-conexa
e Hy(E\ N Ey) = H(F) & Hy(F).

Precisamos verificar que m;(M) = 0 para i = 2,...,n — 1, ou equivalentemente,
H, (M) = 0 para i = 2,...,n — 1. Como K é (n — 2)-conexa, H;(M) = 0 para

1 =3,...,n — 2 pela seqiiéncia exata de Mayer-Vietoris

do par (E, K x D?). Para verificarmos que H,,_;(M) = 0, observemos que o homomorfismo
H, (K x SY) — H, (K x D?) induzido pela inclusio de K x S' em K x D? ¢é
um epimorfismo. Para verificarmos que Hs(M) = 0, observemos que o homomorfismo
Hy(K x S') — H;(F) induzido pela inclusdao é um monomorfismo.

Isto completa a a demonstracao do fato de que M é (n — 1)-conexa.

Observacao 1.9 A estrutura “open book” também pode ser definida sobre variedades

com bordo. Veja [Qui79].
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Observagao 1.10 A estrutura “open book” é denominada “spinnable structure” em
[Tam73l, Kat74]. No caso especial em que M é a (2n + 1)-esfera [Dur74] ou em que a

“binding” é uma (2n — 1)-esfera [Tam93|, ela pode ser chamada de nd fibrado.

Definicao 1.11 Uma estrutura “open book” (M, K, ¢) sobre uma (2n + 1)-variedade M

com n > 3 é dita trivial quando H,(F) = 0.

E bem conhecido que uma estrutura “open book” trivial sobre S?"*! n > 3, existe e
é tinica a menos de isotopia pelo teorema da classificagao de nés fibrados simples [Ker65),
Lev70, Dur74, [Kat74], onde isotopia é a isotopia estruturada como “open book” (veja
Definicao . Esta “open book” trivial é aquela cuja “binding” é S?*~! mergulhada

trivialmente em S?"+1,

Observacao 1.12 E conhecido que toda variedade fechada de dimensao 2n + 1 com
n > 1 admite pelo menos uma estrutura “open book” [Ale23, Win73|, [A’C72l [Law78,
Qui79, [Tam93].

Agora deixaremos a estrutura “open book” de lado e veremos alguns resultados sobre
o relacionamento entre fibrados em discos sobre a esfera e os grupos de homotopia de
SO(n).

Seja & um espaco fibrado diferenciavel sobre a esfera de dimensao n com espaco total
E, fibra F'| e grupo estrutural GG, que é considerado como sendo um subgrupo do grupo
de difeomorfismos Diff (F') de F. Considere o atlas formado pelos discos abertos {Uy, Uy}
tal que Uy UUy = S" e Uy NUy = S™1 x (—¢,¢), onde S"! X (—¢,¢€) é uma vizinhanga

tubular aberta do equador S"~' C S™ (veja Figura

Defini¢ao 1.13 ([Steb1]) O espago fibrado £ estd numa forma normal se go1(zo) = e
para algum zo € S" ! x {0}, onde e € G é o elemento neutro e go; : Uy N Uy — G
¢ a transformacao de coordenadas de U; para U;. Quando &£ estd numa forma normal,

X = g21|sn-1x{0} Sn=! — @ é denominada aplicacdo caracteristica de £.
Intuitivamente, o espaco total E do fibrado £ sobre S™ é obtido como

E = Ul X FUSnflx(—a,e)xF UQ X F,
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U, S"Lx (—¢,0)

Sl x {0}

S x (0,¢)

Uz

Figura 1.2: Forma normal do fibrado sobre a esfera S

onde é identificado

(z,t,f) € S" ' x (—g,e) x FCU x F

com

(z,t,x2(f)) € 8" ' x (—e,8) x F C Uy x F.

A aplicagao caracteristica y considerada como um elemento de m,_1(G) determina e
¢ determinada unicamente pela estrutura fibrada de £ [Ste51].

Um dos mais importantes espacos fibrados em discos sobre esferas é obtido como sendo
a vizinhanca tubular fechada de uma esfera mergulhada numa variedade diferenciavel.
Neste caso, a aplicagdo caracteristica é denominada invariante tangencial [WalG3).
Considerando a vizinhanga tubular fechada como um fibrado em discos do fibrado normal
associado a um mergulho de uma n-esfera (n > 2) numa m-variedade, temos que o grupo
estrutural é SO(m — n) e conseqiientemente, x € m,_1(SO(m — n)).

E um fato bem conhecido que SO(n + 1) fibra sobre S™ com fibra e grupo estrutural

SO(n). A seqiiéncia exata de homotopia associada a esta fibragao é
(9" =D 11 (SO()) < 11 (SO(n+ 1)) 25 11 (S™) = -+ -,

onde 0 é o homomorfismo de bordo, i : SO(n) — SO(n + 1) ¢ a inclusao definida por

i(A) = A& (1), p é a projecao definida por p(B) = B - €,41, € €541 = (0,...,0,1) é 0
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polo norte da esfera unitdria S C R"". O homomorfismo de bordo 9 leva o gerador
de m,(S™) = Z a aplicacdo caracteristica da fibragao [Ste51]. O seguinte resultado é bem

conhecido.

Lema 1.14 Para o homomorfismo de bordo O : w,(S™) — m,—1(SO(n)) como acima com
n > 2,n # 3,7, temos que Im0 = Z para n par e Im0 = Zy para n impar (0 = 0 para

n=3,7).

Para n par n > 2, temos que 7,(SO(n + 1)) s6 poderia ser 0, Zs ou Zy @ Zs (veja a
tabela em [Wal65] e [Ker60]). Logo, pela seqiiéncia exata de homotopia

T (SO(n + 1)) — m,(5") - 7,_1(SO(n)),

temos que 0 : m,(S") 2 Z — 7,_1(SO(n)) é injetora, o que implica que Im 0 = Z.

Para n impar, n # 3,7, a seqiiéncia exata de homotopia
Tu(S™) -2 7, 1(SO(R)) — T 1(SO(n + 1)) —> 71 (S™)

tem uma das seguintes formas (veja a tabela apresentada em [Wal65, Proposition 4] e
[Ker60]):
727, ®% —Zy—0, n=1 (mod 8)
Zi>Z2—>0—>O, n=3,57 (mod8).
Conseqilientemente, temos que Im 0 =2 Zs.
No caso de n = 3,7, 0 é a aplicagdo nula, pois m(SO(3)) = 7(SO(7)) = 0 por
[Ker60].

Lema 1.15 Seja E o espago total de um D™-fibrado orientado £ sobre S™ associado
a um fibrado em n-planos sobre S™ (n > 2). Note que o seu grupo estrutural é
SO(n). Se £ € Hy(E) denota a classe representada pela se¢io nula S™ x {0}, entdo
seu mimero de auto-interseccio & - & em E coincide com p.(x) € mp_1(S"7Y) = Z,
onde p. : w,_1(SO(n)) — m,_1(S"') é o homomorfismo induzido pela projegdo
p: SO(n) — S™ ! associada a fibragao SO(n — 1) — SO(n) — S" !, e x € a aplicagdo

caracteristica do fibrado &.
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Demonstracao: Por [Hir76, Exercicio 19 de §5.2], p.() coincide com o nimero de Euler
do fibrado, que é definido como o nimero de auto-intersec¢ao da se¢ao nula S™ x {0}

[Hir76]. n

Observagao 1.16 Consideremos o homomorfismo p, : 7m,_1(SO(n)) — m,_1(S"!)
induzido pela projegao p : SO(n) — S™ ! e 0o homomorfismo de bordo 9 : m,(S") —
Tn-1(S0(n)) da fibragdo SO(n) — SO(n + 1) — S™ como acima com n > 2. Entdo
px 00 : m(S™) = m,_1(S"1) é a multiplicagao por dois para n par e p, o d = 0 para n

fmpar (veja [Ste51l Theorem 23.4]).

Lema 1.17 Consideremos S™ x D' como um fibrado em discos unitdrios associado a
um fibrado em (n + 1)-planos trivial sobre S™ e suponha que £ é o D"-fibrado unitdrio
sobre S™ mergulhado como um sub-fibrado de S™ x D" n > 2. Entdo o espaco total
E de £ € determinado por uma secio v do fibrado trivial S™ x D"t — S™ onde v é
ortogonal a E em cada fibra {x} x D" (veja Figura[l.3). Se 8 : m,(S™) = m,—1(SO(n))
denota o homomorfismo de bordo associado a fibragao SO(n) — SO(n + 1) — S", e
X € Tn—1(SO(n)) denota a aplicacdo caracteristica do fibrado £, entao dv = x, onde v é

considerado como um elemento de 7,(S™) = m,(OD™1).

Demonstracao: Consideremos a forma normal de S™ x D"*! como na Definicao tal
que & é trivial sobre U;. Entao podemos assumir que v é constante sobre U; com valores

ent1, onde e, é o pélo norte de S™ = D", Pela definicio,
0:m(S") 2 7, (SO(n+1),50(n)) = m,-1(SO(n))

aplica cada elemento de m,(SO(n + 1), 50(n)) = 7,(S™) a sua restrigdo sobre o bordo
[Stebd].

Temos dv = 0v, onde ¥ é o elemento de m,(SO(n + 1), SO(n)) correspondente ao
v € m,(S™). Note que v é definido como uma aplicagdo v : U, — SO(n + 1) tal que
3(z) = [ (), ..., un(2),v(x)], onde Ujy = Uy — (S"7! x (—¢,0)) = D" (veja Figura[1.2)),
{ui(z), ..., up(x)} é um “n-frame” ortonormal de R™*! ortogonal a v(z), e [A4,..., A,]
denota a matriz com vetores de colunas Aj, ..., A,.. Além disso, como v(x) = e,

sobre U}, temos que v(0U}) € SO(n) C SO(n + 1). Como a aplicagdo de projegao
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Figura 1.3: Se¢ao normal determinando o fibrado £

p:SO(n+1) — S"édadapor p(B) = B-e, 1, temos que pov = v|y; e conseqiientemente,
v é um levantamento de v sobre Uj. Como o fibrado estd numa forma normal, ele
representa v em m,(SO(n + 1),S0(n)).

Agora, observamos que h(z) = [uj(x),...,u,(x)] determina uma base da fibra de
& sobre x € U e conseqiientemente, h fornece uma trivializacao de € sobre Uj. Como
v(x) = e,4q sobre Uy, a trivializagao de € sobre U é constante, e a aplicagao caracteristica
X (transformagao de coordenadas) de £ coincide com h|ay; = S"~" — SO(n). Desde que

v(x) = e,41 sobre OUS, temos
v =0|gyy = hlovy = x : 8" = SO(n) C SO(n+1).

Assim temos dv = . ]
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Capitulo 2

Sistema de invariantes de “open

book” simples

Assumiremos daqui em diante que “open book” é simples e orientada, a menos que
se afirme o contrario. Neste capitulo, introduziremos alguns invariantes associados a
estruturas “open book”, que serao utilizados na classificacao, e analisaremos as suas
propriedades. Os invariantes a serem analisados sao invariantes associados ao mergulho
orientado de uma 2n-variedade (n — 1)-conexa F', numa (2n+ 1)-variedade (n — 1)-conexa
e fechada M. Quando F' é uma pagina de uma estrutura “open book” sobre M, existem
propriedades extras a serem analisadas.

Os invariantes préprios de F' que consideramos neste trabalho sao: o grupo de
homologia H, (F'), a forma de interseccao Qr, e o invariante tangencial ap : H,(F) —
Tn-1(SO(n)). O grupo de homologia H,(F") descreve quantas n-algas sao coladas, a forma
de intersecgao indica onde sao coladas, e o invariante tangencial descreve como sao coladas.

Os invariantes associados ao mergulho orientavel F' — M sao: o homomorfismo
ips : Hy(F) — H,(M) induzido pela inclusao ip : F' — M e a forma de Seifert racional
que iremos definir. O homomorfismo ig, especifica onde sao mergulhadas as n-alcas de
F, e a forma de Seifert especifica a torcao de cada n-alca de F' e seus enlacamentos em
M.

A seguir, iremos definir e analisar cada um dos invariantes, mas nao discutiremos sobre

H,(F) e a forma de intersecgao, por serem bem conhecidos.
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O invariante tangencial é definido da seguinte forma.

Definicao 2.1 ([Wal62]) Cada elemento de H,,(F'), onde F' ¢é uma 2n-variedade (n — 1)-
conexa e compacta, pode ser representado por uma n-esfera mergulhada em F,
determinada unicamente a menos de isotopia, para n > 4 [Hae61l Wal62]. Definimos a
aplicagao ap : H,(F) — m,-1(SO(n)) de forma que para cada { € H,,(F) = 7,(F), ap(§)
é a aplicacao caracteristica do fibrado em discos sobre S™ associado ao fibrado normal
do mergulho da n-esfera que representa o elemento £. A aplicagdo ar é denominada
invariante tangencial de F. Quando n = 3, temos que m,_1(SO(n)) = 0 pelo fato de
recobrimento universal do SO(3) = RP? ser S%, o que permite definir ar como sendo a

aplicacao nula. Assim, o invariante tangencial de F' estd definido para n > 3.

Observacgao 2.2 O invariante tangencial no caso acima satisfaz a regra de soma dada
por

ar(§+ () = ar(§) + ar(() + Qr(&, ()0,
onde 0 : m,(S™) — m,-1(SO(n)) é o homomorfismo de bordo do Lema|l.14} t,, é o gerador
de 7,(S™) = Z representado pela aplicacao identidade S" — S™, e Qp é a forma de
intersecgao de F' (veja [Wal62] ou [Wal63]). Logo, temos as seguintes propriedades.

Considerando ¢ = 0 na formula da soma acima, temos

ap(§) = ar(§) + ap(0) + Qr(£, 0)0t,.
Como Qr(£,0) = 0, temos que ap(0) = 0.

2. ap(=¢§) = —ar(§) + Qa(§, §)0tn.

Agora, seja ( = —¢, entao temos ap(§ — &) = ap(§) + ap(—£) + Qr (£, —£)0t,. Dali,
0=ap(0) = ar(§) +a(=§) — Qr(§,§)It,. Logo ap(—§) = —ar(§) + Qr(§,§)0t, €
T 1(SO(n)).

Assim, o valor de ap(§) e a forma de intersecgao determinam os valores de ap sobre
multiplos de £ e conseqlientemente, ap é determinado unicamente pelos seus valores sobre

elementos da base de H,,(F'), para cada forma de intersecgao fixada.
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Dada uma (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada M com n > 2, definimos o
invariante tangencial aps : Hy, (M) — m,—1(SO(n+1)) de maneira andloga a ap, desde que
cada elemento de H,(M) = m,(M) pode ser representado por uma n-esfera mergulhada

que é determinada unicamente a menos de isotopia, para n > 2 [Hae61], Wal63].

Observacgao 2.3 O invariante ay; no caso acima sempre ¢ um homomorfismo de grupos

[Wal67].

Observacao 2.4 Quando ir : F' < M ¢é um mergulho, a vizinhanga tubular de F
em M é difeomorfa a F' x [0,1] e a relacdo entre os invariantes tangenciais é dada por
ix O QU = Qipg Olpy, onde iy : -1 (SO (n)) = mp—1(SO(n+1)) é o homomorfismo induzido

pela inclusao natural de SO(n) em SO(n + 1).

Agora, analisaremos os invariantes associados ao mergulho de F' em M e verificaremos
suas propriedades. Existem propriedades que valem para todo mergulho, assim como
aquelas que valem somente quando F' é uma pagina de alguma “open book”. Isto sera

especificado no enunciado dos resultados.

Lema 2.5 Se F denota a pdgina tipica de uma “open book” sobre M, entdo o

homomorfismo ip, : H,(F) — H,(M) induzido pela inclusio ip : F — M € sobrejetora.
Demonstracgao: Considere a seqiiéncia exata
H,(F) £ H,(M) — H,(M, F) (2.1)
do par (M, F'). Usando a excisao, temos
H,(M,F)= H,(M,N(F)) = H,(M — N(F),0N(F)),

onde N(F) = F x [0, 1] é a vizinhanga tubular de F' em M.

Como uma “open book” pode ser construida pela constru¢ao “open book” (veja
Definigao , temos que M — N(F) = F x [0,1]. Assim, pela dualidade de Poincaré-
Lefschetz, temos

H,(M — N(F),0N(F)) = H""Y(M — N(F))
~ H"TN(F x[0,1])

~ H"W(F)=0,
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pois F' é homotopicamente equivalente a um buqueé de n-esferas pela Proposicao|l.3[por ter
n > 3. Paran = 1,2, observemos que H"(F) = 0 pela demonstracao da Proposigao .

Logo a seqiliéncia exata ([2.1]) implica que ip, é sobrejetora. |

Para definirmos a forma de Seifert racional, precisamos do conceito de nimero de
enlagcamento racional.

Sejam a e b dois n-ciclos disjuntos numa (2n+1)-variedade orientada M, (n—1)-conexa
e fechada, representando elementos de tor¢ao em H,(M). Entao ra se anula em H, (M)
e borda alguma (n + 1)-cadeia A em M para algum inteiro r > 0. Definimos o nimero
de enlagamento de a com b em M como sendo lk(a,b) = (1/r)(A,b) € Q, onde (A, b)
representa o numero de interseccao de A com b em M. A aplicacdo lk é denominada
“linking pairing”. Para ver que isto esta bem definida, note inicialmente que existe um
inteiro s # 0 tal que sb = 0. Se A’ é uma outra (n + 1)-cadeia em M tal que 0A’ = ra,
entdo AU (—A") é um (n + 1)-ciclo em M e

0= (AU (—A"),0) = (AU (=A), sb) = s(AU (—A'), b).

Como s # 0, temos que (AU (—=A’),b) = 0. Masanb=0e 0A = 0A’ = ra. Entao
0=(AU(=A"),b) = (A, b) — (A, b) e conseqiientemente lk(a,b) ndo depende da escolha
de A. Observemos que o “linking pairing” lk( - , - ) é uma forma (—1)""!-simétrica,
ie. lk(a,b) = (—1)"*'1k(b,a), o que pode ser verificado através do argumento de Wall
[Wal67].

Seja F' C M um mergulho de uma 2n-variedade compacta e orientada numa (2n + 1)-
variedade orientada e fechada M. Como em [Ker65], definimos v* : FF — M —Int I (ou
v~ : F — M — Int F') como sendo uma pequena translagao na diregdo normal positiva
(respectivamente negativa) relativamente a F', onde Int F' denota o interior de F'. Entao
v e v, sao homomorfismos de H,(F) em H,(M — Int F).

No caso em que F' é uma pagina de uma “open book”, v e v, sao isomorfismos.

Para definirmos uma generalizacao da forma de Seifert usual (veja [Dur74l, Kat74,

Kau74]) para uma “open book” mais geral, precisamos do seguinte conceito.

Definicao 2.6 ([KaMT79. p. 125]) Seja G um Z-mdédulo livre finitamente gerado e H C G
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um submddulo. Definimos
R(H)={9g€ G:rge H paraalgumr € Z — {0}}

e chamamos de fecho radical de H em G . Note que R(H) é o menor somando direto de

G contendo H.

Definicao 2.7 Seja ip, : H,(F) — H,(M) o homomorfismo induzido pela inclusao
ip: F'— M de uma 2n-variedade compacta e orientada F' mergulhada numa (2n + 1)-
variedade M, orientada e fechada. Notemos que ip.|rkerip.) @ R(kerip,) — 7 H,(M) é
sobrejetora, onde T H,,(M) é a parte de torsao de H,(M). Se &,¢ € R(kerig,) C H,(F)
sao representados pelos n-ciclos a e b em F' respectivamente, entao v (§) e ¢ sdo
representados pelos n-ciclos disjuntos v (a) e b em M respectivamente que representam

elementos de 7 H,,(M). Definimos a forma bilinear
Ir: R(kerip,) X R(kerip,) — Q

por I'r(&,¢) = k(v (a),b), onde v (a) e b sdo considerados como n-ciclos em M. Esta

aplicacao é denominada forma de Seifert racional, ou simplesmente de forma de Seifert.

Para que a forma de Seifert esteja bem definida, é necessario que ela nao dependa da
escolha dos n-ciclos que representam as classes de homologia em R(kerip.) C H,(F).

Suponhamos que a e a’ sdo n-ciclos representando os mesmos elementos em H, (F').
Entao a e @’ sdo homdlogos em F e existe uma (n+1)-cadeia C' em F tal que 0C = a—a'.
Agora suponhamos que rv(a) borda uma (n + 1)-cadeia A em M. Entao rv*(a’) borda
A —rvt(C) e Ik(vt(a),b) = (1/r)(A — rvt(C),b). Como C C F, temos que vt (C)
nao intercepta b. Logo (A — rvt(C),b) = (A,b) e consequentemente, lk(vt(a),b) =
k(v*(a'),b).

Agora suponhamos que b e I/ sao n-ciclos em F' representando o mesmo elemento
em H,(F). Entao b e b’ sao homélogos em F' e existe uma (n + 1)-cadeia D em F
tal que 9D = b — b'. Suponhamos que rv"(a) borda uma (n + 1)-cadeia A em M.
Escolhendo A apropriadamente, podemos assumir que A N D é uma 1l-cadeia em [ tal
que J(AND)=ANb—ANY. Entao (A, b) = (A, V') em M e conseqiientemente, temos

k(v*(a),b) = lk(v*(a),b’). Assim, I'r ndo depende da escolha de representantes dos
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elementos de R(kerip.), o que garante que ela estd bem definida. Como lk( ., . ) é

bilinear (—1)"*!-simétrica, a forma de Seifert também ¢ bilinear (—1)""!-simétrica.

Observacao 2.8 No caso de M ser a (2n + 1)-esfera, temos que R(kerip,) = H,(F) e
I'r: H,(F)x H,(F) - Z C Q. Logo, a forma de Seifert racional se reduz a forma de
Seifert classica, e a definicao acima é uma generalizacao para o caso nao necessariamente

esférico.

Como v} e v, aplicam R(kerip,) em R(ker(ips i r)«), onde iy o p : M—Int FF — M
é a inclusao, podemos provar varias generalizagoes dos resultados de [Kau74]. Uma delas

é a generalizacao de [Kau74, Lemma 2.1] como segue.

Lema 2.9 Seja I'r a forma de Seifert racional de uma 2n-variedade orientada F,

merqgulhada numa variedade orientada e fechada M de dimensao 2n + 1. Entao

I'p(€,¢Q) + (=1)"Tr(¢,§) = (=1)"Qr(&,¢)

para todo &, ¢ € R(kerip,), onde Qr denota a forma de interseccao em H,(F).

Demonstracao: A demonstracao é a mesma de [Kau74], com pequenos ajustes para o
caso em que F' nao é necessariamente a pagina de uma “open book”.

Suponhamos que & e ¢ sao representados por n-ciclos a e b em F' respectivamente,
transversais entre si. Agora, consideremos a X [—¢,¢], onde [—¢, €] denota um pequeno
“intervalo” na direcao normal de F' orientada de forma compativel com as orientagoes de

F e M (veja Figura2.1)). Entao temos que
Qr(a,b) = (a,b x [—¢,¢]) = (—=1)"(a x [—¢,¢€],b),
onde Qr e a forma de intersecgao de F' e ( ., . ) denota a interseccdo em M. Logo
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(—1)"(Ik(v*(a), b) — Tk(a, v* (b))
(=1)" (Ik(v*(a),b) — (=)™ k(v (b), a))

= (=" (Tr(& Q) = (~1)"'Tr(C, )
(=)™ (DR(&,¢) + (=1)"Tr(C,6)) -

Isto conclui a demonstracao do Lema 2.9, [ |
A diferencga de sinal na identidade do lema acima com o [Kau74, Lemma 2.1] é devido
a diferenca de definigdo do nimero de enlagamento utilizado neste trabalho [WalG7] e a

definigao adotada pelo Kauffman [Kau74].

u@

Figura 2.1: Relagao entre I'r e a forma de interseccao de F

9 M

Lema 2.10 Se I'r € a forma de Seifert racional de uma pdgina de uma “open book”,
entao temos que detTp = |7 H,(M)|™*, onde detT'r € o determinante da forma de
Seifert racional T'r definida como determinante da matriz associada e |7 H,(M)| denota

a ordem do grupo T H,(M).
Demonstragao: Pelo Lema [4.6] que provaremos no capitulo [,

det 7 = +|7 H,(M)| det T,
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onde

U7 = Ul | Rakeripy) © R(kerip,) = R(ker(in—tnt r)s)-

Como v~ é um isomorfismo para o caso de “open book” e (v;)™! (R(ker(inf 1t r)«)) =

R(kerip,), 7 também é um isomorfismo. Isto conclui a demonstragao. ]

Outras propriedades da forma de Seifert racional envolvem os invariantes de M
definidos em [Wal67] que sao mais sofisticados do que foram usados no Lema [2.10} e

requerem alguns conceitos.

Definicao 2.11 Paran > 1, definimos a forma bilinear by, : 7 H,, (M) x7 H,(M) — Q/Z
por by (&,¢) = lk(a,c) (mod 1), onde a e ¢ sao n-ciclos disjuntos em M representando
as classes de homologia &, € 7 H,,(M) respectivamente [Wal67]. Entao by, é uma forma

bilinear bem definida.

Observagao 2.12 Paran imparn > 5,n # 7, temos que Im 0 = Z, pela Proposicao|1.14}
onde 0 : m,(S") — m,—1(SO(n)) é o homomorfismo de bordo associado a fibracao
SO(n) == SO(n+1) - ™. Como a seqiiéncia exata de homotopia para estes valores

de n tem a forma

7 -2 7, 50, n=1 (mod 8),

Z -2 70 @7y =5 Zy 250, n=23,5,7 (mod 8),

(veja [Ker60] e [Wal65]), temos uma extensao bem definida do isomorfismo natural Im 0 =
Z; que denotamos por ¢ : m,—1(SO(n)) — Zs tal que (¢,i) @ m,—1(SO(n)) — Zs @
Tn-1(SO(n + 1)) é um isomorfismo (veja [Wal65]). Este epimorfismo ¢ tem aplicagoes

importantes.

Definicao 2.13 Para n impar, n > 5,n # 7, definimos a forma quadratica
qu = TH,(M) — Q/2Z,

inicialmente definida em [Wal67], como segue.
Seja a uma representacao esférica de £ € 7 H,,(M) determinada unicamente a menos de
isotopia e consideremos a vizinhanga tubular N(a). Entdao ON(a) é um S"-fibrado sobre

a = S™ e uma vizinhanga tubular E de uma se¢ao de 9N (a) — a é um D"-fibrado sobre a.
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Denotamos a sua aplica¢do caracteristica por ay € m,_1(SO(n)). Para n acima, podemos
ajustar esta segao de forma que ¢(a;) = 0 pelo Lema onde ¢ : m,_1(SO(n)) = Zy éo
epimorfismo da Observagao|2.12, Definimos o ¢/ (£) como sendo o niimero de enlagamento
racional entre a e a alma de £ mddulo 2. Entao ¢ys(&) estd bem definida e gp; é uma forma
quadratica associada & forma bilinear 2by,, onde by, é a forma bilinear da Defini¢ao [2.11],
ou seja

qu (€ +¢) — qu(§) — qu(¢) = 2bm(€,¢)  (mod 2)

(veja [Wal67]).

A forma de Seifert racional é compativel com os invariantes de M como segue.

Lema 2.14 Paran > 2,n # 3,7, a forma de Seifert racional T'r satisfaz as sequintes

condicoes.

(1) Tr(&,¢) = by(ir(§),ir«(¢)) (mod 1) para todo &, € R(kerip,), onde
b : T Hy(M) x 7 Hy (M) — Q/Z € a forma bilinear da Defini¢ao 2.11]

(2) Se n for fmpar, entio Tr(&,€) = qu(ird§)) + d(ar(§)) (mod2) para todo
¢ € R(kerip,), onde qy : T H, (M) = Q/2Z € a forma quadrdtica da Defini¢io[2.13]
e ¢:m,_1(SO(n)) = Zy € o epimorfismo da Observagio 2.12

Demonstracao:
(1) Pela defini¢ao da forma de Seifert I'r e da forma bilinear by, temos naturalmente
que

FF(£7 C) = bM(ZF*(£)7 ZF*(C)) (mOd 1)'

(2) Seja a C F arepresentagao esférica de £ € R(kerip, ), entao a translagao na diregao
normal positiva de F' determina uma se¢do de ON(a) — a, onde N(a) é a vizinhanga
tubular de a em M. Denotamos a imagem desta secao por a e a vizinhanca tubular de
a em ON(a) por E. Como E ¢é paralelo a N(a) N F, a aplicagao caracteristica oy de E
¢ igual a ap(§), onde ap : H,(F) — m,-1(SO(n)) é o invariante tangencial de F'. Como

(& &) é o nimero de enlagamento racional entre a e a sua translagdo na dire¢ao normal

positiva, I'r(£,€) = qu(ip«(§)) (mod 2) quando ¢(ar(€)) = 0.
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Quando ¢(ar(§)) = ¢(ay) # 0, precisamos ajustar a se¢ao para que tenhamos ¢(ay) =
0. Note que as segoes de ON (a) — a estao em correspondéncia biunivoca com os campos
de vetores unitarios normais a a. Escolhemos um campo normal que difere por ¢,, do campo
normal de F restrito a a, onde t, é o gerador de m,(S™) = Z, e denotamos a imagem
da secao determinada por este novo campo de vetores por a’ e a vizinhanca tubular de
@’ em ON(a) por E' respectivamente. Entao dt, = o} — a; pelo Lema [1.17] onde o ¢
a aplicagao caracteristica do fibrado E’. Logo, temos que ¢(a)) = ¢(0t,,) + ¢(ay1) € Zos.
Agora, observemos que @[ : Im 0 = Zy — Zy é um isomorfismo (veja Observagao
e Ot, # 0 por 0 ser uma aplica¢do nao nula para nossos valores de n (veja Lema , o}
que implica que ¢(9t,) # 0 em Zsy. Como ¢(cv1) # 0 pela nossa hipdtese, ¢(0t,) = ¢(aq)
e conseqlientemente, ¢(a) = 0. Logo qu(ir, (€)) é o nimero de enlagamento de a com o’
moédulo 2.

Como lk(a,d’) e Ik(a,a) = £T'r (€, &) difere por 1, temos que

@ (ir<(€)) = (Tp(§,€) + 1) + (¢(ar(§)) +1)  (mod 2),

o que prova a validade de (2). |

Definicao 2.15 Seja M uma (2n + 1)-variedade orientada, (n — 1)-conexa e fechada com
n > 3. O sistema de invariantes “open book” relativo a M é o seguinte conjunto algébrico,

que denotamos por {G, Qg, ag,ig, g}

1. um grupo abeliano livre finitamente gerado G com a forma bilinear (—1)"-simétrica

Q¢ : G X G — Z, denominada forma de interseccao,
2. um epimorfismo i¢ : G — H, (M),
3. uma aplica¢ao ag : G — m,-1(SO(n)), denominada invariante tangencial, tal que

(a) o diagrama
G 2% m,_1(S0(n))
. i
H,(M) 2% 7, 1(SO(n+1))
comuta, onde aj; é o invariante tangencial de M e i, é o homomorfismo

induzido pela inclusao natural de SO(n) em SO(n + 1),
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(b) peac(§) = Qc(&,€) € m1(S"7") = Z para todo € € G, onde p : SO(n) —
Sn=1 ¢ aprojecdo da fibragio SO(n—1) — SO(n) — S™! como no Lemal[L.15]
(¢) ag(§+() = ac(§) +ac(()+Qc(&, ()0, para todo &, ¢ € G, onde 9 : m,(S™) —

Tn-1(S0(n)) é o homomorfismo de bordo do Lema e t, é o gerador de
T, (S™) = Z induzido pela aplicagao identidade de S™,

4. uma forma bilinear denominada forma de Seifert racional I'¢ : R(kerig) x

R(kerig) — Q, onde R(kerig) é o fecho radical de kerig, tal que

(a) detT'g = +|7 H,(M)|™!, onde | 7 H,,(M)| denota a ordem da parte de torgao
de H,(M) e det ' é o determinante de I'g,

(b) FG(fa C) + (_1)HFG(§7£) = (_1)nQG(£7 C) para todo §7C € R(ker Z.G')a

(¢) o diagrama
'

R(kerig) x R(kerig) —  Q
TH,(M)x 7 H, (M) 2% Q/Z,

é comutativo, onde by; é a forma bilinear da Definicao [2.11|e 7 é a projecao,

(d) para n fmpar com n > 5,n # 7,

Fa(€,€) = qu(ic(§)) + ¢lac(§))  (mod 2)

para todo & € R(kerig), onde gy ¢é a forma quadrética da Definicao e
¢ : m—1(SO(n)) — Zy é o epimorfismo da Observagao [2.12

Entao temos que a cole¢ao dos invariantes { H,,(F'), Qr, ar,ir., 'r} associados a uma
estrutura “open book” sobre M com a pagina tipica F' forma um sistema de invariantes
“open book” relativo a M, para n > 3, pois ip, € sobrejetora pelo Lema [2.5] as
propriedades de ag sdo satisfeitas pela Observacao 2.4, Lema [1.15] e Observagao [2.2]
e as propriedades da forma de Seifert racional sao satisfeitas pelos Lemas 2.9 e[2.14

Observacao 2.16 No caso de n ser par, o invariante tangencial ag acima é unicamente
determinado pela forma de interseccao g, devido ao item da Definicao e ao
fato de p, : m,_1(SO(n)) — m,_1(S™1) ser injetivo (veja [Steb1]), onde p : SO(n) — S™!
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é a projecao como no Lema [1.15] Assim, poderemos omitir o invariante tangencial ag do

sistema de invariantes no caso de n par.

Observagao 2.17 No caso de M ser uma (2n + 1)-esfera homotdpica (n > 3), existe
uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos sistemas de invariantes “open book”
relativo a M e o conjunto de forma de Seifert unimodular, como segue.

Para verificar que o sistema de invariantes é determinado unicamente pela forma de
Seifert, notemos que ig = 0 e Q¢ ¢ determinada pela forma de Seifert pelo item [4(b)]
da Definigao [2.15] e pelo fato de ter kerig = G. Agora verifiquemos que g também é
determinado pela forma de Seifert.

No caso de n par, Q¢ (que é determinada pela forma de Seifert) determina a¢ pela
Observagao [2.16

Quando n é fmpar, n = 3,7, temos que ag = 0 por ter m,_1(SO(n)) = 0 (veja [Ker60]).

No caso de n fmpar, n # 3,7, notemos que ayy = 0 (pois H,, (M) = 0) e pelo item [3(a)]
da Definicao temos que Imag C keri, = Im9, onde 0 : 7,(S") — m,-1(SO(n))
¢ o homomorfismo de bordo da fibragao SO(n) — SO(n + 1) — S™. Como a forma de
Seifert determina ¢ (ag(€)) para todo § € R(kerig) = G pelo item da Definicao m
e por ter gy = 0 (pois H,(M) = 0), e como @|ims : Imd — Zy ¢ um isomorfismo (veja
Observacao , temos que ag é determinado pela forma de Seifert.

Agora veremos que a forma de Seifert unimodular I'¢ pode ser completada para formar
um sistema de invariantes. Para isso, definimos ig = 0. Como H, (M) = 0, as condigoes
da Defini¢ao que nao envolvem (g e ag sao satisfeitas. Agora definimos o Q¢ pela
formula do ftem da Definicao , observando que R(kerig) = G. Entao Q¢ é uma
forma (—1)"-simétrica e as condigoes da Definigao que nao envolvem «g sao todas
satisfeitas.

Finalmente, definiremos o ag de forma coerente.

Para n par, observemos que Qg(&,§) é par por Qg ser simétrica.  Entao
Qc(&,€) € 2Z = Im(p. 0 9) pela Observagao [1.16] Por outro lado, pijime : Imd — 2Z C
Z =~ 7, 1(S™1) é um isomorfismo. Logo podemos definir ag(§) = (pi|ma) H(Qa(&,€)).

Como ag(€) € Imo = keri,, o ftem da Definicao é satisfeito, e o ftem

da Defini¢ao [2.15] é satisfeito pela defini¢do de ag. Agora verificaremos a condigao do
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ftem [3(c)| da Defini¢ao[2.15] Como p|ma : Imd — 7,1 (S"™) 22 Z ¢ injetivo, apliquemos

o p, em ambos os lados da equacao e teremos a condigao equivalente

peag(§ + () = peac(§) + paag(C) + Qa(§, )p-0t.,.

Pela definigao de ag e do fato de p,00 : m,(S™) & Z — m,_1(S"!) & Z ser a multiplicacao

por dois [Ste51], a condicao é equivalente a

QG(§ + Caé + C) = QG(£7€) + QG(<7C) + 2@G(£7 C)a

o que é valido por Qg ser simétrica para n par.

Quando n = 3,7, temos que m,_1(SO(n)) = 0 (veja [Ker60]) e conseqiientemente,
basta definir ag = 0, o que satisfaz a condi¢ao do item da Definicao Como
Qc (&, &) = 0 para n impar, o item da Definicao é satisfeito. Como 0 = 0 para
estes valores de n, o item também é satisfeito.

Para n impar, n # 3,7, observemos que ¢|img : Im9d — Zs é um isomorfismo,
onde ¢ : m,_1(SO(n)) — Zy é o epimorfismo da Observagao 2.12,  Definimos
ag(€) = (Almo) " (Dae(&,€) (mod 2)), o que satisfaz a relagio do item da
Defini¢ao [2.15 por ter ¢y = 0. Notemos que ag estd bem definido e a condi¢ao do
item 3(a)] da Defini¢ao[2.15¢ satisfeita por ter ag(€) € Imd e H,(M) = 0. Como p,0d =0
para n impar e por ()¢ ser anti-simétrica, a condicao do item da Definicao é
satisfeita. Agora vamos verificar o item da Definigao m

Notemos que ambos os lados da equagao abordada pertencem a Imd. Como ¢, s é
um isomorfismo e dt, =1 (mod 2) para estes valores de n, esta condigdo é equivalente

a

Por I'; ser bilinear e pela definicao de (0, a equacao tornara

L(€,6)+Ta(€, O+ a(C§)+Ta(C, ¢) =Ta(S, )+Ta(C, () —Ta(€ ()+T¢(C,§)  (mod 2),

o que ¢ verdade por ser médulo 2. Logo I'g se estende para um sistema de invariantes
“open book”.

Assim existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos sistemas de
invariantes “open book” relativo a M e o conjunto de forma de Seifert unimodular, no

caso de M ser uma (2n + 1)-esfera homotdpica (n > 3).
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A seguir, definiremos uma relacao de equivaléncia entre dois sistemas de invariantes

“open book” e também, uma equivaléncia entre duas “open books”.

Defini¢ao 2.18 Suponha que {G, Qg, ag, ig, ¢} forme um sistema de invariantes “open
book” relativo a M, e {G',Q¢/,aq,ic, e} forme um outro sistema de invariantes
“open book” relativo a mesma variedade M. Entao dizemos que os dois sistemas de
invariantes sao equivalentes quando existe um isomorfismo ¥ : G — G’ mantendo todas
as aplicagoes dos sistemas de invariantes. Isto quer dizer que as seguintes condi¢oes devem

ser satisfeitas:

(1) ¥ é uma isometria; i.e., Qe (VY (), ¥(()) = Qc(&, ) para todo &, ¢ € G,

(2) o diagrama

comuta,
(3) WU preserva o invariante tangencial; i.e., ag (¥ (£)) = ag(§) para todo € € G,

(4) W preserva a forma de Seifert racional; i.e., T'e/(¥(£), V() = T'a(&, ) para todo
¢, ¢ € R(kerig) (notemos que W (R(kerig)) = R(kerig/) pela condigao (2))).

Definicao 2.19 O conjunto das classes de equivaléncia dos sistemas de invariantes “open

book” relativos a M serd denotado por A(M).

Observacao 2.20 No caso de M ser uma (2n+ 1)-esfera homotdpica (n > 3), o conjunto
A(M) corresponde ao conjunto das classes de congruéncia das matrizes unimodulares (veja
Observacao [2.17). De fato, se {G, Qg ag, ic, ¢} é equivalente a {G', Q¢r, acr,icr, Do},
entdo existe um isomorfismo ® : G — G’ tal que Iy (®(€), P(¢)) = I'¢(&, ) para todo
&, C € G e conseqlientemente, I'g e I'r sao congruentes.

Reciprocamente, uma congruéncia entre as formas de forma de Seifert fornece uma
equivaléncia entre os sistemas de invariantes, pois o sistema de invariantes é determinado

unicamente pela sua forma de Seifert (veja Observacao [2.17)).
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Relembramos que duas subvariedades X; e X5 de uma variedade diferenciavel M sao
ambientalmente isotopicas se existe uma familia diferenciavel de difeomorfismos a um
parametro ®; : M — Mt € [0,1], tal que o = idy; e P1(X;) = X, onde idy, é a
aplicacao identidade de M. Seja ® : M x [0,1] — M a aplicagao diferenciavel definida
por ®(z,t) = ®,(z). Entdo chamamos ¢ de isotopia ambeintal de X; para X5. Dizemos
que a isotopia ® : M x [0,1] — M é relativaa N C M quando ®,(z) = x para todo z € N
etel0,1].

Definicao 2.21 ([Dur74]) Consideremos duas estruturas “open book” (simples) (K, ¢;),
j = 1,2, sobre uma (2n+1)-variedade M fechada. Uma isotopia estruturada entre (K1, ¢1)
e (K3, ¢2) é uma isotopia ambiental ® de K para K tal que ®;(K;) = K, e o diagrama

Q1| -k
-

M — K, M — Ky
1\ 2
Sl
comuta. Quando existe uma isotopia estruturada entre (K7, ¢1) e (Ks, p2), dizemos que

elas sao estruturalmente isotopicas ou isotopicas como “open book”.

Observagao 2.22 Se duas estruturas “open book” (K7i,¢1) e (Ka, ) sobre M sao
estruturalmente isotépicas pela isotopia ®, entao ®q, : H,(F;) — H,(F») estabelece
uma equivaléncia de seus sistemas de invariantes (veja Definigao [2.18) para n > 3, onde

F) e F, sao péaginas tipicas de (K71, ¢1) e (K, ¢2) respectivamente.

Definigao 2.23 Se (M, K, ) é uma “open book”, denotaremos a classe de equivaléncia

do sistema de invariantes associado por
S<M7 K7 90> = {HTL(F)a QF; ap, Z.F*? FF}u

que representa um elemento de A(M), onde F' é a pagina tipica da (M, K, ).
Quando M estd obvia segundo o contexto, o sistema de invariantes podera ser denotado
também por S(K, ¢).

Observemos que a aplicacao

S : {estruturas “open book” simples sobre M}/~ — A(M)

13

é uma aplicacao bem definida, onde “~” denota a equivaléncia pela isotopia estruturada.
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Capitulo 3
Critério de isotopia

Neste capitulo, demonstraremos que duas “open books” com sistemas de invariantes
equivalentes sao estruturalmente isotépicas.

No caso de estruturas “open book” sobre esferas, Durfee [Dur74] e Kato [Kat74]
provaram para n > 3 que existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto das
classes de isotopia de nés fibrados (estruturas “open book”) em S?"*! e o conjunto das
classes de congruéncia das matrizes unimodulares (sistemas de invariantes), obtida pela
associacao de no fibrado com o seu matriz de Seifert.

Note que, para n = 2, a forma de Seifert nao é suficiente para classificar os nés fibrados
de forma completa [Sae87].

Nosso objetivo neste capitulo é obter um critério de isotopia para estruturas “open
book” sobre uma (2n+1)-variedade (n—1)-conexa e fechada M que nao é necessariamente
uma esfera, para n > 4,n # 7, ou sobre uma (2n + 1)-esfera homoldgica racional (n — 1)-
conexa para n = 3,7. Observemos que uma (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada
M é uma esfera homoldgica racional quando H, (M) = 0.

O nosso citério de isotopia é enunciado como segue.

Teorema 3.1 Seja M uma (2n + 1)-variedade (n — 1)-coneza e fechada M com n >
4,;n # 7, ou uma (2n + 1)-esfera homoldgica racional (n — 1)-conexa com n = 3,7. Se
duas estruturas “open book” sobre M possuem os sistemas de invariantes equivalentes,

entao elas sao estruturalmente isotopicas.
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A demonstracao ¢é longa e requer varias etapas, que serao enunciadas e provadas na

forma de lemas.

Lema 3.2 Seja M uma (2n+1)-variedade (n —1)-conexa e fechada M comn > 4,n # 7,
ou uma (2n+1)-esfera homoldgica racional (n—1)-conexa comn = 3,7. Se duas estruturas
“open book” sobre M possuem os sistemas de invariantes equivalentes, entao suas pdginas

tipicas sao isotopicas em M por uma isotopia que preserva as orientacoes delas.

Demonstragao: Sejam F' e F' as paginas tipicas de duas estruturas “open book” que
apresentam sistemas de invariantes equivalentes. Denotamos a forma de Seifert, a forma
de interseccao e o invariante tangencial de “open book” associados a F' por I'p, QF e
ar respectivamente, e associados a F' por I'pr, Qp e ap respectivamente. Suponhamos
que ¥ : H,(F) — H,(F') é um isomorfismo que estabelece a equivaléncia entre os dois
sistemas de invariantes.

Decompomos H,(F) como sendo H,(F) = R(kerip,) & A, onde A =
H,.(F)/R(kerip,), e tomemos uma base {ej,...,e,} de H,(F) associada a esta
decomposicao de forma que {ey, ..., es}, s < r, formauma base de A e {es1,...,e.} forma
uma base de R(kerip,). Tomemos uma base de H,(F") como sendo {e] = U(ey),...,e. =
W(e,)}.

Usando a Observagao , efetuamos as decomposicoes em algas F' = D#"UhyU---Uh,
e /' =D Uh,U---Uh. de F e F' respectivamente em M, associadas com as bases
acima, onde hy, ..., h, e b, ... hl sao n-alcas coladas & 0-alga D" e D3" respectivamente
de forma simultanea (veja [Sma62]). Denotamos o n-disco que representa a alma de h; e
R por ¢; e ¢, respectivamente. Nas decomposi¢oes acima, podemos assumir que as 0-algas
D3" e D2" coincidem, incluindo as suas orientagoes e denotamos ambos por D?".

Desde que d¢; é uma (n — 1)-esfera mergulhada em dD?" que é uma (2n — 1)-esfera
com n > 2, ele borda um n-disco em dD?*" por [Hae61]. Empurrando o interior deste
n-disco para o interior de D?", podemos assumir que d¢; borda um n-disco em D?" cuja
interseccao com OD?" é exatamente dc;. Grudando este disco a ¢; ao longo de seus
bordos e suavizando, obtemos uma n-esfera mergulhada ¢; C F' representando a classe de
homologia e; € H,(F). Usando o mesmo argumento, obtemos uma n-esfera mergulhada

¢, C F' representando o elemento e, € H,(F'), parai=1,2,...,r.
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Agora usaremos o argumento de Levine [Lev70] para concluir que os links

ordenados {Jcy,...,0¢c,.} e {0c;,...,0c.} sao isotépicos em 9D** como segue. Temos
lk(c;, Oc;) = Qr(eie;5) e 1k(0c;,0c;) = Qi (e}, e;) (i # j), onde lk denota o nimero

de enlacamento em OD?**. Como WU preserva as formas de interseccdao, temos que
Qr(eiej) = Qr(¥(es), ¥(e;)) = Qp (e, €;). Logo lk(dc;, dc;) = lk(dc;, dc;) para todo
i # j. Mas temos n > 2, o que implica que {0cy,...,0¢.} e {0c),...,0c.} sdo links
isotépicos em dD?*". Portanto, assumiremos que d¢; = O¢; para todo i.

Antes de continuar a demonstracao, precisamos do resultado abaixo.

Lema 3.3 Euxiste uma isotopia ambiental de M relativa a D*", levando ¢, a ¢, para todo

k=1,...,r.

Demonstragao: A isotopia das almas das algas é obtida por inducao sobre k.

Suponhamos que ¢; ¢ isotépica a ¢; em M — Int D*" relativamente aos seus bordos para
i=1,...,k—1. Assim, assumiremos que ¢; = ¢, para todo ¢ < k. Além disso, podemos
assumir que ¢, N ¢, = deg = Oc).. Estamos tentando mostrar que existe uma isotopia de
cr para ¢, relativa a D*"Ucy U---Ucy_;.

Inicialmente, observemos que ¢, e ¢, representam a mesma classe de homologia em
H,(M). Assim, ¢, Uy, (—c},) representa uma classe que se anula em m,(M — Int D?") =
(M) = H,(M) e conseqiientemente, ¢, e ) sao homotépicos relativamente ao bordo
em M — Int D?*". Pelo “engulfing theorem” [HZ66], podemos assumir que c; Uge, (—c},)
esta contido em vizinhanga tubular de um ponto. Desta forma, ¢, Us., (—c},) poderd ser
pensado como uma n-esfera mergulhada num (2n+1)-disco contido em M —Int D?", n > 2,
o que implica que ¢ Ug,, (—¢}.) borda um (n + 1)-disco D}, mergulhado em M — Int D*".

Através de uma isotopia relativa ao bordo, podemos modificar D;, de forma que ele
intercepta ¢; U - - - U ¢;_1 transversalmente em um numero finito de pontos. Como Dy, é

um disco com bordo ¢ U —¢},, podemos construir uma isotopia H : D™ x [0,1] — M tal

que
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e Hlm prxjoa) : Int D™ x [0, 1] — M é um mergulho.

Modificando H, se necessario, podemos supor que para cada t, H(D" x {t}) intercepta
Ui<r ¢; 10 maximo em um unico ponto (veja Figura . Além disso, podemos modificar
de forma que a interseccao de H (D™ x {t}) com U; ;< ¢; ocorre apenas para ¢t € (0,1/2)
e a intersec¢ao com Jy ;- ¢; ocorre apenas para t € (1/2,1). Enumeramos os valores ¢
tais que H(D" X {t}) N (Ujcr i) # 0 de formaque 0 <t < -+ <1, <1/2 <ty <+ <

ty < 1.

Figura 3.1: Isotopia inicial de ¢ para ¢}

Para n = 3,7, estamos assumindo que M é uma (2n + 1)-esfera homolégica racional
(n—1)-conexa e nao precisaremos analisar o caso de ¢ < s. Para outros casos, precisaremos

do seguinte resultado.

Lema 3.4 Paran > 4,n # 7, podemos modificar H acima de forma que H(D"™ x I) ndo

intercepta ¢; para i < k,i < s.

Demonstracao: Comoi < s, e; ¢ um elemento da base de A. Logo, ip.(e;) é um elemento
primitivo de H,, (M), pois ip.|a : A = H,(M)/7 H,(M) é um isomorfismo pelo Lema [2.5]
onde T H, (M) é a parte de torgao de H,(M) e H,(M)/ T H,(M) é a parte livre de H,,(M).
Conseqiientemente, pela dualidade de Poincaré, existe é; € H,11(M), 1 < i < s, tal que

Qum(éi,ip(ej)) =6;; (1<i<s,1<j<r), onded; =1,d; =0parai##j, e Qy denota
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a forma de interseccao de M. Como n > 4, temos que o homomorfismo de Hurewicz
Tnt1(M) — Hp1(M) é sobrejetora (veja [Hub9, Chapter X, Theorem 8.1]) e podemos
representar ¢; por uma (n + 1)-esfera mergulhada ¢; em M [Wal63| Hae61]. Além disso,
como H, (M — D*") = H, (M) pelo isomorfismo induzido pela aplicagao de inclusao, tal &
pode ser escolhida em M — D?", e usando o truque de Whitney [Whi44, Mil65], podemos
supor que ¢; Ne¢; =P parai # j (1 <i<s,1<j<r)e¢ intercepta transversalmente a
¢; em um tunico ponto.

Para cada [ com 1 < [ < p, seja 3, uma curva mergulhada em ¢; que liga o ponto
H(D™ x {t;}) N¢; em D), N¢; com o ponto ¢ N ¢, tal que 7 intercepta D, N (U;j<kc;) em
um unico ponto do extremo de ;. Efetuando a soma conexa de Dj, com ¢; ao longo de 7,
usando a orienta¢ao adequada para ¢;, podemos eliminar a intersecgao de H (D" x {t;}) com
¢;. Usando o truque de Whitney, podemos eliminar as intersecgoes de ¢, ¢}, com ¢;(i < k).
Colocando ¢; na posicao transversal a D), através de uma isotopia, podemos supor que Dy,
e ¢; interceptam ao longo de alguns circulos mergulhados. Além disso, podemos assumir
que estas intersec¢oes ocorrem em H (D™ x (0,t1/2)). Como ¢ é uma (n + 1)-esfera
mergulhada que nao intercepta H (D" X [t; —¢€, t;+¢]) para € > 0 suficientemente pequeno,

podemos modificar H sobre D™ x [t; — ¢,t; + €] de forma que H(D™ x [0,1]) é a soma

/2RNEARY

Figura 3.2: Obtendo a isotopia relativa a c¢;

conexa descrita acima (veja Figura (3.2)).

D

Repetindo este processo para l = 1,...,p, podemos eliminar a intersecgao de H (D™ x
[0,1]) com ¢, < k,i < s. Isto conclui a demonstracao do Lema (3.4 n

Voltemos para a demonstracao do Lema |3.3]
Caso k < s, ja temos a isotopia desejada.

Caso k > s, temos que eliminar a interseccao de H(D™ x [0, 1]) com ¢; para s < j < k.
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Para isso, notemos que ¢;, e, € R(kerip,) e ¢, e, € R(kerip.,) pela nossa convengao de
indices.

Seja D} = H(D™ x [1/2,1]). Entao D} continua sendo um (n + 1)-disco mergulhado
em M — Int D*". Observemos que ¢; N¢; = () para i # j e logo H(D™ x [0,1/2]) continua
nao interceptando ¢;. Assim, o nimero de intersecgdo de D} com c¢; é igual ao nimero
de intersecgao de H(D" x [0,1]) com ¢;, o que ¢é igual ao nimero de enlacamentos entre
OH (D™ x[0,1]) = ¢, Uae, (—¢},) € ¢;, onde ¢; é a n-esfera mergulhada em F' correspondente

a ¢j. Além disso, temos

Ik (cp Uoe, (=ci),¢5) = k(e U (=), ¢)
= Ik(v'e, ¢) — k(v1E, 7))

= T'r(ex,e;) —Tr(e),€)) =0

pela nossa hipétese, onde ¢; = ¢;, ¢ e ¢ sao as n-esferas mergulhadas em F' e F’
correspondentes a ¢y e ¢}, respectivamente, e v e 't sdo pequenas translagoes nas diregoes
normais positiva de I’ e F’ respectivamente.

Como o nimero de interseccao algébrica de Dy e ¢; é nulo, podemos usar o truque de
Whitney [Whid4! [Mil65] para remover a intersec¢ao de D) com ¢; para todo j com s < j <
k, através de uma isotopia de Dy relativa ao bordo em (M — D*™Uc U---Ucp_1)Udcy.
Como D} é um (n + 1)-disco, podemos modificar a isotopia H em D™ x [1/2, 1] de forma
que H(D™ x [1/2,1]) = D{.

Assim, temos uma isotopia H : D" x [0,1] — (M — D** Uc; U---Ucp_1) Uy, de ¢y
para ¢, relativa a dD" x [0, 1]. Entao, pelo teorema da extensao de isotopia [Hir76], existe

uma isotopia ambiental de M, relativa a D?*" Uc; U -+ - U ¢y levando ¢ para ..

A composicao sucessiva da isotopia ambiental acima para k = 1,...,r nos fornece a
isotopia ambiental de M relativa a D?*" que leva ¢, para ¢,

Isto completa a demonstracao do Lema |3.3] [

Retomamos a demonstragao do Lema[3.2] Agora mostraremos que existe uma isotopia
que leva as algas h; em A para todo i. Como as almas s@o isotépicas pelo Lema ,
podemos assumir que as almas das alcas de F' e F’ coincidem e para cada 7, as alcas h; e

R, sdo mergulhadas como sub-fibrados no mesmo fibrado em discos que é uma vizinhanga
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tubular N(c¢;) associada ao fibrado vetorial normal de ¢; em M. Entao h; e hl sado
determinadas pelos seus campos (unitarios) normais positivos v; e v} respectivamente,
ao longo de ¢; em N(¢;).

Notemos que dois mergulhos h; e h; sao isotépicos como sub-fibrados relativamente a
h; N D* = 1N D*", se e somente se v; e v; sio homotdpicos relativamente a dc;.

Como v; e v} coincidem ao longo de J¢;, podemos grudé-los, obtendo um campo de
vetores ¥; sobre a n-esfera ¢; Us,, (—¢;) obtida como uniao formal. Dada uma trivializacao
do D"*"'-fibrado N(c¢;) Uge,xpn+1t (—N(¢;)), a classe de homotopia de ¥J; determina e é
determinada unicamente por um elemento de m,(S™). Mais ainda, v; é homotdpico a v,
relativamente a Oc; se e somente se ¥; se anula como um elemento de m,(S™). Como
ap(e;) — ap(e)) é a aplicac@o caracteristica do sub-fibrado determinado pelo campo de
vetores normais v;, temos que 09; = ap(e;) — ap(e)) = 0, pelo Lema e a nossa
hipotese.

No caso de n par (n > 4), temos que 0 : 7,(S") — m,-1(SO(n)) é injetora pelo
Lema m Entao ¥; = 0 e conseqiientemente, h; e h, sdo isotdpicas relativamente a
h; N D* = 1), N D*".

No caso de n impar, n > 3, procedemos da seguinte forma.

Inicialmente, observamos que
Tr(ese) — Dpi(e, ef) = U € mo(S™) 2 Z

para todo i > s (e; € R(kerip,), €, € R(kerip.,)). Para verificar isto, relembramos

', el) sao numeros de enlagamento de ¢; e suas translagoes através

que I'r(e;,e;) e Tpi(el, el
de v; e v} respectivamente, onde 7; e v, sdo extensoes ébvias de v; e v, sobre ¢ = ¢,
respectivamente. Como v; € 7,(S™) é a diferenga entre esses dois campos de vetores,
temos que ['r(e;, e;) — I'pi(el, el) = 0.

Como as formas de Seifert coincidem pela nossa hipétese, temos que 1; = 0. Assim,
os campos de vetores normais v; e v; sdo homotépicos relativamente ao bordo para i > s
e conseqiientemente, a alca h; é isotépica a k! relativamente a h; N D** = b’ N D*" para
estes valores de 7.

Para n = 3,7, estamos assumindo que M é uma esfera homoldgica racional, o que

implica que H,(F') = R(kerig,), e ndo precisamos preocupar com o caso de ¢ < s. Logo,
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h; e h, sao isotdpicas relativamente a h; N D** = h} N D*".

Agora resta apenas o caso de n impar, n # 3,7.

Para provarmos que a alga h; é isotépica a h/ relativamente a h; N D?** = hi N D*"
no caso de ¢ < s, lembramos que Imo0 = Z,, para n impar e n > 5,n # 7, onde
9 : mp(S™) = mr—1(SO(n)) é 0 homomorfismo de bordo (veja Lema [1.14)).

Como os invariantes tangenciais de F' e F’ coincidem, temos que 09; = 0. Logo
U; € m,(S™) é um muiltiplo de 2. Para completar a demonstracao do Lema 3.2} precisamos

do seguinte resultado.

Lema 3.5 Quando n € impar, n > 5,n # 7, para cada i < s, existe uma isotopia
ambiental ® de M relativa a D*™ Uhy U---Uh;_1 Uhi U---Uh, tal que a diferenca
entre os campos associados a h; e ®1(h;), denotada por O;, representa o elemento 2 em

T (S") = Z.

Demonstracgao: Consideremos esferas mergulhadas ¢; e ¢; representando os elementos
e; € Hy(M) e o seu dual é; € Hy (M) tais que ¢; Ny =@ parai # j, 1 < j<reg
intercepta transversalmente a ¢; em um unico ponto, como discutido na demonstracao do
Lema Denotamos ¢; N ¢ = {p}.
Consideremos a vizinhanca tubular N(¢;) associada ao fibrado normal de ¢; em M, e
a fibragao 7 : N(¢;) — ¢;. Considere uma vizinhanga D, = D} x D! de p em ¢;. Entao
podemos identificar 77!(D,) como sendo 7' (D,) = D} x D' x Dy C R" xR x R", onde
D7, D' e Dy sdo discos unitédrios, e podemos supor que 7 '(D,) D ¢; N N(¢;) de forma
que 7 1(D,) = D} x D' x Dy e ¢; N N(¢;) = {0} x {0} x Dy (veja Figura [3.3).
Agora identificamos D™ com D§ U S™1 x [0,1] U S"™! x [1,2], onde D¥ ¢ um disco
unitdrio e D = 5™~ x {0}. Definimos o mergulho
n:D"=DyUS" ! x[0,1]US" ! x[1,2] = D} x D' x Dy =7"1(D,) C N(¢&)
por
n(x) = (,0,0) (z € D3),
n(x,t) = (x,0,txr) ((z,t) € St x [0,1]),
n(z,t) = (2 —-1t)z,0,z) ((z,t) € S*1 x[1,2])
seguida de uma suavizacao. Entdo 1 determina um mergulho tal que n(9D") = n(S"~! x

{2}) = {0} x {0} x 9Dy (veja Figura[3.4).
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Ci
-1
T (Dp)
Dy
Dy
Figura 3.3: Vizinhanga de ¢; N N(¢&;)
n(D")

Figura 3.4: Alterando ¢; N N(¢&;)
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Se d = ¢; — (¢; N N(é)) Un(D™), entdo d é difeomorfo a ¢;. Além disso ¢; e d séo
isotépicos em M relativamente a D** Uh;U---Uh;_y Ul U---Uh,. Assim, assumimos
que d ¢é a alma da h;. Consideremos A = n(D%) = D} x {0} x {0}, entdo A =dN¢; C ¢é;.

Como A é um disco de codimensao 1 em ¢ = S™! existe uma estrutura “open
book” trivial (veja Definigao tal que A é uma pagina tipica. Denotamos a familia
de difeomorfismos a um parametro em ¢; associada a esta “open book” por {;}iejo1-
Entao v, : ¢; — ¢ satisfaz vy = id e 14|spa = id para todo ¢, onde “id” denota a aplicagao
identidade. Definimos d; = d — A U 14(A) para t € R. Entdo d; determina uma isotopia
dedem M — (D*UhyU---Uh;_;Uhg U---Uh,) que pode ser estendida para uma
isotopia ambiental ® : M x [0,1] — M relativa a D** Uhy U---Uh;_y Uhiy1 U---Uh,,
pelo teorema da extensao de isotopia [Hir76].

Agora, a isotopia ® leva a alca h; com alma d numa alca h; cuja alma também é d.
Consideremos a diferenca entre os campos de vetores normais a d determinando hi e hi
que denotaremos por #. Entao 6 é trivial fora de N(¢;)Nd e podemos supor que a diferenga
existe somente em S"~! x [0,1] = n(S™""! x [0,1]). Neste trecho, 6 representa a “tor¢ao”
do campo produzida pela isotopia ®. Como ® é obtida como extensao de d;, observemos
que ® produz uma rotagao em torno de S"7! x {0} € R™ x R. Assim, para absorver
a “torcao” em S"' x [0,1], O]gn-14jo1] efetua uma rotacdo em torno de S"~' x {t} na
medida que ¢ € [0, 1] aumenta até completar uma volta em ¢ = 1 (veja Figura [3.5).

d = d1 = (I)l(d)

i d campo normal
4 *f
N \ M\ \

@\\\\\\“§

A
FT VL L

ﬂ

fluxo da rotagao induzida pelo ®

Figura 3.5: A mudanca de campo normal pela acao de isotopia ®
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Assim, 0 é definido como sendo
0:DyuUS" !t x[0,1]uDE=S" - S"CR" xR x {0}
por

6(u) = (0,1,0) € R" x R x {0} (u € DY),
f(v) =(0,1,0) € R" x R x {0} (v e DY),
O(x,t) = (sen(27t)z, cos(27t),0) € R" x R x {0} ((z,t) € S"1 x [0,1]),

onde S" 1 = JA. Observemos que o espago normal de S" ' = A C R" x R x {0}
em ¢ = S™ no ponto z é determinado por (z,0,0) e (0,1,0). Agora vamos provar o

seguinte lema.
Lema 3.6 O grau da aplicagao 6 acima é —2 para n impar e 0 para n par.

Demonstragao: Notemos que o grau de uma aplicagao pode ser determinado como sendo
a soma dos indices dos pontos da imagem inversa de um valor regular. Consideremos o
ponto

qg=1(1,0,...,0,0,0) € S" C R" x R x {0}.
N————

Entao, pela definicao de €, temos que

07" (q) = {p1,p2} € 5" x [0,1],

onde p; = (1,0,...,0,}1) e Py = (—1,0,...,0,2).
—_——— —_———

Agora consideremos
do,, : 1, S™ — 1,5,
db,, : T,,S™ — T,S™,
onde df denota a aplicacao tangente de 8, e T'S™ denota o espago tangente de S™. Podemos
escolher uma orientagao em S™ tal que se (1, ..., x,) et sdo coordenadas de R"x {0} x{0}

e {0} x R x {0} respectivamente, entao

) o 9 « : .
{505+ 50 501 € a base orientada de T, 5™,

) o _ 9 91 - n
{3052 75—+ — 72 51} ¢ a base orientada de T, 5",

{8%2’ o %7 %} ¢ a base orientada de T,5",
n
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onde ai é normal a S™ em p; e po. O sinal de ;2 em T,,S™ é devido ao fato de
1 Oxn P2

(=1,0,...,0) € S"7! x {0} ser o ponto anti-podal de (1,0,...,0) € S** x {0}.

Usando as bases acima, temos a forma matricial

I,—+ O
df,, = )
0 —2r
onde I,,_; é a matriz identidade (n — 1) x (n — 1), e conseqiientemente, det df,, = —2.

Logo p; é um ponto regular de indice —1 para 6. Da mesma forma, temos a forma

matricial
—in-2 0 0
d9p2 - 0 1 0 )
0 0 27

onde I,,_» é a matriz identidade (n —2) X (n — 2), e detdf,, = (—1)""?27. Logo ps é um
ponto regular de indice (—1)"~2 para 6. Como todos os pontos de §71(q) sdo regulares, o

n—2

grau de 6§ é a soma dos indices dos pontos de 671(q) que é (—1)""2 —1. Assim, concluimos

a demonstracao do Lema [3.6] [ ]

Pelo lema acima temos que a isotopia construida altera o campo normal associado por
—2 como elemento de 7,(S™) = Z, o que significa que também existe uma isotopia que

altera por 2. Isto completa a demonstracao do Lema |3.5] [

Voltamos a demonstracao do Lema [3.2] no caso de n impar, n # 3, 7.

Pelas aplicacoes sucessivas das isotopias relativas a D** UhyU---Uh;_1Uh; 1 U---Uh,
dadas pelo Lema , podemos ajustar v;(1 < i < s) de forma que ¥; determinado como
diferenca entre v; e v, corresponde ao elemento nulo de m,(S™). Assim, h; e h} sdo

isotopicas em
(M= (D*™Uhy U+ Uhiy Uhga U+~ Uh,)) U (h; 0 D)

relativamente a h; N D?** = b’ N D?" para todo i < s. Isto completa a demonstragao do

Lema n

Observacao 3.7 Na demonstracao do Lema [3.2) F' e F’ nao precisam ser paginas de
“open book”, desde que sejam homotopicamente equivalentes ao buqué de esferas de

dimensao n, e ip, € i, sejam sobrejetoras. Assim, o lema fornece um critério de isotopia
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de dois mergulhos orientados de 2n-variedades homotopicamente equivalentes ao buqué
de esferas de dimensao n numa (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada, tal que as

aplicacoes de inclusoes induzem epimorfismos no nivel de homologia.

Lema 3.8 Duas estruturas “open book” sobre M com pdginas tipicas isotopicas Sao

estruturalmente isotopicas para n > 3.

Demonstragao: O argumento de Durfee [Dur74] para nés fibrados simples sobre S?"1
funciona sem problemas para este caso. Devido a importancia da sua técnica, repetimos
a sua demonstracao. Pela hipdtese, podemos assumir que as paginas tipicas F' e F’ de
duas estruturas “open book” coincidem. Entao as “bindings” coincidem e sera denotada
por K.

Consideremos £ = M — N(K), onde N(K) é a vizinhanca tubular de K em M como
na Defini¢ao [L.1], e sejam ¢, : £ — S' e oy : £ — S os fibrados correspondentes as duas
estruturas “open book”. Como F' e F’ coincidem, inclusive com as orientacoes, tomamos
mesmas vizinhancas tubulares de K para as duas fibragoes. Observando que a trivializacao
da vizinhanca tubular de K ¢é tinica a menos de isotopia, por K ser simplesmente conexa,
podemos assumir que 1|gr = p2|op. Denotando FNE e F' N E por F e F' de novo
respectivamente para simplificar, temos que F' = ¢;'(0) e F’ = 5 '(0). Consideremos
a vizinhanga fechada J C S' = R/Z de 0. Entao, pela unicidade da vizinhanga tubular
de F = F’ em E, podemos supor que N(F) = o7 (J) = ¢35 (J) e ¢1|nr) = @2|ne) -
N(F) — J. Agora consideremos £/ = E — N(F) e as duas fibracdes ¢} = o1|p :

E — St—J=10,1¢e ¢y = | : B/ — St —J =[0,1], entdo ¢ |orr = ©4lor (veja
Figura. Agora observemos que todas as fibragoes sobre [0, 1] sdo triviais, o que implica
que existem trivializagoes g, : B/ — F x [0,1] e go : E' — F x [0, 1] tais que o diagrama

E 2 Fx[0,1]

© N\ D

[0,1]
comuta para j = 1,2, onde p denota a projegao candnica no segundo fator. Como ¢/ |sp =
©h|omr, podemos supor que g; ' |rxfoy = 65 |Fxioy € 91 orxpa) = 93 orx(o.-
Logo g1 o g5 fornece uma pseudo-isotopia de F x I que é identidade sobre

(F x {0})U(OF x I), onde I = [0,1] é o intervalo. Como n > 3, pela versao relativa
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/

1, P2 190'17%02

0 ST—J=10,1]

Figura 3.6: Recortando E ao longo da vizinhanca de F' = F’

do teorema do pseudo-isotopia de Cerf [Cer70], ela é isotépica, como pseudo-isotopia
relativa ao (F' x {0}) U (OF x I), a uma isotopia que nao é necessariamente identidade
sobre F' x {1}, pois g1 0 g5 | Fx{1} nem sempre ¢ identidade. Isto significa que existe uma
isotopia ambiental H : (F x [0,1]) x [0,1] — F x [0,1] de F' x [0,1] tal que Hy = id,
Hilpxgy = 10 gt e Hy|(pxopuarxo,)) € a aplicacdo identidade para todo t € [0, 1],
onde H; : F x [0,1] — F x [0,1],t € [0, 1], é dado por Hy(x,s) = H((x,s),t).

Definimos a aplicacdo H : E' x I — E’ como sendo H(x,t) = g5 ' (H(ga(x),t)). Entao,
Ho = id e ¢h o Hi|lpxpy = whogstogi =pog =, onde H,: B/ — E',t €[0,1], é
dado por Hy(z) = H(x,t). Além disso, H, é identidade sobre OE’ — g5 '(F x {1}). Como

Ho = id, temos que H,| a5 (Fx{1}) é isotopico a identidade para todo t e conseqiientemente
podemos estender ‘H para E'U (F x [0, 1]) tais que ele seja identidade sobre o seu bordo e
leva F'x {7} em F x {7}, onde F x [0,1] é a vizinhanca colar de g, *(F x {1}) em ¢5*(J).
Logo podemos estender H para uma isotopia sobre E de forma que seja identidade sobre
OF, o que permite estender ainda para uma isotopia sobre M. Devido a propriedade do H
original, temos que 9 0 Hi|g = ¢1 e conseqiilentemente, H é uma isotopia entre ¢ e .
Portanto, as duas estruturas “open book” sao estruturalmente isotépicas. Isto completa

a demonstragao do Lema [3.8] n
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Demonstragao do Teorema Segue dos Lemas [3.2] e |

Observagao 3.9 A condicao adicional de M ser uma (2n+ 1)-esfera homolégica racional
(n — 1)-conexa para n = 3,7 no Teorema ¢ devido aos Lemas e utilizados na
demonstracao do Lema 3.2l na qual utiliza a relacao entre a forma de Seifert e o invariante
tangencial (item da Definicao que nao existe paran = 3,7. No caso de n = 3,
ainda existem problemas de representacao esférica dos elementos de H,,1(M) durante a
demonstracao do Lema [3.4] usado no Lema (3.2}

Nao sabemos se o Teorema [3.1] vale para n = 3,7 sem as informacoes adicionais.
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Capitulo 4
Realizacao

Neste capitulo, provaremos que cada sistema de invariantes “open book” pode ser
realizado através de uma estrutura “open book”. Isto quer dizer que, dado um sistema
de invariantes § € A(M), existe uma “open book” (M, K, p) tal que S(M, K, ) = 3,
onde S(M, K, ¢) denota a classe de equivaléncia do sistema de invariantes “open book”
associado a (M, K, ¢) (veja Defini¢ao [2.23)). Esta construgao é feita em duas etapas. A
primeira delas é a construcao de uma subvariedade de codimensao 1 que realiza o sistema
de invariantes, e a segunda ¢é a prova de que esta subvariedade é a pagina de uma estrutura

“open book”.

Proposicao 4.1 Seja s = {G,Qq, ag,ia,L'c} € A(M) um sistema de invariantes “open
book” sobre M, onde M €é uma (2n + 1)-variedade (n — 1)-coneza e fechada com n > 3.
Entao existe um mergulho de uma 2n-variedade compacta F' em M homotopicamente

equivalente ao buqué de n-esferas tal que o sistema de invariantes associados a F' seja s.

Demonstragao: Seja {e;}/_; com r = rank G, uma base de G tal que {es;1,...,e,} seja

uma base de R(kerig), 0 < s <r. Consideremos o “complexo basico”
V= DU U Uy,

onde 7} = D™ é colado a dD*" usando os mergulhos dv; < dD*" de forma que dv;Ndv; = )
e lk(dv;, 07;) = Qal(ei, e;) para i # j, o que é possivel por ter n > 2.

Como n > 2, podemos mergulhar V' em D***! C M.

Observemos que cada elemento ig(e;) € H, (M) = m,(M) pode ser representado por

uma n-esfera mergulhada em M — D**1 desde que n > 1 [Hae61l, [Wal63].
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Agora efetuamos a soma conexa dentro de M — D?" da n-esfera correspondente a
ig(e;) com o v, do V'  para cada i = 1,...,r. Denotamos o C'W-complexo assim obtido

por V. =D* U~ U---U",, onde v; corresponde a 7, em V' (veja Figura .
representante de ig(e;) @ p
@ Vi D

,\/{

[ )

VAV 4

Figura 4.1: O “complexo base” V mergulhado em M

Agora seja v; um campo de vetores normais nao nulos sobre ;. Entao v; restrito a
07; representa um elemento de m,_1(S™) = 0 e logo, é homotdpico ao campo de vetores
normais sobre 0v; determinado como sendo a restricao do campo de vetores normais nao
nulos sobre D?". Assim podemos assumir que v; é normal a D?" sobre dv;. Este campo
normal determina uma n-alga h; = v, x D™ C N(v;) cujaalmaé~;,i = 1,...,r, onde N(v;)
¢ a vizinhanca tubular de v; em M, formando uma 2n-variedade F = D** Uhy U---Uh,
mergulhada em M (veja Figura . Note que F' é homotopicamente equivalente ao
buqué de n-esferas e H,(F) = G pela identificacao de e¢; € G com o elemento de H,,(F)
correspondente a ;. Usando esta identificagdo, temos que ip, = ig : H,(F) = G —
H,(M). A partir de agora, assumimos que a forma de Seifert e a forma de intersecgao
estao representadas matricialmente em relacao a base {e;}/_; de G = H,,(F).

A matriz de interseccao fora do diagonal coincide com a matriz de enlagcamento de
{07:}i_;. No caso de n fmpar, o diagonal da matriz de intersec¢do é sempre nulo por
ser (—1)"-simétrica, o que implica que a forma de interseccao de F' coincide com Q.
Quando n é par, observamos que os diagonais das matrizes de interseccao sobre G e
H,(F) sao unicamente determinados pelos invariantes tangenciais sobre os elementos

da base (item da Definicao e Lema [1.15). Logo, seguiremos para ajuste dos

invariantes tangenciais.
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Figura 4.2: Campo normal sobre ~; determinando h;

Sem distinguir o caso de n ser par ou impar, observemos que a n-alca h; de F' ¢é
determinada unicamente pela classe de homotopia do campo de vetores normais v; sobre
a sua alma ;, a menos de isotopia. Se substituirmos h; por fzi, onde h; é determinada
pelo campo de vetores normais v; sobre ; tal que v; e ¥; coincidem sobre 0;, entao um
elemento 9; € m,(S™) é determinado como sendo a diferenca entre v; e ¥;. Notemos que,
dado m € m,(S™) = Z, sempre podemos obter 7; tal que ¥; associado representa m, pois
a associacao entre as classes de homotopia de secoes nao nulas de D"*! x S — S™ com

0 m,(S™) = Z ¢ biunivoca.

Definicdo 4.2 Um “twist” de h; por m € Z é a substituicdo de h; por h; tal que ¥; = m
em 7,(S") = Z.

Como discutimos na demonstracao do Lema (veja a pagina , 019; é a diferenca

entre os invariantes tangenciais associados a h; e h; pelo Lema , onde 0 ¢é o
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homomorfismo de bordo da seqiiéncia exata
s (8™ - 1,1 (SO(n)) 5 1 (SO + 1)) —> - -

associada a fibragao SO(n) — SO(n + 1) — S™.

Como o invariante tangencial ap de F' e o invariante tangencial ag que é desejado,
sdo compativeis com o invariante tangencial de M, a diferenga ag(e;) — ar(e;) estd em
keri, = Im0. Entdo existe um elemento m € 7,(S™) tal que Om = ag(e;) — ap(e;).
Assim, usando um “twist” de h; por m, podemos anular esta diferenca. Logo, podemos
assumir que ap = ag sobre todos os elementos da base. Como j4 foi discutido, ar e ag
determinam os diagonais das formas de interseccao para n par e conseqiientemente, temos
Qr = Qa-

Como af e ag coincidem sobre os elementos da base e Qr = (¢, a formula de adicao
(Observacao para ap e item da Definicao m para ag) implica que ap = ag
sobre H,(F) = G.

Pelos argumentos acima, podemos supor que F' realiza todos os invariantes exceto a
forma de Seifert. Inicialmente, ajustaremos o diagonal da matriz de Seifert. No caso de
n par, temos que 2l'g(e;, €;) = Qale;, €;) (item da Definicao e 2p(e;,¢;) =
Qr(e;, e;) (Lema para s < i < r. Como Qg = QF, o diagonal da matriz de Seifert de
F' coincide com o de G.

Quando n = 3,7, observemos que
Tales,e;) — Tr(e,e) =bules, e;) —by(ese;)) =0 (mod 1)

para s < ¢ < r, devido ao item da Definicao e o item do Lema [2.14]

Conseqiientemente, I'g(e;, e;) e 'p(e;, €;) difere por um inteiro e logo, podemos ajustar

usando “twist” associado a esta diferenga. Como m,_1(SO(n)) = 0 para n = 3,7
(veja Lema [1.14]), sempre teremos o = 0 = ap e conseqiientemente, o invariante

tangencial nao é alterado.

Quando n é fmpar (n > 5,n # T7), observemos que R(kerig) = R(kerip,) pela
identificacdo iy, = ig. Temos que qu(ic(e;)) = Tale, €)+d(ac(e;))  (mod 2) (item [d(d)
da Definigao [2.15) e o qu(irs(e;)) = (e e) + ¢(ar(e;)) (mod 2) (item do

Lema |2.14)) para s < i < r por n > 5,n # 7. Como os invariantes tangenciais coincidem,
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temos que

FG<€i7 61') — FF(ei, ei) =0 (mod 2)

e conseqiientemente, I'g(e;, €;)—T'r(e;, €;) = 2m param € Z. Agora efetuemos um “twist”
da alca h; de F' correspondente a e; por 2m. Como I'r(e;, €;) é o nimero de enlagamento
entre a translagao do n-ciclo E; que representa o e; na dire¢cao normal positiva de F' com o
E;, o “twist” por 2m efetua uma mudanga de 2m em I'r(e;, €;) por alterar o campo normal
exatamente por 2m. Assim, apés o “twist”, podemos assumir que I'g(e;, e;) = T'r(e;, €;).
Notemos que a alteragao no ap(e;) pelo “twist” acima é 9(2m) = 2(0m) = 0 em Im 0 = Z,
por n ser impar, n > 5,n # 7 (veja Lemas e . Assim, o invariante tangencial
nao sera alterado durante este processo.

Desta forma, podemos assumir que o diagonal da matriz de Seifert de F' e G coincidem,
independente de n ser par ou impar. Para completar o ajuste da forma de Seifert, usamos

o método de Kervaire [Ker65] como segue.

Pelo item da Definigao e o item|(1) do Lema[2.14] temos que I'¢ —I'r é uma
matriz inteira (com diagonal nulo). Agora, pelo item da Definigao e Lema [2.9]
temos que

(g —Tp)+ (-1)" - 'Te—Tr) = (-1)"(Qc — Qr) =0,

onde ‘A denota a matriz transposta de A. Logo, I'¢ — 'r = (=1)""' X + X para alguma

matriz inteira X = (z;) tal que x;; = 0.

s+1<i,j<r

Como n > 3, 9v; é um né trivial em 9D?", onde D?" é a 0-alca na decomposicao
F=D"Uh U---Ubh,.

Logo d; borda um n-disco em 0D?". Colando este n-disco a 7; ao longo de seus bordos,
obtemos um n-ciclo em F' representando o elemento e; € H,(F'). Denotemos este n-ciclo
por 7;.

Daqui em diante, consideremos s < i,j < r. Seja D; um pequeno (n + 1)-disco
em M transversal ao ;, interceptando em um tnico ponto no interior. Tomemos o D;
suficientemente pequeno de forma que D; nao intercepte 7; para ¢ # j e também que
tenha D; N D; =0 (i # j). Orientemos o D; de forma que 1k(¥;,0D;) = ;5,5 <i,j <,
onde 0;; = 1 e ;; = 0 para 7 # j.
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Agora consideremos um D™-fibrado trivial N(0D;) = 0D; x D™ que é uma vizinhanca
tubular de 0D, num 2n-disco contendo D; no seu interior. Podemos escolher N(0D;) de

forma que nao intercepta a F' (veja Figura .

A

D.

J

N(OD;)

Vi

Figura 4.3: D"-fibrado trivial N(9D,)

Agora consideremos o h; = v; x D" e efetuamos uma soma conezxa fibrada ambiental
de N(0D;) e h; = ~; x D™ como segue.
Sejam D} C 0D; e Dj C +; pequenos n-discos tais que as fibragoes N(9D;) e h;

restritas a tais discos sejam triviais. Substituimos o h; = v; x D" por
(i —Int DY) x D" U (0D; — Int D)) x D",

onde a uniao ¢ feita da seguinte forma. Consideremos a vizinhanga tubular [0, 1] x D™ x D™
de uma curva mergulhada que liga os pontos centrais de D} e D;’ e suponhamos que
{0} x D" x {0} = D} e {1} x D" x {0} = D respectivamente. Agora identificamos
{0} x 57t x D™ e {1} x S*7' x D™ de [0,1] x §™ x D" com 0D} x D" e 9D} x D"
respectivamente (veja Figura [1.4).

Com esta soma conexa fibrada, o n-ciclo associado a nova alga correspondente a e;
serd, 7;40D; (veja Figura [4.5).

Quando z;; > 1, efetuamos z;; vezes a soma conexa acima, mas tomemos cuidado de

utilizar D; transladado de forma que nao intercepte o anterior. Se x;; < 0, utilizemos o
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[0,1] x D" x D"

Figura 4.4: Efetuando uma soma conexa fibrada de h; e N(0D;)

Figura 4.5: Ajustando a forma de Seifert
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—D; em vez de Dj, e efetuamos a soma conexa |z;;| vezes. Quando z;; = 0, nenhuma
alteracao sera efetuada.
Com isso, o n-ciclo associado a alma da nova alga h; correspondente a e; é

Yi=% § 0D
j=s+1

Denotamos a variedade resultante por F', entdo para s + 1 < 1, 7 < r, temos que

Lileie;) = k(v 5:,9;)
= Ik <V+(”7¢ § zaxdDy),7y; f wﬂaDl)>

k=s+1 l=s+1

= kw3,%) + > zulk(™5,0D) + Y aulk(vTODy, ;)
l=s+1 k=s+1

+ Z Z xikle lk(V+8Dk,8Dl)

k=s+1l=s+1
Desde que Dy, sao escolhidos suficientemente pequenos, temos lk(0Dy,dD;) = 0 e como

1k(%;, 0Dy) = di1, temos que
Lilei,e;) = k(v 5:,%;) + 25 + (=1)" oy = Dp(es, e5) + (=1)" g 4 2 = ales, €;).

Observemos que ip,, a forma de intersecgao, e a estrutura fibrada de h; sdo mantidos
por esta operacao, o que significa que a forma de Seifert é o Unico invariante que sera

modificado. Logo F realiza todos os invariantes desejados. [

Agora provaremos que um mergulho de uma 2n-variedade homotopicamente
equivalente a um buqué de n-esferas que realiza um sistema de invariantes “open book”

¢ realizado como uma pagina de uma estrutura “open book”.

Definicao 4.3 [Qui79] Seja ' C M um mergulho de 2n-variedade F' com bordo numa
(2n + 1)-variedade M tal que o fibrado normal de F' em M ¢ trivial, entdao a vizinhanca
tubular relativa N(F') de F' pode ser pensada como F' x I C M. Dizemos que F' C M
é uma pdgina homotdpica se as inclusoes de F' x {0} e F' x {1} em M — F x I induzem

isomorfismos nos grupos de homotopia.

Nosso objetivo é provar que F' construida na Proposicao ¢ uma pagina homotopica.
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Denotamos W = M — F x I para simplificar, onde F' x I é uma vizinhanca tubular
relativa de F' em M. Notemos que a inclusao de F' x {1} em W pode ser identificada
(homotopicamente) com a pequena translagao na dire¢ao normal positiva de F', que serd
denotada por v : FF— M — Int F. Da mesma forma, a inclusao de F' x {0} em W pode
ser identificada com a translagao na direcao negativa, denotada por v~ : F — M — Int F.

Pela nossa construgao, F' ¢ obtida, colando simultaneamente algumas n-alcas numa

0-alga, e como n > 3, temos que OF é (n — 2)-conexo pela Proposigao

Lema 4.4 Seja F' um mergulho de 2n-variedade compacta, (n — 1)-conexa com bordo
OF # 0, (n — 2)-conexo numa (2n + 1)-variedade (n — 1)-coneza e fechada M, tal que
iy Ho(F) — H,(M) € sobrejetora, comn > 3. Entio W = M — F x I é (n—1)-coneza
e H.(W) = H,(F).

Demonstracao: Como n > 3, pela condicao sobre F e OF, e pelo teorema de van-
Kampen, temos 7 (O(F x I)) = {1}. Como M é simplesmente conexa, o teorema de van-
Kampen implica que W também é simplesmente conexa. Assim, é suficiente provarmos
que H;(W)=0parai>2i#n,e H, (W)= H,(F).

Consideremos a seqiiéncia exata

do par (M, W) e observemos que H; (M, W) = H;  (F x I,0(F x I)) = H;(F,0F) pelo

teorema da excisao e de Kiinneth. Assim, a sequiéncia torna-se
cor = Hy(F,0F) - H(W) - Hi(M) — ---

e temos que H;(W) = 0 parai = 2,...,n — 1, pois H;(F,0F) = 0 = H;(M) para estes
valores de i. Conseqiientemente, W é (n — 1)-conexa.

A seqiiéncia exata do par (M, F x I) é
e como H;(M,F x I) = H;(W,0W) pelo teorema da excisao, a seqiiéncia torna-se
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e temos que H;(W,0W) =0 parai=1,...,n— 1 devido a alta conexidade de F' e M.

Para dimensao n, a seqiiéncia acima torna-se
= H,(F xI)— H,(M)— H,(W,0W) = 0.

Como ip, : H,(F) — H,(M) é sobrejetora pela nossa hipétese, temos que H,(W,0W) =
0.
Agora, pela dualidade de Poincaré-Lefschetz e o teorema dos coeficientes universais

para cohomologia [GH8I, Teorema 23.28], temos
H£<w) ~ H2n+17i(VV’ aw)
=~ Hom (H2n+1_i(VV, 8W), Z) D Ext (HQn_Z(VV, 8W), Z)

para i > n, pois Ho,1-i(W,0W) = 0 para esses valores de 1.

Para © = n, temos

I

H,(W) H" ™ (W, 0W)
>~ Hom (H,11(W,0W),Z) ® Ext (H,(W,0W),Z)

=~ Hom (H,+1(W,0W),Z)

e logo H, (W) é livre sobre Z.
Como H, (W) e H,(F) sao Z-mé6dulos livres, eles sdo isomorfos se, e somente se, seus
“ranks” forem iguais.

Consideremos a seqiiéncia exata
0= Hyp(FXxI,O(FxI))— H,(O(F xI))— H,(FxI)—0
associada ao par (F' x [,0(F x I)) e
0— Hypy(W,0W) = H,(OW) — H,(W) — 0

associada ao par (W,0W). Usando a dualidade de Poincaré-Lefschetz, e o fato de que
H,(F) e H,(W) sao Z-mdédulos livres, temos que

Ho(O(F x 1)) = Hy(F) & H'(F),
H,(OW) = H, (W) @& H™(W).
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Como O(F x I) = OW, temos que
H,(F) @ H,(F) = H,(F) @ H"(F) =~ H,(W) & H"(W) 2 H,(W) & H,(W).

Entao, rank H,,(F') = rank H,(W) como desejado. |

Agora denotamos R = R(kerip,) e R = R(keriy.), onde R(kerip,) e R(keriy.) sao
os fechos radicais de kerig, e keriy ., respectivamente (veja Defini¢ao , eip: F—M
e iy : W — M sao as inclusoes. Como iy ov™ : F — M e ip : F' — M sao isotdpicos, o

seguinte diagrama ¢ comutativo:

H,(F) £ H,(M)—0 (4.1)

vt l idl

H,(W) 5 H,(M)—s0.

Entao v (kerig,) C keriw., o que implica que v;f(R) C R’. Logo, os homomorfismos
vl Hy(F)/R— H,(W)/R e v} =vf|gr: R— R induzidos por v} : H,(F) — H,(W)
sao bem definidos. Além disso, v;” é um isomorfismo se, e somente se, v e U} sdo

isomorfismos.

Lema 4.5 Seja F' um merqulho de 2n-variedade compacta, (n — 1)-conexa com bordo
OF # 0, (n — 2)-conexo numa (2n + 1)-variedade (n — 1)-coneza e fechada M, tal que
ips » Hy(F) — H,(M) ¢é sobrejetora, com n > 3. Entao, v} : H,(F) — Hp,(W) é um

1somorfismo.
Demonstracao: Pelo teorema da excisao e dualidade de Poincaré-Lefschetz, temos que
H,(M,W)= H,(F xI,0(Fx 1))~ H""™(FxI)~H"(F)=0.
Entao a seqiiéncia exata do par (M, W) fornece uma seqiiéncia exata
0 — Hpsr (M) — Hor(F x IO(F x 1)) -2 Hy(W) 25 H, (M) — 0 (4.2)

e conseqiientemente, iy, € sobrejetora.
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Pelo Diagrama (4.1)) e o fato de v} (R) C R/, temos que o diagrama

H,(F)/R ‘5 H,(M)/T H,(M)

| |

H,(W)/R ™5 H,(M)/7 H,(M)

¢ comutativo, onde ip, € iy, sao os homomorfismos quocientes de ip, € iy,
respectivamente. Como ip, € iy, Sao sobrejetoras, ip, € iy, sao isomorfismos. Logo

v} também é um isomorfismo. n

Lema 4.6 Seja F' um merqulho de 2n-variedade compacta, (n — 1)-conexa com bordo
OF # 0, (n — 2)-conezo numa (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada M,
tal que ip. : H,(F) — H,(M) é sobrejetora, com n > 3. Entdo temos que
detvf = £|7H,(M)|detTpr, onde detv) e detT'p sao determinantes de v e I'p

respectivamente, e | T H,(M)| é a ordem de 7 H,(M).

Demonstragao: Para provarmos este lema, precisamos de algumas construgoes.

Definimos o homomorfismo
Y Hy(F,0F) — H,1(N(F),0ON(F)) = H,(F,0F) ® H,(1,0I)

por Y(A) = A® [({,0])], onde N(F) é a vizinhanca tubular de F' em M, I = [0,1]
é o intervalo e [(1,0I)] € H,(I,0I) = Z é o gerador canoénico. Seja & = 0J o ¢ (veja
Figura [4.6)), onde 0 : H,41(N(F),0N(F)) = H,(W) é o homomorfismo de bordo da
seqiiéncia na demonstragao do Lema [4.5]

Entao, ® (H,(F,0F)) C ker iy, e o seguinte diagrama comuta:

H,(F,0F)
v| \, @
Hyt(N(F),ON(F)) -2 keriy..

Note que ¥ é um isomorfismo. Temos também que O é sobrejetora pela seqiiéncia
exata (4.2) e logo, ® é sobrejetora.
Para prosseguirmos com a demonstracao, usamos o conceito de sub-mddulos

ortogonais.
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Figura 4.6: Definigao de ®(A)

Definigao 4.7 Consideremos Z-moédulos livres finitamente gerados A = A; & Ay e B
com uma forma bilinear ¢ : A x B — Z. Definimos um sub-médulo de B, denominado

ortogonal de A; relativa a & como sendo
A+ ={be B:¢&(a,b) = 0 para todo a € A;}.
Entao temos o seguinte

Lema 4.8 Se & : Ax B — Z € uma forma bilinear unimodular, onde A = A1 B Ay e B sao

Z-mddulos livres finitamente gerados de mesmo “rank” v, entdo temos que B = Ay ® Ay,

Demonstracao: Como ¢ ¢ unimodular, existem bases {a;}i_; ¢ {b;}/_, de A e B

respectivamente, tais que

{ai,...,as} é a base de Aj,

{ass1,...,a.} é abase de Ay,

f(ai,bj) = 0ij,
onde s = rank A;, 0;; = 1 e d;; = O parai # j. Entao temos que {by,...,bs} e {bs1,...,b.}
sdo bases de Ay e A respectivamente devido a sua definicdo. Conseqiientemente, temos

que B = A{ & Ay, |

Observagao 4.9 Observemos que rank A = rank A, e rank Ay = rank A, respectiva-

mente.
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Voltamos para a demonstragao do Lema

Como R C H,(F') é um somando direto e a forma de intersecgao
H,(F) x H,(F,0F) — Z
é unimodular pela dualidade de Poincaré-Lefschetz,
R*={a€ H,(F,0F):b-a=0 paratodo b€ R C H,(F)}

é um somando direto de H, (F,0F) pelo Lema acima, onde b - a denota a interseccao

de b com a.
Lema 4.10 R* D ker ®.

Demonstracgao: Consideremos o diagrama comutativo

Hopa (M) 2 H,(F,0F)
| v N @

Ho1(M) -5 Hy o (N(F),ON(F)) -5 keriy.,

onde Hyy (M) = H,(F,0F) e Hyi(M) - H,(N(F),0N(F)) sio definidos pela

dualidade de Poincaré-Lefschetz e pelos homomorfismos H™ (M) RNy "(F)e H"(M) 1N—(F>)
H™(N(F)) induzidos pelas inclusoes ip : F' — M e inp) : N(F') = M, respectivamente.
Observemos que a tltima seqiiéncia do diagrama acima ¢ a seqiiéncia exata (4.2)).

Como v é um isomorfismo e a ultima seqiiéncia do diagrama é exata, temos que
ker ® = Im .

Logo, para todo b € ker @, existe O/ € H,11(M) tal que b = 6(b"). Assim, para todo

a € R arbitrario, temos que
a-b=a-6() =ip.(a) -0 =0,

onde primeiras duas interseccoes sao em F e a ultima interseccao é em M. A 1ultima
igualdade vale por ir,(a) ser uma torcao em H, (M).

Assim b € R* e conseqiientemente ker & C R*. |
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Lema 4.11 Temos Rt = ker® e ® : H,(F,0F)/R* — keriw. induzido por ® é um

1somorfismo.

Demonstragao: Como ® : H,(F,0F) — ker iy, é sobrejetora, ® : H,(F,0F)/ker ® —
ker iy, induzido por ® é um isomorfismo. Entdo basta mostrar que R+ = ker .

Pelo Lema acima, temos um epimorfismo p : H,,(F,0F)/ker ® — H,(F,0F)/R*
definido como projecdo natural. Agora consideremos p o ®~ ' : keriy, — H,(F,0F)/R*
que é um epimorfismo.

Observemos que rank(ker iy.) = rank(kerip,) devido ao Lema[4.4]e o Diagrama ({.1)).
Entao

rank (ker iy, ) = rank R = rank(H,,(F,0F)/R"),

onde a ultima igualdade é devido a Observacao [4.9
Como keriy, e H,(F,0F)/R* sio Z-médulos livres e um epimorfismo entre dois
Z-moédulos livres finitamente gerados de mesmo “rank” é um isomorfismo, temos que
po ®1 é um isomorfismo e conseqiientemente, p é um isomorfismo. Logo temos que
ker ® = R, o que implica que H,,(F,0F)/ker ® = H,(F,0F)/R*. n
Agora, retornamos para a situagio do Lema [4.8] Definimos & : A; x (B/A{) — Z
por & (a, [b]) = &(a,b), onde [b] é a classe de equivaléncia de b, entdo temos que & é uma

forma bilinear bem definida, pela definicio de Af.
Lema 4.12 & ¢ unimodular.

Demonstracao: Pela demonstracao do Lema , temos que B/A{ = Ay e existem

uma base {[b1],...,[bs]} de B/A{ e outra {ay,...,a,} de A; respectivamente de forma
que & (az, [b]) = &(ai,b;) = i (veja a demonstragao do Lema [A.8). Isto conclui a
demonstragao do Lema [£.12] u

Agora retornaremos para a demonstra¢ao do Lema [£.6]

Considere o sub-médulo keriy, do Z-médulo livre finitamente gerado R(ker iy.).
Pelo [KaM79, Theorem 8.1.1], existe uma base {ay,...,a,_s} de R' = R(keriy.) tal que
{fli = r;a;}i_; é uma base de ker iy, obtida pela diagonalizacao da matriz associada a

L da seqiiéncia exata

0 —> ker iy, — R(keriy,) — R(keriy,)/ keriy, — 0,
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onde r — s = rank(ker ip,) = rank(ker iy ) e r1, ..., 7,4 sdo inteiros positivos.

Como @' : keriy, — H,(F,0F)/R* é um isomorfismo, a base {A; = &~ 1(A,)}I=;
de H,(F,0F)/R* estd bem definida. Como R e H,(F,0F)/R* estao relacionados pela
dualidade (Lema , podemos escolher uma base {a;};_; de R, que é dual a base
{Ai}iZi de Ho(F,0F)/R*.

Para analisarmos a matriz de 7 : R — R’ dada nestas bases especiais, observemos

que
Tr(a;,a;) = 1k(vfa;,a;) = (Z ;ﬂak,a]>
k=1
r—S B B - 1
= > [7F ki Ik(ag, a;) = Z — [} ki k( Ay, aj),
k=1 k=1 "k
onde vfa; = S _1[PF kiar com [Uf]k; € Z. Pela definigdo de 1k, a ultima expressao
torna-se
— r—Ss 1
Z kzlk Ak,aj) = :tz kzlk (Ak) )
k=1 k=1 k
r—S8 1
= :l:z kZCL] Ak
r—s 1 .t 1 n
= = Z — [ kb = £ [0,
k=1 "k T

onde a; € R C H,(F), A, € H,(F,0F)/R*, a intersecgio é induzida pelo Lema [4.12] e
a; - Ap = ;i € Z pela escolha da base dual.
Observando que |7 H,(M)| = ri---r._s por TH,(M) = R(kerip,)/kerip, =

R(keriw.)/ keriy., temos

+1 +1

detl'p = ————detv = ————det .
F 1 Tr_s * ‘THn(M)’ *
Isto conclui a demonstracao do Lema [4.6, [ |

Proposicao 4.13 Seja F' um merqulho de 2n-variedade compacta, (n — 1)-conexa com
bordo OF # 0, (n — 2)-conexo numa (2n + 1)-variedade (n — 1)-conezxa e fechada M, tal
que ip, : H,(F) — H,(M) € sobrejetora, comn > 3. Se detT'p = |7 H,(M)|™!, entao F

¢ uma pagina de alguma estrutura “open book” sobre M.
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Demonstracao: Pelos Lemas e[t.6, v} : H,(F) — H,(W) é um isomorfismo e um

argumento andlogo mostra que v, : H,(F) — H,(W) também é um isomorfismo, onde

W =M —F x[0,1]. Como W é homotopicamente equivalente a um buqué de n-esferas
pelo Lema o Teorema de Whitehead [Spa66, Capitulo 7, Segao 5, Teorema 9|, v e
v~ induzem equivaléncias de homotopia. Entao F' C M é uma pagina homotopica. Como
n > 3, o teorema do h-cobordismo ([Sma62]) implica que W = M — F x I 2 F x [ e

conseqlientemente F' é uma pagina de alguma estrutura “open book”. [

A proposicao acima juntamente com o item da Defini¢ao e a Proposicao

fornece o seguinte resultado.

Teorema 4.14 Seja M uma (2n + 1)-variedade orientada, (n — 1)-coneza e fechada com
n > 3. Entao, para cada sistema de invariantes “open book” 5 € A(M), existe uma
“open book” (M, K, ) sobre M tal que S(M, K, p) = §, onde S(M, K, ) é a classe de

equivaléncia do sistema de invariantes associados a (M, K, p).

O conjunto A(M) é o conjunto das classes de equivaléncia dos sistemas de invariantes
“open book” associados a M (veja Definigao . Lembramos que a aplicacao
S : (M,K,p) — S(M,K,p) é bem definida, onde (M, K, ) representa a classe de
equivaléncia por isotopia estruturada de (M, K, ) (veja Observagao . Assim, os

Teoremas e fornecem o seguinte teorema que apresentamos na introducao.

Teorema 4.15 Seja M uma (2n+1)-variedade (n—1)-conezxa e fechada commn > 4,n # 7,
ou uma (2n+1)-esfera homolégica racional (n—1)-conexa comn = 3,7. Entdo a aplicagdo

S:(M,K,p) — S(M,K,p) € A(M) estabelece uma bijecao entre o conjunto das classes

de equivaléncia de “open book” simples sobre M e A(M).

Observacao 4.16 No caso em que M = S*"*! com n > 3, o resultado acima é bem
conhecido, onde A(M) pode ser identificado com o conjunto das classes de congruéncia
das matrizes unimodulares (veja Observagoes e[2.20] e [Dur74l [Kat74]). No entanto,

o resultado nao vale para n = 2, mesmo que M = 5?1 (veja [Sae87]).
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Capitulo 5

Estrutura fibrada

Neste capitulo, analisaremos as estruturas de fibragao de “open books” quando “binding”
é pré-fixada, obtendo dois resultados importantes. O primeiro deles garante a unicidade da
estrutura fibrada, o que implica que o sistema de invariantes “open book” é um invariante
do mergulho orientado de “binding”, e o segundo especifica as condi¢oes necessarias e

suficientes para que um mergulho de codimensao 2 seja “binding” de uma “open book”.

Lema 5.1 Considere duas estruturas “open book” simples com “binding” comum K,
definidas numa (2n + 1)-variedade (n — 1)-conezxa e fechada M com n > 3, com pdginas
tipicas Fy e Fy respectivamente. Entdao existe um difeomorfismo que preserva a orienta¢ao
®: M — M levando Fy no Fy, tal que ® o v = v o ®|p, e @, : H,(M) — H,(M) € a
identidade, onde v : Fy — M —Int F} e vi : Fy — M — Int F, sdo pequenas translagoes

nas direcoes normais positivas de Fy e Fy respectivamente.

Demonstragao: O difeormorfismo ® pode ser obtido pelo argumento similar ao [Sae99,
Lemmas 2.4 e 2.5] como segue.

Seja E = M — N(K), onde N(K) é a vizinhanca tubular de K em M, e denotemos
as fibracoes £ — S associadas as duas estruturas “open book” por ¢; e @, € as paginas
tipicas por Fy = ¢7(0) e Fy = ¢5'(0) respectivamente, onde 0 € S' = R/Z. Agora,
H'(K) =0 e a trivializagao de N(K) ¢ unicamente determinada a menos de homotopia.
Entao podemos assumir que ¢ s N(K) = 902\31\[( i) Consideremos o recobrimento universal

E de E. Pela unicidade do recobrimento universal, E = F, x R ¢ difeomorfo a Fy x R.
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Logo, existe um difeomorfismo g : F5 x R — F; X R tal que o diagrama

xR 4 E=F xR (5.1)

P2 N\ v P
E

comuta, onde p; e py sao projecoes do recobrimento universal associadas a p; e
respectivamente. Como F, é compacta, podemos assumir que Fy = g(Fy x {0}) C
Fy x (0,r) para algum inteiro positivo 7. Entdo Fy = F; x {0} e F, bordam uma
variedade compacta Wy C Fy x [0,7], e F5 e Fy x {r} bordam uma outra variedade
compacta Wy C Fy x [0,r]. Como ¢; coincide com ¢, no bordo de E, Wi e W, formam
um cobordismo inversivel relativo ao bordo (veja [Sie68]). Logo, W; é um h-cobordismo

relativo ao bordo [Kin78| fact 3] (veja Figura e conseqiientemente, W é simplesmente

conexa.
Fy = F, x {0} Fy = g(F, x {0}) Fy x {r}

7 7
N\
N

E=F xR
Figura 5.1: Cobordismo inversivel entre F} e F5
Para obtermos um mergulho de W7 em E x I com I = [0,1], usamos a construgao

de Wall ([Wal70, p. 140], [Lau76], [Sac99, Lemma 2.5]) como segue. Para simplificar,
identifiquemos E com F; x R. Seja p» : E = F; x R — R a projecio no segundo fator,
e consideremos o mergulho (i,ps/r) : Wi — E x I, onde i : Wi — E é a aplicacdo
de inclusdo, (po/7)(z) = po(x)/r, e I = [0,1] é o intervalo unitario. Colando uma
subvariedade compacta de Fy x I bordada por (i,ps/r)(Fy) e Fy x {1} e suavizando,
obtemos um mergulho é : Wy — E x I. Denotamos a imagem deste mergulho por

W. Entdo W é uma subvariedade cujos bordos relativos ao dE x I sio Fy x {0} e
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Fyx {1}, ie. OW — (OE x I) = Fy x {0} UE, x {1} (veja Figura. Usando a projegao
pr xid : Ex I — E x I, onde p; é a projecdo dada no Diagrama (5.1)), definimos a
aplicagao

e=(pp xid)oe: W) - E x I.

Pode ser verificado facilmente que é um mergulho, cuja imagem é W = (p1 x id) (W),
bordada por Fy x {0} e Fy x {1} relativamente ao F x I, i.e. 9W — dE x I = Fy x {0}U
Fy x {1} (veja Figura[5.3).

Figura 5.2: Mergulho de W em E x I

A seguir, identificamos Wy, W e W = (p; x id)(W1) através dos seus respectivos
mergulhos. Entao, podemos supor que W = Wj e ele esta mergulhado simultaneamente
em E x I eem E x I (veja [Wal70, pp.140-141]).

Temos que W C E x I tal que

W N (E x {0}) = F; x {0},
WN(Ex{1}) = F x {1}

e W é um h-cobordismo entre F; x {0} e Fy x {1} relativo ao bordo. Como n > 3 e

Fy = Fy, F;, = F, sao simplesmente conexas, temos o seguinte.

Lema 5.2 Se n > 3, W € um h-cobordismo entre F} e F, relativo ao bordo, e

consequentemente, W = F} x [.
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Fy x {0}

FE % [0,1]

Figura 5.3: Mergulho de Wy em E x [
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Recortando E x I ao longo de W = (p; x id)(W), obtemos uma (2n + 2)-variedade
compacta que denotaremos por X. Considerando a translacao no espaco de recobrimento
7: E — E, a variedade compacta em E x I bordada por W e W’ = (7 x id)(W) pode

ser identificada com X pela projecao do recobrimento py xid : E x I — E x I (veja
Figura .

Fy x {1}

f

X\@ W' = (r x id)(W)

|

.

Figura 5.4: Recortando E x I ao longo de W

Lema 5.3 X é um h-cobordismo entre W e W' relativo ao bordo.

Demonstragao: Recortando E x [ ao longo de W, teremos duas variedades, cuja
interseccao é W. Como W e E x I sao simplesmente conexas, estas duas variedades devem
. 4 /
ser simplesmente conexas pelo teorema de van-Kampen. Tomemos aquele que contém W
e recortando ao longo de W', teremos duas novas variedades, onde uma delas é X. Como
W' é simplesmente conexa, ambas variedades resultantes devem ser simplesmente conexas,
o que implica que X é simplesmente conexa (veja Figura [5.4)).
Como W, W’ e X sdo simplesmente conexas, basta provarmos que H,(X,W) = 0.

Para isso, consideremos £ = Fy x R, e seja Y = (F} x I) x {0}. Entdo a inclusdo
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W — WUY UW’ é uma equivaléncia de homotopia e conseqiientemente,
H(X, W)X H(X,WUYUW')~ H(E xI,WU(E x {0}))

pela excisio. Como E x {0} < W U (E x {0}) é uma equivaléncia de homotopia, temos

que

H(X, W)~ H/(ExI,WU(E x {0}) 2 H,(E x I,E x {0}) = 0.

Analogamente, temos H,(X,W’) = 0. Como n > 3, (X,W,W’) é um h-cobordismo
relativo ao bordo [Mil65]. n

Assim, existe um difeomorfismo © : W x I — X tal que Oy oy = id : W x {0} — W.
Consideremos o difeomorfismo ©; = Oy 1y : W — W’. Entdo ® = 07" o (1 x id)|w) :

W — W é um difeomorfismo e temos

O(F)) = Fy,
&)(FQ) - FQ,

onde os bordos Fy x {0} e Fy x {1} de W séo identificados naturalmente com F; e Fj,
respectivamente.

Por X ser um h-cobordismo relativo ao bordo, temos que
O|p, = M,
[p, = ha,
onde hy e hy sdo monodromias de ¢; e @9 respectivamente. Por outro lado, pelo Lemal[5.2]
existe um difeomorfismo A : Fy x I — W tal que A|pxq0y = id. Consideremos o
difeomorfismo Ay = Apxq1y : F1 — F induzido por ele. Entdo, hy e Ao hyo )
sao pseudo-isotépicos relativamente aos seus bordos, pela pseudo-isotopia A~ o @ o \.

Agora definimos o difeomorfismo
O E=F xI/(x,1)~ (h(z),0) = E=F,xI/(y,1)~ (ha(y),0)

por

d' = (A xid)oXTod o

Entao temos que

(2,1) = (M xid)o Ao d Y\ (2),1)
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= (A xid)oA7? <h2_1 o\ (), 1)
= (axid) (A ohyt o M(@), 1)
= (hy' o Ai(2),1)

' (hy(2),0) = (A xid)o X"t o®d Y (hy(z),0)
= (A xid)(z,0)

= (M(2),0).

Logo @' esta bem definida e é um difeomorfismo que preserva a orientacado. Além disso

temos o seguinte lema.
Lema 5.4 ¢! : H,(E) — H,(F) € a identidade.

Demonstragao: Como E — N(Fy) = F; x I, onde I = [0,1] e N(F}) é a vizinhanga
tubular de F; em E, temos que H,(F,F|) & H""'(E — F; x I) &2 H""(F}) = 0 pela
dualidade de Poncaré-Lefschetz. Entao pela sequéncia exata
Ho(F) 25 Ho(B) — Ho(E, F)

do par (E, Fy), temos que 1%, : H,(F1) — H,(E) é sobrejetora, onde iy : F} — E ¢é
a inclusao dada por ip (x) = x x {1}, onde x x {1} é um ponto em F; x {1} C F =
F1 X ]/(CL’, 1) ~ (hl(l’),O)

Logo, todo £ € H.(F) pode ser representado por um n-ciclo a x {1} C E = F} X
I/(2,1) ~ (h(),0).

Denotando a classe de homologia de a x {1} em H,(E) por [a x {1}], teremos

®L(§) = @ ([a x {1}]) = [@'(a x {1})] = [~y 0 Ai(a) x {1}].

Como hy é isotépico a identidade de Fy em E pelos difeomorfismos a um parametro
determinados pela estrutura “open book”, temos que @ (&) = [A\(a) x {1}].

Agora, observemos que pg : Hn(E) = H,(F,) — H,(E) é sobrejetora e Ai(a) é
isotépico a a em E. Entdo eles sdo isotépicos em E e conseqiientemente, [\ (a) x {1}] =

[a x {1}]. Logo, @’ (&) = [a x {1}] = &. Isto prova o lema. n
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Como @' : E — FE ¢ identidade sobre OF, existe uma extensao natural ® : M — M

que preserva a orientacao tal que o diagrama

(b/

H,(E) — H,(F)

Z‘E*J{ ZE*l

H,(M) 25 H,(M)

comuta, onde ig : E— M é a inclusao. Observando que K = 0F; é (n—2)-conexa, temos
H,(M,E) = H,(K x D*,0(K x D*)) =2 H"""(K x D*) 2 H""(K) = H,_5(K) =0

pelo teorema da excisao e dualidade de Poincaré-Lefschetz. Entao pela seqiiéncia exata

de homologia do par (M, E), temos
o — Ho(E) 225 Hy (M) — 0

e ig, € sobrejetora. Logo, pelo Lema e a comutatividade do diagrama acima,
o, : H,(M)— H,(M) é a identidade.

Isto conclui a demonstracao do Lema [5.1] u

Teorema 5.5 Suponhamos que K é uma (2n — 1)-variedade orientada, (n — 2)-conexa e
fechada, mergulhada numa (2n+ 1)-variedade orientada, (n—1)-coneza e fechada M com
n > 4,n # 7, ou numa (2n + 1)-esfera homoldgica racional (n — 1)-coneza e orientada
com n = 3,7. Entao todas as estruturas “open book” simples e orientadas sobre M com

“binding” K sao estruturalmente isotopicas entre si.

Demonstracao: Sejam (K, ;) e (K, o) as estruturas “open book” em questao e
denotamos a forma de Seifert e a péagina tipica de (K, ;) por I'y e Fj respectivamente,
e a forma de Seifert e a pagina tipica de (K, ¢y) por I's e Fy respectivamente. Vamos
mostrar que o isomorfismo H,(F) — H,(F,) induzido por ®|g, : F; — F; induz uma
equivaléncia entre os dois sistemas de invariantes “open book”, onde ® é o difeomorfismo
do Lema 5.1l

Pela defini¢do de @' no Lema [5.1] temos que ®'|p : Fy x {0} — F» x {0} é um
difeomorfismo que preserva a orientacao. Entado ®|p : Fy — F, é um difeomorfismo, e
induz um isomorfismo (®|g, )« : H,(F1) — H,(F3) que preserva o invariante tangencial e

a forma de interseccao.
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Pelo fato de ®, ser identidade sobre H,, (M), o seguinte diagrama comuta

() U g (R
Z.Fl* \,_{ )/ ZFQ*
H, (M),

onde i, : F; — M,j = 1,2, é a aplicacao de inclusao. Relembramos que ® o v =
vy o ®|p, onde vi” e v sdao pequenas translagoes nas direcoes normais positivas de Fy e
Fy respectivamente. Entao lk(vy (®(€)), ®(¢)) = Ik(®(v5 (£)), ®(¢)) para todos n-ciclos &
e ¢ em F} representando elementos de R(kerip,,). Se rv; (£) borda uma (n + 1)-cadeia &
em M, entdo r®(vi (€)) borda ®(€) e conseqiientemente, temos que Ik(®(vf (€)), ®(¢)) =
k(vy(£),¢), pois @ preserva a orientacao. Assim, Iy ((®|p)«(€), (P|F,)«(C)) = T1(&,¢)
para e ( em R(kerip,.).

Desta forma, (®|g ). determina uma equivaléncia entre os sistemas de invariantes
“open book” associados a (K, ¢1) e (K, ). Logo, pelo Teorema [3.1] duas estruturas

“open book” sdo estruturalmente isotépicas. Isto conclui a demonstragao do Teoremal5.5]

Observacgao 5.6 Pelo Teorema [5.5] a estrutura de fibracao de uma “open book” sobre
uma (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada com n > 4,n # 7, ou sobre uma
(2n+1)-esfera homoldgica racional (n—1)-conexa com n = 3, 7, é determinada unicamente
pela classe de isotopia orientada de sua “binding” K mergulhada em M. Entao, o sistema

de invariantes “open book” é um invariante do mergulho da “binding”.

Como o mergulho determina a estrutura “open book”, eventualmente denotaremos a
“open book” (M, K, ¢) simplesmente por (M, K), paran > 4,n # 7, oun =3,7e M é

uma esfera homoldgica racional.

Teorema 5.7 Seja K uma (2n—1)-variedade (n— 2)-conexa e fechada mergulhada numa

(2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada M com n > 3. Entao temos o que segue.

(1) K € a “binding” de alguma estrutura “open book” (que mdo é mecessariamente
simples) sobre M com a pdgina F simplesmente coneza se, e somente se, o fibrado

normal de K em M € trivial (ou equivalentemente, a vizinhanga tubular N(K)
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de K € trivial), m(E) = Z, e m(E) sdo finitamente gerados para todo i, onde

E=M—NK).
(2) A “open book” acima € simples se, e somente se, m;(E) =0 parai=2,3,...,n—1.
Demonstragao:

(1): Suponhamos que K é a “binding” de uma “open book” (ndo necessariamente
simples) com a péagina tipica I’ simplesmente conexa. Entao N(K) é trivial pela definigao
de estruturas “open book”.

Pela seqiiéncia exata de homotopia
v = m(F) = mi(E) = m(SY) — -

associada a fibracao E — S!, e pelo fato de F' ser simplesmente conexa, temos que
m(E) = Z.

Agora, notemos que a seqiiéncia acima nos fornece m;(F) = m;(F') parai > 1. Como F
é simplesmente conexa, o Coroldrio 16 de [Spa66, Capitulo 9, Se¢ao 6] implica que m;(F)
sao finitamente gerados para todo i. Logo, m;(F) sao finitamente gerados para todo 1.

Suponhamos agora que N(K) é trivial, m(E) = Z e m;(F) sao finitamente gerados
para todo i. Provaremos que existe uma estrutura “open book” (ndo necessariamente
simples) com as paginas simplesmente conexas.

Como N(K) ¢ trivial, 0F = ON(K) pode ser identificado com K x S' e logo temos
uma fibracao trivial E — S definida como projecdo no segundo fator. Vamos verificar
que esta fibracao estende para E, usando o teorema da fibragao de Browder-Levine [BLGG6].
Para isso, precisamos de alguns conceitos envolvidos como segue.

Seja E' uma variedade compacta com bordo e suponhamos que exista uma fibracao
orientdvel f : OF — S* e consideremos v € H'(S') o gerador correspondente a classe de
orientacao de S'. Entao, a classe J(f) = f*(v) € H'(OF) é definida. Por outro lado, a
aplicagao de inclusao i : 9E — E induz uma aplicagao de restrigao i* : H'(E) — H'(OF).

Entao temos o seguinte.

Teorema 5.8 (Browder-Levine [BL66]) Se E é uma m-variedade compacta com m > 5,
m(F) = Z, m(E) sdo finitamente gerados para todo i > 2, e se existe uma classe nao

nula ¥ € HY(E) tal que i*0 = 9(f), entdo f se estende a uma fibragio f : E — S*.
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Na nossa situacao, ja foram verificadas todas as condicoes do teorema de Browder-
Levine, exceto a existéncia de 9, onde f : OF = K x S' — S' é a projecao no segundo
fator de OF = K x S'. Como K ¢ simplesmente conexa, temos que H'(K) = 0. Logo,
segue do teorema de Kiinneth que H'(K x S') = H'(S') pela inclusao trivial de S* em
K x S'. Entao f*: H'(S') — H'(K x S') ¢ um isomorfismo e 9(f) = f*(v) ¢ um gerador
de H'(K x S') 2 Z. Assim, se i* : H'(E) — H'(OF) induzido pela inclusao i : 0E — F
é sobrejetora, entao existe um elemento nao nulo ¥ € H'(E) tal que i*9 = 9(f).

Consideremos a seqiiéncia exata de cohomologia
... — HY(E) % HYOE) — H*(E,0E) —> - --

associada ao par (E,0F). Como temos H*(E,0E) = H,, 1(FE) pela dualidade de

Poincaré-Lefschetz, a seqiiéncia torna-se
oo — HY(E) -5 HY(OE) — Hop_1(E) — -+

Assim, ¢* é sobrejetora, se Hs, 1(F) = 0. A seqiiéncia exata de Mayer-Vietoris associada

a{E,N(K)} é
o= Hop(M) — Hy, 1 (0FE) — Hop1(E) & Hapy 1 (N(K)) = Hop 1 (M) — - -

Temos que Hy, (M) = Hy,—1(M) = 0 pela nossa condigao de conexidade, e também temos

que Ho, 1(N(K)) = Hy, 1(K) pois N(K) = K x D?. Entio a seqiiéncia torna-se
0— Hgnfl(ﬁE) — Hanl(E> o) Hgnfl(K) — 0.

Temos Hy, 1(0F) = Hy, (K x S*) =2 HY(K x S1) = HY(SY) 2 Z, e Hy, 1(K) = Z pelo

fato de K ser fechada e orientavel. Entao a sequéncia se reduz a
0—7Z— Hgn_l(E) ®Z — 0.

Isto implica que Hs, 1(F) = 0 e conseqiientemente, i* é sobrejetora. Assim, existe um
¥ desejado e pelo teorema de Browder-Levine, a fibracao f : E — S! se estende como
sendo a fibracao f: E — S

Para verificarmos que a pagina é simplesmente conexa, observamos que a seqiiéncia

exata de homotopia associada & fibracao FF — E — S!

s mo(SY) = T (F) = m(E) = 7 (SY)
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se reduz a

0 — m(F) — m(E) L5 mi(SY). (5.2)
Observamos também que o diagrama

m(OE) 2 m (K x SY) 5 1(E)

JARN i
71(51)

comuta. Como f, é sobrejetora por f ser projecio no segundo fator, f, também é
sobrejetora. Mas 7 (E) 2 Z. Entio f, é um isomorfismo, o que implica que 7 (F) = {1}
pela seqiiéncia exata .

Para verificarmos que F' é conexa, observemos que a seqiiéncia exata de homotopia da

fibracao F' — E — S! no nivel zero é

0—>ZL>Z—>7rU(F)—>O

desde que F é conexa. Como f, é um isomorfismo, temos que my(F) = 0, o que implica
que F' é conexa.

(2): Consideremos a seqiiéncia exata de homotopia associada a fibragao F — E — S!
s — 7Ti+1(Sl) — W,(F) — 7TZ(E> —

Isto implica que m;(F) = m;(F) parai = 2,...,n — 1. Como F ¢ simplesmente conexa,
ela é (n — 1)-conexa se, e somente se, m;(E) = 0 para i = 2,...,n — 1. Como K ¢
(n — 2)-conexa, isto conclui a demonstragao.

Isto completa a demonstragao do Teorema [5.7] u

Pelos Teoremas [4.15), e[5.7 temos o seguinte.

Corolario 5.9 Seja M uma (2n + 1)-variedade (n — 1)-coneza, fechada e orientada com
n > 4,n # 7, ou uma (2n + 1)-esfera homoldgica racional (n — 1)-conexa e orientada
com n = 3,7. FEntao eziste uma bije¢cio entre A(M) e o conjunto das classes de

wsotopia orientada das subvariedades de codimensdo 2 que satisfazem as condigoes do

Teoremal5.7) (1) e (2).
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Capitulo 6

Exemplos

Neste capitulo, apresentaremos o conceito e a existéncia da “open book” minimal, e
também apresentaremos alguns resultados e exemplos que podem ser obtidos pelo teorema
da classificagao da estrutura “open book” (Teorema .

Dadas duas estruturas “open books”, podemos obter uma nova estrutura “open book”

através do método denominado de soma conexa “open book” definido como segue.

Definicao 6.1 Seja K; a “binding” orientada e conexa de uma estrutura “open book”
(nao necessariamente simples) sobre uma (2n+ 1)-variedade orientada M;, ¢ = 1,2. Entao
a vizinhanca tubular suficientemente pequena de um ponto de K;, tomada em M;, é um
(2n + 1)-disco D;. Além disso, D; — (D; N K;) fibra trivialmente sobre S! pela fibragao
da estrutura “open book” (veja Figura . Efetuamos uma soma conexa M;# My =
(M —Int D) U (My — Int D) obtida pela identificacdo natural entre 9D, e D5 (usando
as orientagoes opostas de dD; e 9Dy, e de D1 N K7 e 0Dy N Ks) respeitando as fibragoes
no bordo dos discos, e colamos K; — (Int D; N K;) com Ky — (Int Dy N K3) ao longo
dos seus bordos. Entao a variedade M;# M, apresenta uma estrutura “open book” com
a “binding” K #K; e a pagina FihF,. Esta nova estrutura “open book” é denominada
soma conexa “open book” ou simplesmente de soma conexa quando nao hé ambigiiidade,
e denotemos por (M, Ky)#,(Ms, K3) ou simplesmente por M;#,Ms. Notemos que a
estrutura “open book” resultante nao depende da escolha dos pontos sobre K;, por K;

serern conexas.
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D; N K; (removido)

fibra

Sl

Figura 6.1: Fibracao trivial de D; — (D; N K;) sobre S?

Observacao 6.2 Se (M;, K;) sao “open book” simples, entdo (M, K;)#y(Ma, Ks)

também ¢é uma “open book” simples.

No nosso caso, sempre assumiremos que as estruturas “open book” envolvidas na soma
conexa “open book” sao simples.

Agora consideremos Ay, 1, a reuniao de todos A(M) tais que M é uma (2n + 1)-
variedade orientada, (n — 1)-conexa e fechada. Entao podemos definir a soma em Ay,

COomo segue.

Defini¢ao 6.3 Sejam s1,80 € Ag,11. Entdo s; € A(M;) e s € A(M;y) para
algumas (2n + 1)-variedades orientadas, (n — 1)-conexas e fechadas, M; e M.
Sejam {G1,Qc,, Gy, ic, e} e {Ge,Qa,, @cyyicy, L', as representantes de s; e so

respectivamente. Entao definimos a soma como sendo

S1 + So = [{Gl @ G27QG1 @ QGQ?aGl + aGQJiGl @ Z.G27FG1 @ FG2}]7

onde [s] denota a classe de equivaléncia de s, G1 ® Ga, Qg, P Qg, sao somas diretas,

Ig, ® g, é a soma direta em relagdo a R(ker(ig, ® ig,)) = R(kerig,) @ R(kerig,)),



6. Exemplos 72

i, ®ig, : G1 ® Gy — H,(M;) & H,(Ms) é definido de forma canodnica, e ag, + ag, :
G1® Gy — m,_1(50(n)) é definido por (ag, + ag,) (€ ® ) = ag, (§) + ag,(¢) para todo
£eGre e Gs.

Podemos observar que a operagao nao depende da escolha de representantes. Logo a

operacao acima esta bem definida e temos o seguinte resultado.

Proposicao 6.4 Sejam M; e My (2n + 1)-variedades (n — 1)-conexas e fechadas. Se
(M, Ky) e (Msy, K3) sao “open book” sobre My e My respectivamente, entdo temos que
S((My, K)#p(Ms, Ky)) = S(My, Ky) + S(My, K1), onde S(M, K) denota a classe de

equivaléncia do sistema de invariantes “open book” associado ao (M, K).

Demonstragao: Denotamos as péginas tipicas de (M, K;) e (My, Ks) por Fy e Fy
respectivamente. Entao a pégina tipica de (M, Ki)fy(Ms, Ky) é FigF; cujo grupo de
homologia na dimensao n decompde naturalmente como sendo H,,(Fy)® H,(F3), e exceto o
invariante tangencial, S((M, K1)#,(Maz, K5)) decompoe como soma direta dos invariantes
de (My, Ky) e (My, K3). Logo S((My, K1)8y(Ms, Ks)) = S(My, K1) + S(Ms, Ks) se, e
somente se, apyp, (§ +C) = ap (§) + ap,(¢) para todo & € H,(Fy) e ¢ € H,(F>).

O invariante tangencial apym, nao é um homomorfismo, mas por ser invariante

tangencial de uma 2n-variedade (n — 1)-conexa, temos que

appr (§+C) = amyr, (§) + apyr (C) + Qryr, (€, )0,

onde t,, é o gerador de m,(S™) e 0 : m,(S™) — 7,—1(SO(n)) é o homomorfismo de bordo
do Lema pelo [Wal65]. Como Qpyr,(€,¢) = 0 para todo & € H,(F1) e ¢ € H,(F3),
temos que apyp, (€ + () = appr, (§) + amyr (C). Pela definicao do invariante tangencial,

appr,(§) = ap (&) para § € H,(F1) e apyr (C) = ap,(C) para ¢ € H,(F), o que conclui
a demonstracao. n

Agora veremos alguns resultados sobre a “open book” trivial (veja Definigao [1.11)).
Lema 6.5 Se (M, K, p) € trivial com n > 3, entao
(1) M é uma (2n + 1)-esfera homotdpica,

(2) FX D™ ¢ K =0F 25> onde F é a pdgina tipica de (M, K, o).
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Demonstragao: (1) Pelo Lema temos que H,(M) = 0. Usando a dualidade de
Poincaré e o teorema dos coeficientes universais, temos que H, (M) = H"(M) =
Hom(H,(M),Z) = 0. Logo, H.(M) = H,(S*™) e como m (M) = {1}, temos que
M é uma esfera homotopica.

(2) Devido a nossa hipétese, H,(F) = H,(D*"™), m(F) = {1} e m(0F) = m(K) =
{1}. Logo F = D*" ¢ F = S?! pela resolugao da conjectura de Poincaré generalizada

(veja [Smab1] e [Mil65]). n

Proposicao 6.6 Seja M uma (2n + 1)-esfera homotépica com n > 3. Entao existe uma

unica estrutura “open book” trivial sobre M a menos de isotopia estruturada.
Demonstragao: O resultado segue do Teorema [£.15] n

Observagao 6.7 Consideremos uma “open book” (simples) (M, K') sobre uma (2n + 1)-
variedade (n — 1)-conexa e fechada M com n > 3. Suponhamos que (S*"*! Kj) é uma
“open book” trivial (veja Definigao . Como a estrutura “open book” trivial é aquela
associada ao mergulho trivial de S?"7!, a soma conexa “open book” por (S?"! Kj)
nao altera a estrutura “open book”. Logo (M, K)#,(S*"!, Kj) é sempre estruturalmente

isotépica a (M, K).

Se trocarmos S?" ! por uma (2n+1)-esfera homotdpica na observacio acima, precisara

das condigoes adicionais como segue.

Observacao 6.8 Consideremos uma “open book” (simples) (M, K') sobre uma (2n + 1)-
variedade (n — 1)-conexa e fechada M com n > 4,n # 7, ou sobre uma (2n + 1)-esfera
homolégica racional (n — 1)-conexa M com n = 3,7. Suponhamos que (M, Ky)
¢ uma “open book” trivial, onde M, é uma (2n + 1)-esfera homotépica que nado é
necessariamente difeomorfa a S?"*! (veja Defini¢ao e Lema [6.5)). Entao temos que
S(M, K) = S((M, K)#y(Mo, Ky)).

Logo, se M = M#M, por um difeomorfismo que preserva a orientacao e que induz
a aplicagao identidade em H, (M) = H,(M{M,), entao (M, K) e (M, K)t,(My, Ky) sao

estruturalmente isotépicas pelo Teorema |3.1}
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Definigao 6.9 Uma estrutura “open book” (M, K) é dita decomponivel no sentido fraco
quando M = M #M, e (M, K) é estruturalmente isotdpica a (M, K1)#y(Ms, Ks) para

algumas “open books” nao triviais (M;, K;),i = 1, 2.
O seguinte lema decorre da defini¢ao acima.

Lema 6.10 Suponhamos que (M,K) ¢é wuma estrutura “open book” decomponivel
no sentido fraco sobre uma (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada M com
n > 3. Entao S(Ma K) = {GlaQG17&G17iG17FG1} + {G2>QG27aG27iG27FG2} para algum

{Gl,QG“OéGNZ'Gl,FGl} € {G27QGz7aGg>iGz7FG2} S A2n+1 tais que Gl # 07 G2 # 0e
Hn(M) = ImiGl D ImiG2.

A préxima proposicdo é uma conseqiiéncia imediata do teorema da classificagao

(Teorema [4.15)).

Proposicao 6.11 Seja M = M8M, e suponhamos que (M, K) é uma “open book”, onde
M, M, e My sio (2n + 1)-variedades (n — 1)-conezas e fechadas, com n > 4,n # 7, ou
M, M, e My sdo (2n + 1)-esferas homoldgicas racionais (n — 1)-conexas com n = 3,7.
Entao (M, K) é a soma conexa “open book” (M, K1)ty(Ma, Ks) de algumas “open books”
(M, Ky) e (Ms, Ky) se, e somente se, o sistema de invariantes “open book” decompaie

como uma soma direta relativa a decomposicio H,(M) = H,(M;) ® H,(M,).

Na proposi¢ao acima, supomos que M = MM, desde inicio. Mesmo que nao tenha

esta hipotese, se tiver a condicao adicional ay; = 0, temos o seguinte.

Proposicao 6.12 Seja (M, K) uma “open book” simples sobre uma (2n + 1)-variedade
(n — 1)-conezxa e fechada tal que apy = 0 en > 4n # 7. Se S(M,K) =
{G1,Qcy: 6,161, Ta } +{G2, Qa,, a6,y icy, Ua, b para algum {G1, Qe acy.ic,, Te, } e
{G2,Qcy, acys iy, ey} € Aongr tais que Gy # 0, Go # 0 e H,(M) = Hy & Ha, onde
Hy = Imig, e Hy = Imig,, entao existem “open book” simples nao triviais (M, K)
e (M, Ks) tais que (M, K) seja estruturalmente isotopica a (My, Ky)#y(Ms, K3). Em

outras palavras, (M, K) é decomponivel no sentido fraco.

Demonstragao: Pelo item da Definicao [2.15, a decomposi¢ao H,(M) = H; @ H,

é uma decomposigao ortogonal relativa a by : 7 H,(M) x T H,(M) — Q/Z. Logo,
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pelo [Wal67, Corollary, p. 285], existe a decomposi¢ao M — Int D*"*1 = M{tM} tal que
H,(M]) = H;,i = 1,2. Como ay = 0 pela hipétese, temos que apy = apy = 0.
Entao, pelo [Wal67, Theorem 8, p. 285], OM| = S** = 9M). Assim, podemos considerar
M, = M{U D**1 e My = M, U D***!1 onde as unioes sdo feitas pela identificagao dos
bordos, e temos que M = My# Ms.

Logo, pela nossa hipdtese e pela Proposi¢ao[6.11] (M, K) é a soma conexa de (M, K;)
e (M,, K5) para algumas “open books” (M, K1) e (M, Ks). n

Observagao 6.13 (1) Se M for uma esfera homotépica, ou mais geralmente, se M for
estavelmente paralelizavel, entao a,; = 0.

(2) A condigao oy = 0 na proposicao acima foi usada para garantir que « M= Qg =
0, o que implica que M| e OM, sao difeomorfos a S**. Caso nao tenha esta condicao,
apy ou gy pode ser nao trivial, o que implica que dM; ou OM, pode ser uma esfera
exotica.

(3) Na Proposicao [6.12] a decomposicao (M, K;)#,(Ms, K>) nao ¢ tdnica em geral.
Pois, se M = MifMs e > é uma esfera homotdpica de dimensao 2n + 1, entao temos que

M = (M E)5(Maft(—)).

Definigao 6.14 Uma estrutura “open book” (M, K) é decomponivel no sentido forte

quando for estruturalmente isotépica a soma conexa (M, K;)#(S?" ™! K,) para algumas

“open books” nao triviais (M, K;) e (S K3).

Defini¢ao 6.15 Quando uma “open book” nao é decomponivel no sentido forte (fraco),

dizemos que ela é indecomponivel no sentido forte (fraco).

Definigao 6.16 Seja F' a pégina tipica de uma estrutura “open book” simples (K, ¢)
sobre uma (2n + 1)-variedade M. Se rank H, (F') é igual ao nimero minimo de geradores

de H,(M) sobre Z, entao dizemos que (K, ) é minimal por ter o menor “rank” possivel

de H,(F).

Teorema 6.17 Se M € uma (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada tal que
T H,(M) = 0, entao existe uma estrutura “open book” simples minimal sobre M, para

n > 3.
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Demonstracao: Devido ao Teorema basta construir um sistema de invariantes
“open book” com “rank” minimal.

Como H,(M) é livre, tomamos G = H, (M) e i¢ = id. Notemos que R(kerig) =0, o
que implica que a forma de Seifert é sempre nula. Assim, os invariantes restantes para o
sistema de invariantes “open book” associado a M sao ag e a forma de interseccao Q¢-.

Para construir estes invariantes, notemos que «j ¢é um homomorfismo (veja
Observagao .

Seja {e1,...,e .} abase de G = H, (M) e escolhemos arbitrariamente o valor de a¢(e;)
de forma que i.aq(e;) = anm(e;). Isto é possivel, pois i, : m,_1(SO(n)) = 7,1 (SO(n +
1)) é um epimorfismo devido & seqiiéncia exata m,_,(SO(n)) —= m,_1(SO(n + 1)) —
mn—1(S™) associada a fibracdo SO(n) — SO(n+ 1) — S™ e o fato de que 7,_1(S™) = 0.

Quando n é fmpar, ag(e;) € m,—1(SO(n)) = 0 ou Zy ou Zy & Zy (veja [Wal6]) e
peagle;) =0 € m_1(S™ 1) 2 Z, onde p. : 1,-1(SO(n)) = m,-1(S"1) é 0 homomorfismo
da Observacao que anula para n impar.

Quando n é par, p.ag(e;) € m,—1(S" 1) = Z pode assumir qualquer valor.

Entao definimos a forma de interseccao por

p*aG(ej) €z (] = k)a

Qalej, exr) = ,
0 (j # k).

Observemos que ela é (—1)"-simétrica.

Agora definimos os valores de ag : G — m,_1(SO(n)) por

" i ki(k: —1
ag (Z kj%’) = (kjoéc(ej) + WQG(ej, €j)atn> € m-1(50(n)),
j=1 j=1
onde r = rank G, t,, é o gerador de 7,(S™) induzido pela aplicacao identidade S™ — S"

(veja Observagao e 0 é o homomorfismo de bordo da sequéncia exata
Tu(S™) 25 7,1(SO(R)) = 701 (SO(n + 1))

(veja Lema [1.14])).
Para que {G,Qg, ag,ia, ¢} seja um sistema de invariantes “open book” relativo a

M, é suficiente provarmos o seguinte.

Lema 6.18 ag satisfaz as condigoes dos itens[3(a)| B(0)] e[3(c)] da Defini¢do 2.15]
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Demonstragao: . Verificaremos que o diagrama

G 29 1,_1(SO(n))

| al

H,(M) 2% 7, 1(SO(n+1))
comuta. Temos que
1.QG (Z§:1 k:jej> = Y1 kjilac(e;) ( por i,0t, =0)

= Yo kjan(e;) ( pela defini¢ao de ag(e;))

= ay (Z;Zl kj@j) ( por ayp ser um homomorfismo)

e conseqiientemente, temos i, o ag = ayy sobre Hy,(M).

3(b)l Temos que p.ag (Z;zl kjej) = Q¢ ( 1 Rjes, Yo kj ej> para n par, pois

peac (i kies) = 5ot (kipeaa(e;) + 5= Qq (e, ¢5)p.0ty)
= Y1 (kjQalej, e5) + kj(k; — 1)Qalej, e5))
(como p.0t, = 2 por [Stebll §23.4])
= _] 1 jQG<€J7€])

= W ( i1 kies i kjej) (pela escolha de Q¢).

Para n impar, como p, o ag e Qg sao nulas, temos que

J e (Z ’fjej) =0=0Qq¢ (Z kiej D kjej) :
j=1 Jj=1 J=1

B(c)l Finalmente, verificaremos que ag(é + () = ag(§) + ac(¢) + Qa(&, ¢)ot, para
todo &, € G. Temos

(67¢] (Z kjej + leej) = Qg (Z k’ —|—l ) (61)
j=1 j=1 j=1

= i <(l€j + lj)Oég(ej) + (k] + l])(l;j + lj _ 1)QG(6j, ej)ﬁtn> .

J=1

Por outro lado, temos

(67¢] (Z kjej) + [67¢] (Z ljej) + QG (Z k;jej, Z lj6j> 6tn
= 7=1 j=1 7=1

Z (k ag(e;) kj(ka_l)Qg(ej, ej)(?tn>
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+Zr: <ljag(ej) - M;DQG(%%)@%) + (i kjleG(ewej)) oty
j=1

j=1
( pela escolha de ag e Qg)

B ZT: ((kj sl + </€j(/€j2_ D) + lj(lj; D + kﬂj) Qalej, ej)atn> :

Jj=1

= ET: ((k?] + lj)a(;(ej) + (k] + l])U;J + lj _ 1)QG(€J’, €j)atn> s

J=1

o qual coincide com a equagao (6.1). Isto conclui a verificagao das propriedades
mencionadas. u

Assim, obtemos um sistema de invariantes “open book” relativo a M. Pelo teorema da
realizacao (Teorema, existe uma “open book” associada. Isto conclui a demonstragao

do Teorema [6.17 ]

Acreditamos que a condicao T H,(M) = 0 nao é necesséria para Teorema [6.17, mas

ainda nao conseguimos uma demonstracao.

Conjectura 6.19 Se M ¢é uma (2n+ 1)-variedade (n —1)-coneza e fechada, entao existe

uma estrutura “open book” minimal sobre M, para n > 3.

Observacao 6.20 Notemos que a tnica estrutura “open book” minimal sobre S"*! com
n > 3 é a trivial. No entanto, sobre uma variedade mais geral, nao ha garantia da

unicidade da “open book” minimal, como veremos no exemplo abaixo.

Exemplo 6.21 “Open book” minimal nao é necessariamente tnica.

Consideremos M = S™ x S n >4, n # 7. Como H,(M) = Z, a forma de Seifert da
“open book” minimal é trivial e conseqliientemente, “open book” minimal é determinada
unicamente pela sua forma de interseccao e pelo invariante tangencial. Notemos que o
invariante tangencial o é compativel com o invariante tangencial oy, de M se, e somente
se, Imag C keri, = Imd, pois apy = 0, onde i, : m,—1(SO(n)) = m,—1(SO(n + 1)) é
induzido pela inclusao e 9 : 7,(S™) — m,-1(SO(n)) é o homomorfismo de bordo associado
a seqiiéncia exata de homotopia da fibragao SO(n) — SO(n + 1) — S™.

Para n par, Im 0 = Z pelo Lemal|l.14|e podemos escolher um a correspondente a cada

inteiro. Como ag determina unicamente a forma de interseccao, temos que o conjunto
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das classes de equivaléncia das estruturas “open book” minimal sobre S™ x S"! est4 em
correspondéncia biunivoca com o conjunto dos inteiros, devido ao teorema da classificacao
(Teorema [4.15)).

Para n fmpar, Im 9 = Z, pelo Lema [1.14] Entéao existem exatamente duas escolhas
de ag, e a forma de interseccao é sempre nula. Assim, existem exatamente duas classes

de equivaléncia da estrutura “open book” minimal sobre S™ x S"*1.

Observacao 6.22 Notemos que uma “open book” minimal é indecomponivel no sentido
forte (nao necessariamente indecomponivel no sentido fraco). De fato, se existe uma
decomposigao (M, K) = (M, K1)#,(S*"™, K3) com H,(F}) # 0 e H,(Fy) # 0, onde F}
é a pagina de (M, K,) e Fy é a pagina de (S?"™! K,), entdao existe uma “open book”
(M, K;) com pégina tipica F; tal que rank H,(F) < rank H,(F), onde F' é a pagina de

(M, K). Conseqiientemente, (M, K') nao pode ser minimal.

Assim, o Teorema [6.17] implica que existe pelo menos uma estrutura “open book”
indecomponivel no sentido forte, sobre qualquer (2n + 1)-variedade M, (n — 1)-conexa e

fechada tal que 7 H,,(M) = 0, quando n > 3.

Pela discussao acima, Conjectura [6.19] implica a seguinte conjectura.

Conjectura 6.23 Seja M uma (2n + 1) variedade (n — 1)-conexa e fechada com n > 3.

Entao existe uma estrutura “open book” indecomponivel no sentido forte.

Uma “open book” indecomponivel no sentido forte nem sempre é minimal, como

veremos no exemplo abaixo.

Exemplo 6.24 “Open book” indecomponivel no sentido forte nem sempre é
minimal.

Consideremos S™ x S™ com n fmpar, n > 3 e G = Z ® Z. Entao R(kerig) = Z,
e a forma de Seifert é I'g = 1 (veja item da Definicao . Neste caso, a forma
de Seifert determina somente a auto-interseccao de um dos geradores, que é obviamente
nula, pois n é impar. Entao podemos definir a forma de interseccao de forma que nao seja
trivial (ndo nula). Agora definimos o invariante tangencial ag. Seja {e1,e2} a base de G

tal que e é a base de R(kerig). Definimos o ag : G — m,-1(SO(n)) por

ag(key +leg) = (k+ 1+ klQg(e1, €2))0t, € m,_1(SO(n)).
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Como agnygn+1 = 0, a condicao do item da Definicao é satisfeita.
Para a condigao do {tem da Definigao [2.15] notemos que

psag(ker +les) = (K + 1+ klQg(eq, €2))p.0t, =0

por n ser impar, e Qg(ke; + les, key 4 leg) = 0 também pelo fato de n ser impar, o que
verifica a condicao.

Agora veremos a condi¢ao do ftem da Definicao m Temos que

(67¢ ((k:el + leg) + (]{3,61 + llez)) = Qg ((l{? + k'/)61 + (l + l/)eg)
= (k+K+1+1+(Ek+E)(+1)Qc(er1,e2)) 0ty

e por outro lado, temos que

ag(key + leg) + ag(Key + Uey) + Qa(key + leg, K'ey + U'es) 0ty
= (k? + 1+ kl@g(el, 62))8tn + (k, + I + k’l’Qg(el, €2))8tn + (kl, — lk,)Qg(el, 62))8tn,
o qual coincide com a expressao obtida para ag ((key + les) + (K'e; +1'es)), pois 0Ot,, é de

ordem 2.

Finalmente, quanto & condicao do item da Definigao [2.15| temos

Fg(leg, leg) = ZQFG(SQ, 62) = :|:l2

du(ic(le2)) + dlac(le)) = qu(0) + ¢(10t,) = 1¢(0t,) = 1 (mod 2),

o que verifica a identidade.

Agora considere a estrutura “open book” associada ao sistema de invariantes acima,
via Teorema [4.14] Este “open book” nao é minimal e é indecomponivel no sentido forte.
De fato, se for decomponivel, a forma de interseccao é dada pela forma diagonal e desde
que n é impar, ela se anula, o que contradiz a nossa hipétese. Assim, construimos “open

books” indecomponiveis no sentido forte que nao sao minimais.

No caso de M ser a esfera, é facil ver que existem open “book” indecomponiveis que nao
sao minimais, devido ao fato da existéncia de matriz de Seifert que nao decompoe como
soma direta e o teorema da classificagdo de nds fibrados simples [Lev70l, Dur74l Kat74].

“Open books” minimais sobre variedades docomponiveis podem ser indecomponiveis

no sentido fraco como no exemplo a seguir.
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Exemplo 6.25 “Open book” minimal sobre variedades decomponiveis pode ser
indecomponivel no sentido fraco.

Consideremos M = (S™ x S"TH#(S™ x S"™1) n > 3. Como H,(M) X Z& Z, a forma
de Seifert da “open book” minimal é trivial e conseqiientemente, “open book” minimal é
determinada unicamente pela sua forma de interseccao e pelo invariante tangencial. Seja
{e1,e2} a base de G = H,,(M). Agora definimos a forma de intersec¢ao Q¢ tal que a sua

matriz na base {e1, ex} seja

0 1

-1 0
quando n é fmpar e

01

10

quando n ¢ par.

Agora definimos o ag por ag(ke; + les) = klQg(e1, e2)0t, = klot,. Entao podemos
verificar que a forma de interseccao e o invariante tangencial satisfazem as condigoes
da Defini¢ao [2.15 usando calculos similares aos do exemplo anterior. Consideremos a
“open book” obtida pela realizacao destes invariantes que sera minimal. Entao ela ¢é
indecomponivel (mesmo no sentido fraco), pois a forma de interseccao nao decompoe

como soma direta.

Agora veremos que a quantidade das estruturas “open book” sobre uma (2n + 1)-
variedade (n — 1)-conexa e fechada com n > 3 tal que H, (M) ¢é livre de tor¢ao, é maior

ou igual & quantidade de estruturas “open book” sobre a esfera S?"+!,

Proposigao 6.26 Seja (M, K) uma “open book” minimal sobre uma (2n + 1)-variedade
(n — 1)-coneza e fechada tal que T H,(M) = 0 e seja N uma (2n + 1)-esfera homoldgica
racional (n — 1)-conezxa. Suponhamos que (N, K;) e (N, Ks) sdo duas “open books” tais
que (M, K)#4(N, K1) e (M, K)#,(N, Ks) sdo estruturalmente isotdpicas e n > 3. Entdo

(N, K1) e (N, Ky) sdo estruturalmente isotdpicas.

Demonstragao:
Seja F' a pagina tipica de (M, K), e F} e Fy as paginas tipicas de (N, K;) e (N, Ks)

respectivamente. Entao a pagina tipica de (M, K)#,(N, K;) é a soma conexa ao longo do
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bordo FiF}, j = 1,2, e temos uma decomposicao natural H,(FiF;) = H,(F) & H,(Fj).
Para esta decomposicao, temos que R(keripyp.) = H,(Fj),j = 1,2, desde que F ¢
uma pdgina tipica de uma “open book” minimal, H, (M) é livre de tor¢ao, e H,(N) C
H,(M§N) é exatamente a parte de torgao, onde ipyp, : FiF; — M, j = 1,2, sao aplicagoes
de inclusao.

Seja ® : (MEN)x[0,1] — M#N aisotopia estruturada que determina uma equivaléncia
entre (M, K)f,(N, K1) e (M, K)#,(N, Ks), entao &, : H,(FiFy) — H,(FgF;) é um
isomorfismo que determina a equivaléncia entre os sistemas de invariantes “open book”
de (M, K)fy(N, K1) e (M, K),(N, K») (veja Observagao 2.22). Como @ determina um

diagrama comutativo

H,(F5F) =% Hy(FiF)
DTN v Fyp,.
Hn (M)7
Oy, aplica ker ipyp . em ker ipyp,, e induz um isomorfismo o : H,(F) — H,(F).
Como ®;, preserva o sistema de invariantes “open book” e ® é sua restricdo, ele
também preserva o sistema de invariantes “open book”, determinando uma equivaléncia

entre os sistemas de invariantes de (N, K;) e (N, K3). Entao (N, K;) é estruturalmente

isotépica a (N, Ky) pelo Teorema [ ]

Coroldrio 6.27 Seja (M, K) uma “open book” minimal sobre uma (2n + 1)-variedade
(n — 1)-conera e fechada M tal que T H,(M) = 0. Suponhamos que (S K;) e
(52" Ky) sao duas “open books” tais que (M, K)#,(S*" T K1) e (M, K)#4,(S*" ! K3)
sdo estruturalmente isotdpicas e n > 3.  Entao (S*1 K;) e (S*TK,) sdo

estruturalmente isotopicas.

Corolario 6.28 Seja M uma (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada tal que
H,(M) ¢ livre de tor¢ao, com n > 3. Entdo existe uma aplicacdo injetora do
conjunto das classes de equivaléncia das estruturas “open book” sobre S*"T!, no

conjunto das classes de equivaléncia das estruturas “open book” sobre M, definida por

(S2 L K'Y — (M, K)#,(S*"" K'), onde (M, K) é uma “open book” minimal de M.

Demonstragao: Como existe pelo menos uma estrutura “open book” minimal pelo

Teorema [6.17} o resultado segue do Corolério [6.2 [



6. Exemplos 83

Conseqiientemente, dada qualquer (2n + 1)-variedade (n — 1)-conexa e fechada M tal
que 7 H,,(M) =0 com n > 3, a quantidade de estruturas “open book” é maior ou igual a
quantidade das estruturas “open book” sobre a esfera da mesma dimensao.

Quando H, (M) apresenta a parte de tor¢ao, nao sabemos a validade do resultado

acima.

Conjectura 6.29 Seja M uma (2n + 1)-variedade (n — 1)-conezxa e fechada com n > 3.
Entao existe uma aplicacao injetora do conjunto das classes de equivaléncia das estruturas
“open book” sobre S*™*'. no conjunto das classes de equivaléncia das estruturas “open
book” sobre M, definida por (S*" "' K') — (M, K)#,(S*" ", K"), onde (M,K) ¢ uma

“open book” minimal de M.
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Tabela de Simbolos

Int X
ker g

R(M)
SO(n)
TM

conjunto das classes de equivaléncia dos sistemas de invariantes
“open book” relativos a variedade M

“torsion linking pairing” da variedade M

Ext'(G, Z) sobre o Z-médulo G

monodromia geométrica

cohomologia do espaco topoldgico X com coeficientes em Z
homologia do espaco topolégico X com coeficientes em Z
intervalo [0, 1]

aplicacao identidade

imagem da aplicacao f

interior da variedade X

nicleo do homomorfismo g

nimero de enlagamento

vizinhanga tubular da subvariedade X

forma de interseccao da 2n-variedade X sobre H,, (X)
forma de interseccao sobre o médulo G

forma quadratica de Wall da variedade M

corpo dos nimeros racionais

corpo dos nimeros reais

fecho radical do sub-moédulo M

grupo das rotagoes em R”

parte de tor¢cao do Z-modulo M

anel dos inteiros
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Z,
i

E
(M, K, ¢)
(M, K)
S(M, K)
S(K,p)
S(M, K, p)

=

RJ_
-y
XY

>

flx
ag

ax

anel Z/nZ

soma conexa ‘open book*

recobrimento universal do espaco topolégico E

estrutura “open book” sobre a variedade M

estrutura “open book” sobre a variedade M

sistema de invariantes “open book” de (M, K)

sistema de invariantes “open book” de (K, ¢)

sistema de invariantes “open book” de (M, K, )

elemento dual de x no Z-mddulo, homologia ou cohomologia
subespago ortogonal do sub-médulo R

nimero de interseccao entre as classes de homologia x e y
uniao dijunta dos conjuntos X e Y

complemento do sub-conujnto ¥ N X no conjunto X

fecho do espaco topoldgico X

restricao da aplicagao f em X

invariante tangencial do médulo G

invariante tangencial da variedade X

aplicacao caracteristica de um espacgo fibrado sobre uma esfera
bordo da variedade X

operador de bordo na homologia ou homotopia

forma de Seifert racional do médulo G

forma de Seifert racional do mergulho da variedade F
translagao (pequena) na dire¢ao normal positiva da pagina de “open book”
translagao (pequena) na diregdo normal negativa da pagina de “open book”

grupo de homotopia do espago topologico X
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